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1 はじめに

音響解析には波動音響 (時間領域の解析: 差分法，有限要素法), 幾何音響 (音線の追跡), 境
界要素法 (周波数領域の解析) などの手法が用いられている．時間領域の解析法 [1] を最近問
題となっている低周波数騒音の伝播に適用する場合には，音波を長時間積分する必要性があ
る．過去の研究によると，シンプレクティック積分法は低散逸低分散 (LDD) ルンゲクッタ

(RK) 法 [2] に匹敵あるいは凌駕する良好な結果を示している [3].
一方で，計算空力音響の分野では空間的な解像度が高いことからコンパクト差分 (CD) 法

[4] がよく用いられるようになっている．コンパクト差分 (CD) 法の公式には，公式の持ち得
る最大次数以下の精度の公式群のなかに，最大次数の公式よりも解像効率の高いものが存在
することが知られている [5].
また，音波の式を時間積分するために適した，分割されたルンゲクッタ (PRK) 法のうち

3段 3位の公式 [6] は 6係数に対してシンプレクティック性条件式の数が 5で，さまざまな公
式を作ることができる．しかし，音波の式を長い時間積分してみると，位相誤差が最小とな
る係数が必ずしも最良の結果を示さない [3].
このことは，数値積分の際に空間，時間両方から入ってくる誤差を総合的に考慮しないと

最良の方法が得られないことを示唆する [7]. 以上の考察にもとついて，本報では長時間積分
しても解の精度が劣化しないような計算法の構築を目的として，コンパクト空間差分–シン
プレクティック時間積分法の最適化を試みることにする．

2 音波の方程式

はじめに，波動方程式に中間変数を導入して以下のような形にあらわす [8]. 簡単のために

1次元の波を扱うが，結果は容易に 2,3次元の場合に拡張できる．

$u_{t}+ \frac{1}{\rho}p_{x}=0$ , $p_{t}+\rho c^{2}u_{x}=0$ (1)

ここで，$u$ は流体の速度，$p$ は平衡状態からの圧力のずれ，$\rho$ は平衡状態の密度，$c$ は平衡状態

での音速をあらわす．
広く使われている方法 [1] では，上の音波の方程式を空間 staggered 中心差分，時間 Leap-

Frog 法で離散化する．この方法によると，波数の相対誤差をたとえば $10^{-3}$ 以下とするため

には $\kappa(=k\Delta x)\leq 0.18$ , 約 $35p.p.w.$ ($point$ per wave) の格子点が必要となる．
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3 シンプレクティック PRK法

$s$ 段の分割された (partitioned)RK 法 [9]

$\{\begin{array}{l}p^{i+1}=p^{i}-c_{\dot{2}}\Delta tH_{q}(q^{i})q^{i+1}=q^{i}+d_{i}\Delta tH_{p}(p^{i+1})\end{array}$ (2)

$i=1,$ $\cdots,$ $s,$ $(p^{1}, q^{1})=(p(t), q(t))$ , $(p^{s}, q^{s})=(p(t+\Delta t), q(t+\Delta t)),$ $H(p, q)=V(q)+A(p)$ ,
を音波の式に適用する (常微分方程式に対するシンプレティック積分法を一般的な波の問題
に適用する場合に関する議論については [10] を参照．分割されたルンゲクッタ法の応用例
については [11,12,13,14] 参照).
通常のルンゲクッタ法同様，シンプレティック積分法の位数条件は $s$ の増加とともに

$=2,3,4,$ $\cdots$ に対して 3, 5, 8, $\cdots$ のように急速に増加する [9]. 2段，3段の方法には係数の
数よりも条件式の数の方が少ないので，いろいろな係数が存在する．4段法には，幾通りか
の係数が知られているが，正確な解の数は不明なので，現在知られている係数以外にも係数
が存在する可能性がある．3段 3位の方法は 6係数に 5条件が付帯するので，以下のように
$d=d_{1}+d_{2},$ $e=d_{1}d_{2}$ とおくことによって簡潔な変数表示ができる [15].

$c_{1}=1+\frac{1}{d_{1}d}G-\frac{d_{1}+d}{2}),$ $c_{2}= \frac{1}{d_{1}d_{2}}(\frac{d}{2}-\frac{1}{3}),$ $c_{3}=- \frac{1}{dd_{2}}.(\frac{d_{1}}{2}-\frac{1}{3})$ . (3)

$( \frac{d}{2}-\frac{1}{3})^{2}=\frac{e}{3}(d-\frac{3}{4}),$ $d_{1}\neq 0,$ $d_{2}\neq 0,$ $d \neq\frac{3}{4}$ . (4)

$e$ は上の (4) 式をみたさなければならない．そのときさらに $d$ が以下の (5) 式をみたすと

$\mathcal{D}=d^{2}-4e\geq 0$ , $d< \frac{3}{4}$ or $d\geq d_{0}\simeq 2.218$ . (5)

$(d_{1},$ $d_{2})= \frac{1}{2}(d$ 士 $\sqrt{d^{2}-4e})$ Or $(d_{1},$ $d_{2})= \frac{1}{2}(d\mp\sqrt{d^{2}-4e})$ . (6)

のように解ける．こうして求まった $(d_{1}, d_{2})$ の値を (3) 式に代入して，さらに $d_{3}=1-d$ と

すればすべての係数の値が定まる．

$-1$ $\theta$ 1 2 3 4 $-1$ $\theta$ 1 2 3 4
$d$ $d$

Figure 3.1: Stability limit $(G=\rho(M)\leq 1)$ and the phase error limit defined as
$|\nu^{*}-\nu|/\pi\leq 5\cdot 10^{-4}$ after Bogey & Bailly‘04) as a function of $d$
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安定性と位相誤差の限界を $d$ をパラメータとして $\nu=\omega\Delta t$ であらわしたグラフを図 3.1

に示す．解曲線はふたつの枝 A,B からなる．式 (6) の士符号を枝 $A,$ $\mp$ の符号を枝 $B$ とする．

ルース法 [6] は枝 A 上の $d=0$ に対応する．枝 A 上 $d\simeq 0.7317\cdots$ は安定性最大点で，マク
ラクラン解 [16] に対応する．解 A,B を枝 A,B 上 $d= \frac{4}{9}$ の点でえられる係数とする [15].
枝 A 上 $d\simeq 0.5367\cdots$ , 枝 $B$ 上 $d\simeq 0.7397\cdots$ の点でえられる係数はお互いに反対称 $c_{i}^{A}=$

$d_{4-i}^{B},$ $d_{i}^{A}=c_{4-i}^{B}$ の関係にあるので，実質的に同じ係数である．これは位相誤差最小点である．
以下においては解 C[3] とよぶことにする．付録 A にこれらの係数の値をまとめて示す．

4 コンパクトスタガード 4/6次精度スキーム

空間方向の導関数は staggered格子上のコンパクト差分法によって離散化する [4].

$\alpha f_{i-1}’+f_{i}’+\alpha f_{i+1}’=b\frac{f_{i+\frac{3}{2}}-f_{i-\frac{3}{2}}}{3\Delta x}+a\frac{f_{i+\frac{1}{2}}-f_{i-\frac{1}{2}}}{\Delta x}+e$ , (7)

$a= \frac{3}{8}(3-2\alpha),$ $b= \frac{1}{8}(22\alpha-1),$ $e= \frac{9-62\alpha}{1920}\triangle x^{4}f^{(5)}$ . (8)

この公式は $\alpha=\frac{9}{62}$ のときに最大精度 6をとり，それ以外の $\alpha$ の値では 4次精度となる．以
下において便宜的に $CD4/6$ 公式とよぶことにする．$CD4/6$ 公式の実効波数は

$\kappa^{*}(\kappa, \alpha)=\frac{2a\sin(\frac{\kappa}{2})+\frac{2}{3}b\sin(\frac{3}{2}\kappa)}{1+2\alpha\cos(\kappa)}$ (9)

$= \frac{(22\sin(\frac{3}{2}\kappa)-18\sin(\frac{\kappa}{2}))\alpha+27\sin(\frac{\kappa}{2})-\sin(\frac{3}{2}\kappa)}{12(1+2\alpha\cos(\kappa))}$ (10)

によって与えられる．ここで，$\kappa=k\Delta x,$ $0\leq\kappa\leq\pi$ である．

4.1 スタガード 4/6次精度スキームの特性

実効波数を調べると

$\kappa^{*}(0)=0$ , $\kappa^{*}(\pi)=\frac{2a-\frac{2}{3}b}{1-2\alpha}=\frac{7-10\alpha}{3(1-2\alpha)}$ (11)

となっている [17]. さらに $\kappa^{*},$ $\kappa$ ともに $\kappa\in[0, \pi]$ においては単調増加である．これらのこと
より，

$0< \alpha<\frac{3\pi-7}{6\pi-10}\simeq 0.27$ (12)

であれば $\exists\kappa_{1}\in[0, \pi]$ において $\kappa_{1}=\kappa$ となる．さらに $\kappa<\kappa^{*}(0<\kappa<\kappa_{1}),$ $\kappa^{*}<\kappa(\kappa_{1}<$

$\kappa<\pi)$ であることが示せる．つまり，$0<\kappa<\pi$ に交点がひとつだけある．このとき
$\frac{7}{3}<\kappa^{*}(\pi)<\pi$ となる．そこで $\alpha$ の替りにこの交点の座標 $\kappa_{1}$ を変数として用いることにす

る．すると $\kappa_{1}$ と $\alpha$ の関係は以下の式で与えられる．

$\alpha=\frac{27\sin(\frac{\kappa_{1}}{2})-\sin(\frac{3}{2}\kappa_{1})-12\kappa_{1}}{18\sin(\frac{\kappa_{1}}{2})-22\sin(\frac{3}{2}\kappa_{1})+24\kappa_{1}\cos(\kappa_{1})}$ (13)
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42 波数 $\kappa_{1},$ $\kappa_{2},$ $\kappa_{3},$ $\kappa_{f}$ の関係

ここでスキームの実効波数に対して相対誤差 $e=|\kappa^{*}/\kappa-1|$ に上限 $\epsilon$ を設ける．すると，
実効波数と厳密波数が交点 $\kappa_{1}$ をもつことの結果として，スキームの相対誤差がちょうど誤
差許容値 $\epsilon$ となる点は $\kappa_{1}$ よりも原点側か $\pi$ 側かのどちらかになる (図 4.1). これらの点を
$\kappa_{2},$ $\kappa_{3}$ とおく．

$\kappa_{2}=\max_{\kappa<\kappa_{1}}\kappa$ where $| \frac{\kappa^{*}}{\kappa}-1|\leq\epsilon$ , $\kappa_{3}=\max_{\kappa>\kappa_{1}}\kappa$ where $| \frac{\kappa^{*}}{\kappa}-1|\leq\epsilon$.

われわれの目的は，なるべく広い範囲の波数に対してスキームの相対誤差が $\epsilon$ 以下になるよ
うに $\kappa_{1}$ の値を調節することである．そのようになる最大の波数を $\kappa_{f}$ とおく．

$\kappa_{f}=\max_{\kappa>0}\kappa$ where $| \frac{\kappa^{*}}{\kappa}-1|\leq\epsilon$ .

すると，定義によりこの $\kappa_{f}$ の値は $\kappa_{2}$ と $\kappa_{3}$ のうちの小さい方になる．

$\kappa f=\min\{\kappa_{2}, \kappa_{3}\}$

$k_{f}$ $k_{2}$ $k_{3}$ $|(2$ $k_{3^{=}4}$

Figure 4.1: Schemetic illustration of $\kappa_{1},$ $\kappa_{2},$ $\kappa_{3}$ and $\kappa_{f}$

調べてみると，$\kappa_{2}=\frac{5}{6}\kappa_{1}$ である $($図 $4.2a).\kappa_{3}$ と $\kappa_{1}$ の関係は図 42(b) に示されるようにな
る．波数 $\kappa$ が $\kappa_{1}$ よりも小さいときの相対誤差 e の最大値を図 42(c) に示す．

43 最適化法

過去の文献では，対象波数域 $[0, \kappa_{m}]$ で重み付き誤差の積分 $E_{1}$ を最小化する方法 [23] が一
般的である．この方法は”対象波数域で平均的に最良な特性”を策定しようとする試みである．

minimize $E_{1}= \int_{0}^{\kappa_{m}}|\kappa^{*}-\kappa|W(\kappa)d\kappa$

対象とする波数の最大値 $\kappa_{m}$ およびどの波数成分からの寄与を重要視するかを表現する重
み付け関数 $W(\kappa)$ の選択に恣意性がある [18]. したがって，計算した波のスペクトル分布が
$W(\kappa)$ と大幅に異なる場合には望まれる成果がえられないことになる．

そこでここでは，”誤差の最大値が指定された値 $\epsilon$ 以下となる波数範囲 $[0, \kappa_{f}]$ を最大化す
る”方法によって最適化をおこなうことにした．これによっで’所要の計算精度に応じた最適
スキーム”を選択することができる．
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前節で述べたような方法で $\kappa_{f}(\epsilon)$ を求めると，図 42(d) で各 $\epsilon$ の値に対して $\kappa_{1}$ を変化さ
せたときに $\kappa_{f}$ が最大となる (図中で’ 絶壁の上にある’) 点の $\kappa$ 座標となる．対応する $\alpha$ の値
は式 (13), $a,$ $b$ の値は式 (8) から求まる．

0.0 05 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
$w_{t}$

$w_{t}$

$($ a$)$
$\kappa_{1}$ VS $\kappa_{2}$

$($b $)$ $\kappa_{1}vs\kappa_{3}$

$0.0$ 0.5 1.0
$1.5w_{t}$

2.0 2.5 3.0 $0.0$ 0.5 1.0
$1.5w_{\{}$

2.0 2.5 3.0

(c) $\kappa_{1}$ vs $e$ in $[0, \kappa_{1}]$ (d) $\kappa_{1}$ vs $\kappa_{f}$

Figure 4.2: Compact-staggered FD scheme CDS4/6

こうして得られた最適化 scheme の係数を付録 $B$ に示す．スキームの相対誤差 $e$ の許容値
として非常に緩やかな $\epsilon=10^{-1}$ からかなり厳しい $\epsilon=10^{-6}$ までの値に対して対角項の係
数 $\alpha$ , 右辺の係数 $a,$ $b$ を載せる．図 43に $\kappa_{1}$ の関数としてこれらの係数の値をプロットし
てある．図 44にはこれら最適化スキームの実効波数と相対誤差の値を波数 $\kappa$ に対してプ

ロットした図を示す．目視では，どの $\epsilon$ に対するスキームも $\pi/2$ をかなり越えた付近まで正
確であるようにみえる．そこでスキームの解像効率を計算した．表 1によれば $e=10^{-3}$ に対

する最適化スキームはレギュラー 6次スキームよりも 17倍，スタガード 6次スキームより

も 14倍の解像効率をもつことになり，解像度の大幅な改善がみられる (適用例については
[13,19,21,22] 参照).

00 05 1.0 1.5 20 2.5 3.0
$w_{t}$

Figure 4.3: $\alpha,$ $a,$
$b$ and $c$ vs $\kappa_{1}$
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Figure 4.4: Optimized fourth-order compact staggered scheme

Table 1 $\epsilon$ and $r_{f}$

$\epsilon$ : tolerance of relative error $| \frac{\kappa^{*}}{\kappa}-1|,$ $r_{f}=\kappa f/\pi$ : resolving efficiency
$e4$ : explicit fourth-order, r6 : regular sixth-order,

s6 : staggered sixth-order etc.,
s4-opt: optimized schemes

5 シンプレティック PRK-コンパクトスタガード差分系の最適化

波動方程式の解 $u(x, t)= \int_{-\infty}^{\infty}\hat{u}e^{i(kx-\omega(k)t)}dk$ は，分散関係 $D(\omega, k)=\omega^{2}-(ck)^{2}=0$ を

みたす．計算空力音響でよく引用される文献によると，計算スキームはこのような波の分散
関係を忠実に再現しなければならない [23]. この原則は，数値的分散関係が正確にみたされ
る条件としても表わすことができる [24]. ここでは，そのような方法によって時間積分法-空
間離散化法の解析をおこなうことにする．
シンプレティック PRK 法は，音波の式 (1) を以下の式に従って積分する．

$\{\begin{array}{l}u_{i+1}=u_{i}+c_{i}\Delta t[-\frac{1}{\rho}(p’)_{i}]p_{i+1}=p_{i}+d_{i}\Delta t[-\rho c^{2}(u’)_{i+1}]\end{array}$ (14)

ここで，導関数の近似にコンパクトスタガード差分公式 (4/6次精度)

$A_{f}(u’)=B_{f}u$ , $A_{c}(p’)=B_{c}p$ (15)
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が用いられる $(A_{f}, B_{f}\in R^{N}\cross R^{N+1}, A_{c}, B_{c}\in R^{N+1}\cross R^{N}, u\in R^{N+1},p\in R^{N})$ . コンパ
クト差分公式は通常，境界点に対する公式 (あるいは境界条件) によって閉じられるが，ここ
では簡単のために周期条件の場合を扱うことにする．離散フーリエ変換

$f_{j}= \sum_{j=-N/2}^{N/2-1}\hat{f}_{j}e^{ikx_{j}}$ , $(f_{j}^{f})_{fdm}= \sum_{j=-N/2}^{N/2-1}(i\kappa^{*}\hat{f}_{j})e^{ikx_{j}}$ (16)

することによって，スタガード差分の実効波数を使ってモード $k$ の時間積分の遷移行列が

$(\begin{array}{l}\hat{u}_{i+1}\hat{p}_{i+1}\end{array})=(\begin{array}{l}\hat{u}_{i}\hat{p}_{i}\end{array})\frac{M_{i+1}}{(-d_{i}\Delta t\rho 1c^{2}(ik^{*})1--c_{i}d_{i}(c\triangle tk^{*})^{2})}$

(17)

のように求まる $(i=0, \cdots, s)$ . $s$ 段法に対しては，$M=M_{1}\cdots M_{s}$ であるから

$M=M_{3}M_{2}M_{1}=(\begin{array}{ll}m_{1} m_{2}m_{3} m_{4}\end{array})$ (18)

とおくと

$m_{1}=1-(c_{2}d_{1}+c_{3}d_{2}+c_{3}d_{1})(\sigma\kappa^{*})^{2}+c_{2}c_{3}d_{1}d_{2}(\sigma\kappa^{*})^{4}$

$m_{2}=c_{1}+c_{2}+c_{3}-(c_{1}c_{2}d_{1}+c_{2}c_{3}d_{2}+c_{1}c_{3}d_{1}+c_{1}c_{3}d_{2})(\sigma\kappa^{*})^{2}+c_{1}c_{2}c_{3}d_{1}d_{2}(\sigma\kappa^{*})^{4}$

$ms=d_{1}+d_{2}+d_{3}-(d_{1}c_{2}d_{3}+d_{1}c_{2}d_{2}+c_{3}d_{3}d_{2}+c_{3}d_{3}d_{1})(\sigma\kappa^{*})^{2}-c_{3}d_{3}d_{1}c_{2}d_{2}(\sigma\kappa^{*})^{4}$

$m_{4}=1-[c_{1}d_{1}+(c_{1}+c_{2})d_{2}+(C1+C2+c_{3})d_{3}](\sigma\kappa^{*})^{2}$

$+[d_{3}c_{2}c_{1}d_{1}+c_{1}d_{1}c_{2}d_{2}+c_{3}d_{3}(c_{2}d_{2}+c_{1}d_{1}+c_{1}d_{2})](\sigma\kappa^{*})^{4}-c_{1}d_{1}c_{2}d_{2}c_{3}d_{3}(\sigma\kappa^{*})^{6}$

である．ただし，ここで $\omega^{*}\Delta t=\nu^{*},$ $\sigma=c\frac{\Delta t}{\triangle x},$ $\kappa^{*}=k^{*}\Delta x$ とおいた．

5.1 SPRK3-CDS4系の安定性限界

シンプレティック PRK-コンパクトスタガード差分系の時刻 $t$ から $t+\triangle t$ への遷移行列
$M$ のスペクトル半径を $\rho(M)$ とおくと，この時間積分法の安定性の上限は

$|\rho(M)|\leq 1$ (19)

によって与えられる．ここで

tr $(M)=2-(c_{1}+c_{2}+c_{3})(d_{1}+d_{2}+d_{3})(\sigma\kappa^{*})^{2}$

$+[c_{1}c_{2}(d_{2}+d_{3})d_{1}+c_{2}c_{3}(d_{3}+d_{1})d_{2}+c_{3}c_{1}(d_{1}+d_{2})d_{3}](\sigma\kappa^{*})^{4}-c_{1}d_{1}c_{2}d_{2}c_{3}d_{3}(\sigma\kappa^{*})^{6}$

$\det(M)=1$

であるから，安定条件は

$tr$ $(M)^{2}-4\det(M)\leq 0,$ $\frac{1}{2}|$ $tr$ $(M)|\leq 1$ (20)
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と求まる (固有値が虚数のときには，$\rho(M)=1$ となる．固有値が実数のときには，大きい方
の固有値が必ず単位円の外側にある．そこで，固有値が虚数であることが安定条件となる).
安定性の上限をクーラン数 $\sigma=c\Delta t/\Delta x$を単位として，$(k_{1}, d)$ 面上に示したものが図 51で

ある．$\kappa_{1}$ は CDS の非対角項係数 $\alpha=\alpha(k_{1})$ の値を定める．値域は $0\leq\kappa_{1}\leq\pi$ である．一方
$d$ は SPRK3のパラメータで，時間積分法の係数が実数となるためには $d<3/4$ である必要
がある．

安定性が最大となるのは，$(k_{1}, d)\simeq(0,0.73)$ でそのとき $\sigma_{\max}\simeq 1.7$ となる．$d\geq 2/3$ の

部分ではそれ以下の部分より $\sigma_{\max}$ の値が大きい．$d<2/3$ の部分では $0.8\leq\sigma_{\max}\leq 1.2$ で

$\sigma_{\max}$ の分布は比較的に平坦である．したがって，CDS6を CDS4に置き換えることによる安
定性の低下はわずかであることがわかる．また CDS6 $(\kappa_{1}=0)$ に対しては $d\geq 0.34$ で安定
性の上限が 10を越える．

00 05 1.0 1.5 20 25 30 00 05 1.0 1.5 20 25 30
$k_{(}$ $k_{\{}$

Figure 5.1: Stability limit on $(k_{1}, d)$ -plane and $\max|V_{g}/\sigma-1|$

5.2 SPRK3-CDS4系の数値的群速度 $V_{g}$ の精度限界

SPRK3-CDS4/6法の数値的分散関係は

$\cos(\nu^{*})=\frac{1}{2}\frac{tr(M)}{\sqrt{\det(M)}}=1-\frac{1}{2}(\sigma\kappa^{*})^{2}+\frac{1}{24}(\sigma\kappa^{*})^{4}-\frac{1}{2}c_{1}c_{2}c_{3}d_{1}d_{2}d_{3}(\sigma\kappa^{*})^{6}$ (21)

のように表わされる．式 (21) 中の係数 $C_{3}= \frac{1}{2}c_{1}c_{2}c_{3}d_{1}d_{2}d_{3}$ の値は，ルース法: $C_{3}= \frac{7}{3456}\simeq$

$2.025\cdot 10^{-3}$ , マクラクラン法: $C_{3}=1.076\cdot 10^{-3}$ , 解 $A:C_{3}=\frac{5}{7776}(\frac{107}{2}-5\sqrt{\frac{209}{2}})\simeq$

$1.535\cdot 10^{-3}$ , 位相誤差最小解 (解 C): $C_{3}=6\urcorner 1$.
$\simeq 1.389\cdot 10^{-3}$ である．これに対して，スキー

ムがみたすべき厳密な数値的分散関係は

$\mathcal{D}(\nu^{*}, \kappa^{*})=(\nu^{*})^{2}-(\sigma\kappa^{*})^{2}=0$ (22)
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である [24]. このような波の分散関係があるために，群速度は $V_{g}= \frac{\omega}{k}=c$ をみたさなけれ

ばならない．これは物理的厳密解で，対応する数値的厳密解は

$V_{g}=\sigma$ (23)

となる．したがって，波の分散関係が保持される (Dispersion Relation Preserving, DRP) 原

則は線形波の場合には，できるだけ広範なクーラン数 $\sigma$ と波数 $\kappa$ に対して式 (23) が正確に

みたされることほかならない．

そこで，数値的群速度 $V_{g}$ の精度限界波数 $\kappa$ と $(\sigma, d)$ の関係を CDS6に対して調べた結果

を図 52に示す．図には $\kappa_{1}=0$ つまり 6次精度 CDS をもちいたときに相対誤差が許容値
$|V_{g}/\sigma-1|\leq\epsilon$ をみたす最大波数 $\kappa_{\max}$ の値を CFL数 $\sigma$ と，SPRK3のパラメータ $d$ を縦横軸

にとってプロットしてある．また図中の SL は安定性限界である．CDS6が相対誤差 $\epsilon=10^{-3}$

をみたす最大波数は $\kappa\simeq 1.28$ で，時間積分を施してもこの精度が守られる $d$ の値を探すと，
$d\leq 0.57$ となる．この範囲の $d$ の値を選ぶと，安定限界までこの精度で積分が可能である．
安定限界の CFL 値は $d$ の値を 0.57から $0$ に下げると，1.10から 0.951まで下がる．とくに
$d<0.57$ のときには安定限界内では CFL値によらず数値的群速度が正確となる最大波数が

$\approx$

$\kappa_{\max}\simeq 1.35$ と一定であることが注目される．このような性質を示すパラメータを選んで計
算にもちいれば，非常に正確に波の伝搬をあつかうことができることになる．$d\leq 0.57$ の範

囲では $\kappa_{\max}$ の値は 13から 4の間でほぼ一定値をとる．以下のベンチマーク計算例では，こ
のような条件がみたされるような範囲内から係数が簡単となる $d=4/9$ (解 A) をとりあげ

て他の方法と比較した．

00 0.5 1.0 1.5 00 05 1.0 1.5 00 05 1.0 1.5
CFL CFL CFL

Figure 5.2: $\max k$ where $|V_{g}/\sigma-1|\leq\epsilon$ on $( \sigma, d )$ -plane for $\epsilon=10^{-2},10^{-3}$ and $10^{-4}$

6 計算結果

以下のようなベンチマーク問題 [25] について，各種計算法を比較した．初期値問題

$u_{t}+p_{x}=0$ , $p_{t}+u_{x}=0$ (24)

$p(0)= \cos(\frac{2\pi x}{a\Delta x})\exp(-\ln(2)(\frac{x}{b\Delta x})^{2}),$ $u(0)=p(0)$ (25)

の $t_{F}=1000$ ,10000における解を求める．ただし $a=8,6,$ $b=12,$ $\Delta x=1$ , 計算領
域は $-50\leq x\leq t_{F}+50$ にとった．比較の対象として代表的な LDD ルンゲクッタ法
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(Stanescu[26], Calvo[27], Berland[28]) を選んだ．SPRK 法には Ruth 法，McLachlan 法，解
A, 解 C をとりあげた．空間方向はいずれの時間積分法とも CDS6をもちいている．

6.1 結果

図 6.1と図 62に $t=1000$ ,10000における波形を $a=8,6$ に対して示す．また，図 63に
数値誤差 $E_{n}= \frac{1}{n-2}\sum_{j=2}^{n-1}|f_{j}-f(Xj)|$ の値をクーラン数の関数として示す．$f_{j}$ は格子点 $j$ に

おける数値解，$f(xj)$ は同じ点における厳密解の値を表す．
波の 1波長に十分な数の格子点が入っている場合には $($図 $6.1,8p.p.w.)$ ここで取り上げた

いずれの方法もある程度正確に波束をとらえることができる．しかし，この問題に対して 1
波長 6点 $(\kappa=1.05)$ で波束の群速度を正確に計算することができているのは解 A と CDS6
の組み合わせだけである (図 62). 解 A と CDS6の組み合わせはクーラン数 $\sigma=0.9$ におい
て $V_{g}$ の相対誤差が $10^{-3}$ 以下となる波数範囲が $\kappa_{\max}\leq 1.45$ である．
上に述べたベンチマーク問題の結果をクーラン数に対して誤差 $E_{n}$ をプロットする形でま

とめたものが図 63である．この図は誤差の帯域幅を示すことになる [28]. ここで調べた 3
種の LDD ルンゲクッタ法は Stanescu らによるもの以外はいずれも類似の高い安定性を
もっている．．しかし，安定性の上限にかけて誤差が悪化する傾向があり，安定性上限近くまで
時間刻みを大きくして計算することができない．安定性上限より低い値のクーラン数におい
て増幅率誤差限界と位相誤差限界のいずれかに達するので，正確な計算をするためにはクー
ラン数をこれらの限界以下に小さくする必要が生じる．
これに対して symplectic 積分法は安定性の上限まで増幅率誤差限界がまったくないとい

う長所をもっている．そこで，格子点毎の誤差 $E_{n}$ の値は位相誤差から生じていることにな

る．CAA 用スキームの解析には $E_{n}$ がよくもちいられているが，この図からはエネルギー
保存に関する情報を読み取ることができない．ここでとりあげた symplectic 積分法はパラ
メータ $(d, \kappa_{1}, \sigma)$ がある値をとる場合に数値的群速度が波数によらず正確に表現される長所
をもっている．図 63からはこのような特徴をみることができる．

6.2 考察

前節でとりあげた 4種の 3段 3位の symplectic PRK 法の数値的群速度 $V_{g}$ をクーラン数
0.5と 1.0に対してプロットしたのが図 64である．クーラン数が 0.5のときには各種法の $V_{g}$

の違いは小さい．いずれの方法も相対誤差の許容値 $10^{-3}$ に対して $\kappa\leq 0.41\pi\simeq 1.29$ におい

て正確な数値的群速度を示す．この性能は空間方向のコンパクト差分 CDS6の精度上限から
定まっている．すなわち，時間刻みが小さいために時間積分法は十分に正確で，精度の上限
は空間の離散化法の精度によって抑えられていることになる (図 65も参照).
つぎに，クーラン数が 10のときの $V_{g}$ を調べると，Ruth法の $V_{g}$ は高波数で厳密値よりも

大きく McLachlan 法と解 $C$ の $V_{g}$ は厳密値よりも小さくなっている．図 64の右端には原点
まわりの拡大図を示してある．1次元波束伝播の数値計算結果をプロットした図 62をみる
と，$t=10000$ において Ruth 法による計算結果では波束が厳密解よりも速く進みすぎてい
るのに対して，McLachlan法と解 $C$ の計算結果では逆に波束が厳密解よりも遅れている．こ
のような傾向は数値的群速度の解析によって理解することができる．
ここで調べた 4種の symplectic積分法のうちでは $\sigma\simeq 1.0$ のときに $V_{g}$ が正確となる波数
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Figure 6.1: $a=8$ . $x’=x-ct$ . Top left to bottom right, RK46-Stanescu $(\sigma=0.6)$ ,
RK46-Calvo, RK46-Berland. Ruth $s$ method $(\sigma=0.9)$ , McLachlan $s$ coefficients, solution

$A$ , solution C.

$\kappa$ がもっとも大きいのは解 A である．この解 A と CDS6の組み合わせは $\kappa<1.2\approx$ で $V_{g}$ の相
対誤差が $O(10^{-5})$ という精度を示している．

7 おわりに

常微分方程式に対する symplectic 積分法を波の式に適用する際には，位相誤差の小さい
ことが重要である．また，波の伝搬を数値計算するときには空間解像度が高いことが重要で
ある．これらの知見をもとに時間，空間それぞれの方向に対して別々に計算法を選択しても
必ずしも最良の結果をえられるとは限らない．時間，空間を組み合わせた数値計算法が示す
DRP の性質または数値的群速度の正確性が重要である．
このような考え方にもとついてコンパクト差分法 $(CDS4/6)$-分割されたシンプレクティツ
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Figure 6.2: $a=6$ . $x’=x-ct$ . Top left to bottom right, RK46-Stanescu $(\sigma=0.6)$ ,
RK46-Calvo, RK46-Berland. Ruth $s$ method $(\sigma=0.9)$ , McLachlan $s$ coefficients, solution

$A$ , solution C.

ク RK 法 (PRK33) 系の解析をおこなった．コンパクト差分法 $(CDS4/6)$ は，非対格項の係数
$\alpha$ のかわりに厳密波数と実効波数の交点の座標 $\kappa_{1}$ をパラメータとしてパラメータ表示され

た 4,6次の公式をとりあげた．シンプレクティック積分法 (PRK33) は係数の和 $d(=d_{1}+d_{2})$

をパラメータとした 3位の公式をもちいた．これらの公式の組み合わせを波動方程式に適用
して安定性をできるだけ高く，位相誤差をなるべく小さくすることが課題である．
はじめに，周期境界条件の場合について解析をおこない，安定性を調べた．安定性を最大
とする時間積分法はコンパクト差分の係数にはあまり影響されず，どの $\kappa_{1}$ の値に対しても

$d\simeq 0.73$ であることがわかった．安定上限の最大値は $\sigma\simeq 1.7$ $(\kappa_{1}=0$ のとき $)$ で，$\kappa_{1}$ の値を
大きく $(\kappa_{1}\simeq\pi)$ すると安定上限は $\sigma\simeq 1.45$ まで下がる．

つぎに，位相誤差を表わす指標として波の数値的群速度 $V_{g}$ を調べた．$V_{g}$ は $\kappa_{1},$
$d$ , $\sigma$ (クー

ラン数) の関数として表される．その結果によると，$\sigma\sim 1$ に対して適当な $\kappa_{1}$ と $d$ の値を選
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Figure 6.3: Numerical error $E_{n}$ at $t=1000$ and $t=10000$
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Figure 6.4: Numerical group velocity of SPRK3-CDS6 methods

ぶと $\kappa\in(0, \pi)$ で $V_{g}/\sigma\sim 1$ とできることがわかった (図 65参照). このような性質をもちい
れば，コンパクト差分で解像できる波数成分のすべてを空間方向と同様な精度をもって時間
積分することができる．たとえば，解 A$(d=4/9)+CDS4(\kappa_{1}=1.6)$ の組み合わせでは安定上
限 $\sigma_{\max=}1.01$ , 解像度上限 $\kappa$f $=0.59\pi\simeq 1.85(\epsilon=10^{-3}),$ $|V_{g}/\sigma-1|\leq 5\cdot 10^{-3}$に対する位

相誤差上限 $\kappa$max $=\pi$(同様に許容値 $10^{-3}$ならば，$\kappa_{\max=}1.2$ ) の性能となる．たとえばまた，
解 $A+CDS4(\kappa_{1}=1.2)$ の場合には，安定上限は $\sigma_{\max=}1.02,$ $\kappa f=1.2(\epsilon=10^{-4}),$ $1.5(\epsilon=$

$10^{-3}),$ $|V_{g}/\sigma-1|\leq 10^{-3}$に対する $\kappa_{\max}=2.2$ ) となる．

これからの課題として，空間コンパクト差分法時間積分法に対する最適値の選択があげら
れる．いまのところ暫定的に推薦できる値としては

$\frac{1}{3}\leq d\leq 0.54\cdots$ , $\kappa_{1}=3(d-\frac{1}{3})\pi(0\leq\kappa_{1}\leq 2.1\cdots)$ (26)
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付近の値が挙げられる．これは仮にまとめた値なので，これが適当かどうかについて今後も
う少し検討を加えたい．解析結果を，このような簡便な形で最適値を提供できるようにまと
めることを目標としたい．
また，音響の実用計算に対しては，境界スキームの最適化が課題である．過去の研究によ

ると，境界においては $8p.p.w$ . 程度の格子密度が必要で，この改善が望まれる．
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付録 A

Coefficients of third-order symplectic time
Table A.1.

integration method

$\overline{solutionRuth}$A
$\frac{c_{17}}{\frac,12421}(-7+\sqrt{\frac{209}{2}})$

$\frac{C_{2}\frac{3}{41}1}{12}$

$c_{3}- \frac{1}{24,(}\frac{1}{12}8-\sqrt{\frac{209}{2}})$
$d_{1} \frac{}{9}(1+\sqrt{\frac{38}{11}})\frac{2}{3,2}$ $d_{2}- \frac{2}{3,(}\frac{2}{9}1-\sqrt{\frac{38}{11}})$

$d_{3}1 \frac{5}{9}$

solution $B$ $- \frac{1}{12}(7+$ 〉辱$)$ $-$ $\frac{1}{12}(S+$ 厚$)$ $\frac{2}{9}(1$ -漂 $)$ $\frac{2}{9}(1+\sqrt{\frac{38}{11}})$ $\frac{5}{9}$

Coefficients of third-order symplectic time
Table A.2.

integration method

$c_{1}$ $c_{2}$ $c_{3}$

$d_{1}$ $d_{2}$ $d_{3}$

McLachlan $d_{3}$ $d_{2}$ $d_{1}$

$w=- \frac{(2}{3}\frac{1}{9z}zz=-\frac{2}{27,+}-\frac{1}{9\sqrt{3},+})^{1/3}$

,

$y= \frac{1}{4}(1+w^{2})$ ,
$( \frac{1}{9y}-\frac{w}{2}+\sqrt{y})^{1/2}-\frac{1}{3\sqrt{y}}$

$\frac{=0.919661523017399857\overline{4}1_{1}\tau_{2}^{-\lrcorner}d1-d_{1}-d_{2}}{solutionC0.2603116924199061.094142798316745-0.354454490736651}$

0.630847692986669 -0.094142798316742 0.463295105330073

付録 B

Table B.l Coefficients of staggered compact schemes
CD$4s$ : staggered fourth-order, CD$6s$ : staggered sixth-order
note $e_{f}=1.0$ when $0.2671\leq\alpha\leq 0.3674$ for CD$6s\epsilon=10^{-1}$
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Figure 6.5: $V_{g}$ at $\sigma=0.5,$ $d=0,4/9,0.5367\cdots$ $0.7397\cdots$
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Figure 6.5: Numerical group velocity at $\sigma=1.0$
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