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1 はじめに
$\mathbb{R}$ は実数の全体，$\mathbb{Z}$ は整数の全体を表すものとする．さらに

$\mathbb{R}^{2}=\{(\begin{array}{l}xy\end{array})x,y\in \mathbb{R}\}$ ,

$\mathbb{Z}^{2}=\{(\begin{array}{l}xy\end{array})x,y\in \mathbb{Z}\}$

と定める．$\mathbb{Z}^{2}$ の元を $\mathbb{R}^{2}$ の格子点 (lattice point) といい，格子点を頂点とする多角形を
格子多角形 (lattice polygon) とよぶ．格子多角形 $P$ の内部にある格子点の数を $I(P)$ , $P$

の周上の格子点の数を $B(P)$ とおくと，$I(P)$ と $B(P)$ を用いて $P$ の面積を求めること
ができる．

定理 1. (ピックの公式) 任意の格子多角形 $P$に対して

$P$ の面積 $=I(P)+ \frac{1}{2}B(P)-1$

である．

しかしこのピックの公式で求められるのは，下図のような単純な格子多角形の場合で
ある．
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下の図のように穴が空いていたり，1辺から 3つ以上の辺が出ているような格子領域の
面積は，ピックの公式で求めることはできない．

$\mathbb{R}^{2}$ の 3つの点 $a,$ $b,$ $c$ を頂点とする三角形を $T(a, b, c)$ とする．すなわち
$T(a, b, c)=\{xa+yb+zc\in \mathbb{R}^{2}|x,y, z\geq 0, x+y+z=1\}$

である．面積 Area$(T(a, b, c))$ が正である $T(a, b, c)$ に含まれる格子点が $a,$ $b$ , $c$ のみで

あるとき，三角形 $T(a, b, c)$ を基本三角形と呼ぶ．
格子多角形は基本三角形に分割することができる．$\mathbb{R}^{2}$ において，有限個の基本三角形
の和集合として得られる領域を格子領域と呼ぼう．ただし 2つの基本三角形の共通部分
は、 格子点を結ぶ線分かあるいは格子点であるものに限る．
格子領域の面積を求める公式 (ピックの公式の一般化) がいくっか知られている．

定理 2. (P.R.Scott[4]) 格子領域 $P$ に対し

Area $(P)= \frac{1}{2}B(P)+I(P)-\chi(P)+\frac{1}{2}(\partial P)$

が成り立っ．

格子領域 $P$ に対して $V(P)$ を $P$ が含む格子点の総数，$\partial P$ において格子点から格子点
までを 1つと数え，その総数を $B_{1}(P)$ , また $\chi(P)$ を $P$ のオイラー数とする．

定理 3. (D.E.Varberg[3]) 格子領域 $P$ に対して

Area $(P)=V(P)- \frac{1}{2}B_{1}(P)-\chi(P)$

が成り立っ．

私達はこの論文において新しい公式を 1つ与える．格子領域 $P$ に対し，$P^{o}$ で $P$ の内

部を表す．$P^{O}$ のオイラー数を $\chi(P^{o}),$ $P^{O}$ の連結成分の個数を $\pi_{0}(P^{O}),$ $\mathbb{R}^{2}\backslash P^{O}$ の連結
成分の個数を $n_{p}+1$ とする．このとき $n_{p}$ は直観的には $P^{o}$ の穴の数である．
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上の図 $P$ では $P^{o}$ の穴は横線で塗られた部分の 1つのみである．右のドット部の 2つは
外部とつながっているため $P^{O}$ の穴ではない．

命題 1. 次の 2つの等式が成り立つ．

(1) $\chi(P^{o})=\pi_{0}(P^{O})-n_{p}$ .

(2) $\chi(P^{o})=\chi(P)-\chi(\partial P)$ .

$P$ の内部にある格子点の数を $I_{0}(P)$ とする．私達の主結果は次の定理である．

定理 4(面積公式). 任意の格子領域 $P$ に対し

Area $(P)=I_{0}(P)+ \frac{1}{2}B_{1}(P)-\chi(P^{o})$

である．

この定理の証明はオイラー数の知識があれば，原理的には定理 1の証明より単純であ
る．したがってこの定理をまず証明し，その系として定理 1を導くほうが自然であると言
えよう．

2 基本三角形

このセクションでは基本三角形の性質を基本変形を用いて考察する．三角形 $T(0, a, b)$

を $(a|b)$ と書くと三角形の変形が行列の変形と対応し便利である．また $a=(\begin{array}{l}a_{1}a_{2}\end{array})$ ,

$b=(\begin{array}{l}b_{1}b_{2}\end{array})$ であるとき，実数 $\delta((a|b))=a_{1}b_{2}-a_{2}b_{1}$ を $(a|b)$ の $\delta$-値と呼ぶ (もちろん読

者には「行列式」に見えるはず).
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次の三角形 $(a|b)$ の変形 $(E1+),$ $(E1-),$ $(E2+),$ $(E2-)$ を初等変形と呼ぶ．

$(EI+)(a|b)\infty(a|b+a)$

$(E1-)(a|b)rightarrow(a|b-a)$

$(E2+)(a|b)\sim(a+b|b)$

$(E2-)(a|b)\sim(a-b|b)$

$m$ を整数とすると，初等変形を繰り返せ $\iota$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\grave$

$(D1)(a|b)\sim(a|b+ma)$

$(D2)(a|b)rightarrow(a+mb|b)$

という変形を得る．初等変形を何度か繰り返して得られる変形

$(a|b)\backslash \sim\cdotsrightarrow(a’|b’)$

を $(a|b)$ の基本変形と呼ぶ．

命題 2. 格子点 $a,$ $b$ に対し，三角形 $(a|b)$ の基本変形について次が成り立つ．

(1) 基本変形の逆も基本変形である．

(2) 基本変形は面積を保つ．

(3) 基本変形は $\delta$ -値を保つ．

(4) $(a|b)=(\begin{array}{ll}a_{1} b_{1}a_{2} b_{2}\end{array})$ は基本変形により $(a’|b’)=(\begin{array}{ll}a_{1}’ 0a_{2} b_{2}\end{array})$ の形にできる．このとき
$b_{2}’=\pm 1$ なら $\ovalbox{\tt\small REJECT} 3\grave{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\backslash }a_{2}’=0$ の形にできる．

(5) 基本変形は「基本三角形であるか否か」の性質を保つ．

注意．我々は $|\delta((a|b))|=2Area((a|b+a))$ であるという事実を知らないものとして証
明を行う．

証明．(1) $(E1+)$ の逆 $(a|b+a)rightarrow(a|b)$ は $(E1-)$ であり，基本変形である．
$(E1-)$ の逆 $(a|b-a)\sim(a|b)$ は $(E1+)$ であり，基本変形である．
$(E2+),$ $(E2-)$ も同様．

(2) $(E1+)$ において下の図から

$a+b$ $a+b$

$0$ 0
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Area$((a|b))$ $=$ $\frac{1}{2}(Q(O, a, b, a+b))$

$=$ $Area((a|a+b))$ .

よって基本変形は面積を保っている．$(E1-),$ $(E2+),$ $(E2-)$ も同様に証明できる．

(3) $(E1+)$ について，

$\delta(a|b+a)$ $=$ $a_{1}(b_{2}+a_{2})-a_{2}(b_{1}+a_{1})$

$=$ $a_{1}b_{2}+a_{1}a_{2}-a_{2}b_{1}-a_{1}a_{2}$

$=$ $a_{1}b_{2}-a_{2}b_{1}$

$=$ $\delta((a|b))$ .

よって $\delta$ -値を保っている．
$(E1-),$ $(E2+),$ $(E2-)$ についても同様．

(4) $a_{1}=b_{1}$ のとき，初等変形 $(E1-)$ を用いると，

$(\begin{array}{ll}a_{l} b_{1}a_{2} b_{2}\end{array})rightarrow(\begin{array}{ll}a_{1} 0a_{2} b_{2}-a_{2}\end{array})$

とできる．

$0<a_{1}<b_{1}$ のとき $b_{1}=ma_{1}+r_{1}(m, r_{1}\in \mathbb{Z})$ とすると $0\leq r_{1}<a_{1}$ .

$(\begin{array}{ll}a_{1} ma_{1}+r_{1}a_{2} b_{2}\end{array})-(\begin{array}{ll}a_{1} r_{1}a_{2} b_{2}-ma_{2}\end{array})$

$\infty(\begin{array}{ll}a_{1}-nr_{1} r_{1}a_{2}-n(b_{2}-ma_{2}) b_{2}-ma_{2}\end{array})(n\in \mathbb{Z})$

このように $(D1)$ と $(D2)$ を繰り返していくと，$(\begin{array}{ll}0 b_{1}’’a_{2}’ b_{2}’\end{array})$ または $(\begin{array}{ll}a_{1}’’ 0a_{2} b_{2}\end{array})$ の形

が得られる．

$(\begin{array}{ll}0 b_{1}’’a_{2} b_{2}’’\end{array})$ の場 $\Delta$

ロ
$\grave$

’ E–k本変形を繰り返して，

$(\begin{array}{ll}0 b_{1}’’a_{2}’ b_{2}’’\end{array})\sim(\begin{array}{ll}b_{1}’’ b_{1}’’a_{2}’’+b_{2}’’ b_{2}’\end{array})$

$rightarrow(\begin{array}{ll}b_{1}’’ 0a_{2}’’+b_{2}’’ b_{2}’’-a_{2}’+b_{2}’’\end{array})$

と変形できる．

14



$0<b_{1}<a_{1}$ のときも $a_{1}=mb_{1}+r(m, r\in \mathbb{Z})$ とおけば同様に変形できる．

$a_{1}<b_{1}<0$ , $b_{1}<a_{1}<0$ , $a_{1}<0<b_{1}$ , $b_{1}<0<a_{1}$ のときも同様に変形で
きる．

よつて $(a|b)=(\begin{array}{ll}a_{1} b_{1}a_{2} b_{2}\end{array})$ は基本変形により $(a’|b’)=(\begin{array}{ll}a_{1}’ 0a_{2} b_{2}\end{array})$ の形にできる．

また $b_{2}’=\pm 1$ のとき $(a|b)rightarrow(a\mp a_{2}’b|b)$ と変形すると

$(a\mp a_{2}’b|b)$ $=$ $(\begin{array}{ll}a_{1}’\mp 0 0a_{2}\mp a_{2}\pm 1 \end{array})$

$=$ $(\begin{array}{ll}a_{1}’ 00\pm 1 \end{array})$

となり，$a_{2}’=0$ の形にできる．

(5) 三角形 $(a|b)$ が基本三角形とするとき次が成り立つ．. $Q(0, a, b, a+b)$ の含む格子点は 4個であるから，$(a|a+b),$ $(a+b|b)$ の含

む格子点は 3個．よって初等変形 $(E1+),$ $(E2+)$ により基本三角形は基本三
角形になる．

$\circ Q(a, b, 0, b-a)$ の含む格子点は 4個であるから，$(a|b-a)$ の含む格子点は
3個．よって初等変形 $(E1-)$ より基本三角形は基本三角形に変形される．

$\circ Q(0, a, b, a+b)$ の含む格子点は 4個であるから，$(a-b|b)$ の含む格子点は
3個．よって初等変形 $(E2-)$ により基本三角形は基本三角形に変形される．

そこで基本三角形でない $(a|b)$ が基本変形により基本三角形 $(a’|b’)$ がになったとし

てみよう．逆変形を行うと基本変形により，基本三角形 $(a’|b’)$ が基本三角形でな
い $(a|b)$ になるが，基本変形により基本三角形は基本三角形に変形されることに矛
盾する．よって基本変形は「基本三角形であるか否か」の性質を保つ 口

命題 3.

Area $(a|b)= \frac{1}{2}|a_{1}b_{2}-a_{2}b_{1}|$

$\equiv\beta$-正明．$(a|b)=(\begin{array}{ll}a_{1} b_{1}a_{2} b_{2}\end{array})$ とする . $(a|b)$ は基本変形により $(a’|b’)=(\begin{array}{ll}a_{1}’ 0a_{2}’ b_{2}\end{array})$ の形にでき

る．基本変形は面積と $\delta$ -値を保つので，
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Area$(a|b)=Area(a’|b’)$

$= \frac{1}{2}|a_{1}’b_{2}’|$

$= \frac{1}{2}|\delta((a’, b’))|$

$= \frac{1}{2}|\delta((a, b))|$

$= \frac{1}{2}|a_{1}b_{2}-a_{2}b_{1}|$ . 口

この命題により $a,$ $b$ で張られる平行四辺形の面積は $(a,b)$ の行列式の絶対値である
ことが示される．

命題 4. 格子点 $a,$ $b$ に対し，$(a|b)=(\begin{array}{ll}a_{1} b_{1}a_{2} b_{2}\end{array})$ が基本三角形であるならば，基本変形

により $(a’|b’)=(\begin{array}{ll}a_{1}’ 00 b_{2}\end{array})$ の形にできる．またこのとき，$a_{1}’,$ $b_{2}’$ は 1か $-1$ である．

証明．命題 1より $(a|b)=(\begin{array}{ll}a_{1} b_{1}a_{2} b_{2}\end{array})$ は基本変形により $(a”|b’’)=(\begin{array}{ll}a_{1}’’ 0a_{2}’ b_{2}\end{array})$ の形にでき

る．基本変形は「基本三角形であるか否か」の性質を保つので，$(a|b)$ は基本三角形だ
から $(a”|b’’)$ も基本三角形である．よって $b_{2}’’$ は 1か $-1$ でなければならない．すると
$b_{2}’’=\pm 1$ ならば略 $=0$ の形にできる．よつて基本変形により $(a|b)$ は $(a’|b’)=(\begin{array}{ll}a_{1}’ 00 b_{2}\end{array})$

の形にできた．$(a’|b’)$ も基本三角形であるから含まれる格子点は頂点のみである．よっ
て $a_{1}’,$ $b_{2}’$は 1か一 1でなけらばならない．口

補題 1. 格子点 $a,$ $b$ に対し，$(a|b)=(\begin{array}{ll}a_{1} b_{1}a_{2} b_{2}\end{array})$ が基本三角形であるならば次が成り

立つ．

Area $((a|b))= \frac{1}{2}$

証明．$(a|b)$ は基本変形により $(a’|b’)=(a_{0}’1$

は 1か $-1$ なので $|a_{1}’b_{2}’|=1$ . よって

$b_{2}0)$ の形にできる．またこのとき $a_{1}’$ , $b_{2}’$

Area $((a|b))$ $=$ $\frac{1}{2}|a_{1}’b_{2}’|$

1
$=$

$\overline{2}$

.

口
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3 面積公式の証明
基本三角形の面積は $\frac{1}{2}$ なので格子領域 $P$ の面積は格子領域を作る基本三角形の個数

$\triangle(P)$ の 4倍である．
面積公式の証明．$P$ を構成する基本三角形の個数 $n=\triangle(P)$ に関する帰納法を用いて

証明する．
始めに $n=1$ の場合を考える．この場合，$P$ は基本三角形であるから Area $(P)= \frac{1}{2}$ ,

$I_{0}(P)=0$ , $B_{1}(P)=3$ , $\chi(P^{O})=1$ である．したがって $P$ に対して面積公式が成り
立つ．

次に $\triangle(P)\geq 2$ とし，$\triangle(P’)<\triangle(P)$ を満たす格子領域 $P’$ に対しては面積公式が成
り立つと仮定する．この場合には，格子領域 $P$ は次の条件を満たす 2つの格子領域 $P_{1}$ ,

ろの和集合として表すことができる．

(1) $P=P_{1}\cup P_{2}$ .

(2) $\triangle(P_{1})\geq 1$ , $\triangle(P_{2})\geq 1$ .

(3) $P_{1}\cap P_{2}$ はいくつかの可縮な格子曲線 $L_{1},$
$\ldots,$

$L_{m}$ の和集合である．$(L_{j}$ が点である
場合や $m=0$ の場合も許す．)

$P_{1} \cap P_{2}=\prod_{i=1}^{m}L_{i}$

(4) $L_{i}\cap L_{j}=\phi(1\leq i\neq j\leq m)$ .

この分割において，$L_{j}$ が点でない (つまり $B_{1}(L_{j})\geq 1$ である) $i$ は $j=1,$ $\ldots,$
$k$ であ

るとする．したがって，$L_{j}(j\geq k+1)$ は点であるとする．

$P$

(帰納法の仮定により) $P_{1},$ $P_{2}$ に対しては面積公式が成り立つ．つまり，

Ar.ea $(P_{1})=I_{0}(P_{1})+ \frac{1}{2}B_{1}(P_{1})-\chi(P_{1}^{o})$ ,

Area $(P_{2})=I_{0}(P_{2})+ \frac{1}{2}B_{1}(P_{2})-\chi(P_{2}^{o})$
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である．

$m=0$ の場合，すなわち $P_{1}\cap P_{2}=\phi$ の場合には $P$ の Area$(-),$ $I_{0}(-)$ , $B_{1}$ $(-)$ , $\chi(-)$

はそれぞれ君と乃のそれらの単純な和であるから，$P$ に対して面積公式が成り立つこ
とがわかる．よって $m\geq 1$ の場合を考える．このとき次の等式が成り立つことがわかる．

(i) Area$(P)=Area(P_{1})+Area(P_{2})$ .

(ii) $I_{0}(P)=I_{0}(P_{1})+I_{0}(P_{2})+ \sum_{j=1}^{k}B_{1}(L_{j})-1$ .

(iii) $B_{1}(P)=B_{1}(P_{1})+B_{1}(P_{2})-2 \sum_{j=1}^{k}B_{1}(L_{j})$ .

(iv) $\chi(P^{o})=\chi(P_{1}^{o})+\chi(P_{2}^{o})-k$ .

したがって，

Area$(P)=Area(P_{1})+Area(P_{2})$

$=I_{0}(P_{1})+ \frac{1}{2}B_{1}(P_{1})-\chi(P_{1}^{o})+I_{0}(P_{1})+\frac{1}{2}B_{1}(P_{1})-\chi(P_{1}^{O})$

$=(I_{0}(P_{1})+I_{0}(P_{2})+ \sum_{j=1}^{k}(B_{1}(L_{j})-1))$

$+ \frac{1}{2}(B_{1}(P_{1})+B_{1}(P_{2})-2\sum_{j=1}^{k}B_{1}(L_{j}))-(\chi(P_{1}^{o})+\chi(P_{2}^{o})-k)$

$- \sum_{j=1}^{k}(B_{1}(L_{j})-1)+\sum_{j=1}^{k}B_{1}(L_{j})-k$

$=I_{0}(P)+ \frac{1}{2}B_{1}(P)-\chi(P^{o})$ .

以上より任意の自然数 $n$に対して面積公式が成り立つ．口
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