
自動残差修正機能付き GBiCGSTAB $(s,L)$ 法

GBiCGSTAB(s,L) with Auto-Correction of Residuals

新日鉄ソリューションズ 塚田健 (Takeshi TSUKADA)
NS Solutions Corporation

東京大学大学院情報理工学系研究科 深堀康紀 (Kouki FUKAHORI)

Graduate School of Information Science and Technology

The University of Tokyo

NEC 谷尾真明 (Masaaki TANIO)
NEC Corporation

東京大学大学院情報理工学系研究科 杉原正顯 (Masaaki SUGIHARA)*1
Graduate School of Information Science and Technology

The University of Tokyo

1 はじめに

線形方程式

$Ax=b$

を考える．ここで $A$ は与えられた $N\cross N$ 非対称実行列，$b$ は与えられた $N$ 次元ベクトル

である．2007年，Sonneveld と van Gijzen [6, 7] は，この線形方程式に対する新しい数値
解法，$IDR(s)$ 法を提案した．この解法は，高々 $N+N/s$ 回の行列ベクトル積によって真
の解を与えるという理論上の特長を持ち，多くの数値実験において，$BiCG$ 法系の解法と同
等もしくはそれ以上の収束性能をもつことが知られていた．しかしながら，係数行列が歪対
称に近い場合には，BiCGSTAB(L) 法 $(L>1)$ に大きく劣ることも知られていた．この弱
点は，$IDR(s)$ 法に含まれる安定化多項式の次数が 1であり，一方，BiCGSTAB(L) 法の場
合は $L>1$ であることによる．この弱点を克服すべく，2009年に，IDR(s)法に高次の安定
化多項式を組み込んだ解法，GBiCGSTAB $(s, L)$ 法 [8] および IDR(s)stab(L) 法 [5] が提案
された．GBiCGSTAB$(s, L)$ 法と $IDR(s)stab(L)$ 法は数学的には同値で，丸め誤差がない
状況では同じ解を生成するが，アルゴリズムとしては異なるものである．ここでは，以下，
GBiCGSTAB$(s, L)$ 法について考える．

$IDR(s)$ 法については，大きな $s$ に対して偽収束 (アルゴリズムが生成する残差は小さ
いにも関わらず，真の残差は小さくない状況) がしばしば起こることが報告されていた．
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GBiCGSTAB$(s, L)$ 法もこの性質を引き継いでいる．$IDR(s)$ 法については，櫻井等 [4] が

残差を自動修正する，より正確には，偽収束を見つけ，$\triangle r_{k}$ および $A\Delta x_{k}$ が満たすべき関

係式:
$\triangle r_{k}=-A\triangle x_{k}$ (1)

ができるだけ成り立つように残差の計算を行う，計算量の少ない方法を開発しており，この
方法を備えた $IDR(s)$ 法を，彼等は AC-IDR$(s)$ 法 (Auto-Corrected $IDR(s)$ ) とよんだ．

本稿では，同様の方法を GBiCGSTAB$(s, L)$ 法に対して開発する．ここで開発した方
法を備えた GBiCGSTAB$(s,L)$ 法を AC-GBiCGSTAB$(s,L)$ 法 (GBiCGSTAB(s,L) with
Auto-Correction of Residuals) と呼ぶことにする．また，比較のために，関係式 (1) を用

いて残差を計算した GBiCGSTAB$(s, L)$ 法も考え，この方法を DC-GBiCGSTAB$(s, L)$ 法

(GBiCGSTAB(s, $L$ ) with Direct-Computaion of Residuals) と呼ぶことにする．オリジナ
ノレの GBiCGSTAB$(s,L)$ 法，AC-GBiCGSTAB$(s,L)$ 法，DC-GBiCGSTAB $(s, L)$ 法を数値

実験を通して比較する．

2 GBiCGSTAB$(s, L)$ 法

GBiCGSTAB$(s, L)$ 法のアルゴリズムは Algorithm 1で与えられる．ここで

$r_{k,p}^{(j)}=A^{p}r_{k}^{(j)},$ $U_{k,p}^{(j)}=A^{p}U_{k}^{(j)}$

と略記している．また，アルゴリズムは大きく 2つの部分 GBiCG-PART と MR-PART か

らなる．

図 1に GBiCGSTAB(8,8) を MatrixMarket にある問題 wang4に適用した結果を示す
(実線がアルゴリズムで生成される残差のノルム，破線が真の残差のノルムである). 偽収束
が起こっていることが分かる．
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図 1 GBiCGSTAB(8,8) 法を MatrixMarket にある問題 walig4に適用したときの残差履歴
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$Algorithm1GBiCGSTAB(s,L)$ 法
$x_{0}\in \mathbb{R}^{N}:\mathscr{D}ven,r_{0,0}:=b-A;\tilde{R}_{0}\in \mathbb{R}^{N\cross s}:$ given.
$k:=0$

Set $U_{0,0}^{(1)}:=[r_{0}, Ar_{0}, \cdots, A^{s-1}r_{0}]$ ; Compute $U_{0,1}^{(1)}$ ;
$\Lambda I_{0}:=\tilde{R}_{0}^{T}U_{0,1}^{(1)},$ $m_{0}:=\tilde{R}_{0}^{T}r_{0;}$

Solve $M\vec{\alpha}_{0}^{(1)}=m$ for $\vec{\alpha}_{0}^{(1)}$ ;
$r_{0,0}^{(1)}:=r_{0,0}-U_{0,1}^{(1)}\vec{\alpha}_{0}^{(1)};x_{0}^{(1)}:=x_{0}+U_{0,0}^{(1)}\vec{\alpha}_{0}^{(1)}$

while 1 $r_{k,0}^{(0)}\Vert\geq e\Vert b\Vert$ do
$/*GBiCG-PART*/$

for $j=$ lto $L$ do do
if $(k=0)\cap(j=1)$ then

Go to $\{j=2\}$

end if
for $i=$ lto $s$ do

if $i=1$ then
Solve $M_{k}^{(j-1)}\vec{\beta}=m_{k}^{(j-1)}$ for $\vec{\beta}$;
$U_{k,p}^{(j)}e_{1}:=r_{k,p}^{(j-1)}-U_{k,p}^{(j-1)}\vec{\beta}$ $(p=0,1, \cdots, j-1)$

else
Solve $[m_{k}^{(j-1)},$ $M_{k}^{(j)}[1 : i-2],$ $lI_{k}^{(j-1)}[i :s]]\vec{\beta}=\Lambda I_{k}^{(j)}e_{i-1}$ for $\vec{\beta}\cdot$,

$U_{k,p}^{(j)}e_{i}:=U_{k,p+1}^{(j)}e_{i-1}-[r_{k,p},$ $U_{k,p+1}^{(j)}[1 :i-2]$ , $U_{k,p}^{(j-1)}[i :s]]\vec{\beta}$ $(p=0,1, \cdots, j-1)$

end if
Compute $U_{k,j}^{(j)}e_{i}=A\cross U_{k,j-1}^{(j)}e_{i}$ ;
$M_{k}^{(j)}e_{i}:=\tilde{R}_{0}^{T}U_{k,j}^{(j)}e_{i}$

end for
Solve $\Lambda I_{k}^{(j)}\vec{\alpha}_{k}^{(j)}=m_{k}^{(j-1)}$ for $\vec{\alpha}_{k}^{(j)}$ ;
$x_{k}^{(j)}:=x_{k}^{(j-1)}+U_{k0}^{(j)}\vec{\alpha}_{k}^{(j)}$ ;
$r_{k,p}^{(j)}:=r_{k,p}^{(j-1)}-U_{k,p+1}^{(j)}\vec{\alpha}_{k}^{(j)}$ $(p=0,1_{\dot{1}}\cdots, j-1)$ ;

Compute $r_{k,j}^{(j)}=A\cross r_{k,j-1}^{(j)}$

end for
$/*MR-$PART$*/$

$\vec{\gamma}_{k+1}$ $:=$ argmin$\vec{\gamma}\Vert r_{k,0}^{(L)}-[r_{k,1}^{(L)},$ $\cdots$ , $r_{k,L}^{(L)}]\vec{\gamma}\Vert$ ;

$r_{k+1,0}^{(0)}:=r_{k,0}^{(L)}-[r_{k,1}^{(L)},$ $\cdots,$
$r_{k,L}^{(L)}]\vec{\gamma}_{k+1;}$

$x_{k+1}^{(0)}$ $.=x_{k}^{(L)}+[r_{k_{\rangle}0}^{(L)},$
$\cdots,$

$r_{k,L-1}^{(L)}]\vec{\gamma}_{k+1}$ .

$U_{k+1,0}^{(0)}:=U_{k,0}^{(L)}-[U_{k,1}^{(L)},$ $\cdots,$
$U_{k,L}^{(L)}]\vec{\gamma}_{k+1;}$

$1\downarrow I_{k+1}^{(0)}:=-\gamma_{k+1,L}ilI_{k}^{(L)};m_{k+1}^{(0)};=\tilde{R}_{0}^{T}r_{k+1}$ ;
$k=k+1$

end while
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3 AC-GBiCGSTAB $(s, L)$ 法

3.1 $AC-|DR(s)$ 法

はじめにでも述べたが，櫻井等は偽収束を見つけ出し，残差を修正する機能をもつ $IDR(s)$

法，AC-IDR$(s)$ 法を開発した．

彼等は，まず，$\triangle r_{k}$ と $A\triangle x_{k}$ から計算される量 $\frac{\Vert\triangle r_{k}+A\triangle x_{k}\Vert}{\Vert b\Vert}$ (櫻井等は inconsistency

と読んでいる) が偽収束の指標となることに注目した．しかし，この量の計算は重いので，
inconsistency と相関が高く，かつ，計算量の少ない量を数値的に探し，それを偽収束の指
標とした．ここでは，指標の具体形は省くが，この量を $I_{k}$ と書くとき，自動残差修正機構
は以下のようになる．ここで $\theta$ は残差を直接計算するかどうかの判定規準である．

Algorithm 2自動残差修正機構
Compute $\triangle x_{k}$ ;
Compute Ik(偽収束の指標);
if $(I_{k}<\theta)$ then

Compute $\triangle r_{k}$ normally;

else
Compute $\triangle r_{k}$ by using $\triangle r_{k}:=-A\Delta x_{k}$ ;

end if
$x_{k+1}:=x_{k}+\triangle x_{k}$ ;
$r_{k+1}:=r_{k}+\triangle r_{k}$ ;

櫻井等はこの機構を取り入れた AC-IDR$(s)$ 法が偽収束を克服でき，この機構が入ったこと
による計算量増加は 3 $\sim$7 % であると報告している．

3.2 AC-GBiCGSTAB$(s, L)$ 法

ここでは，AC-GBiCGSTAB$(s, L)$ 法のアルゴリズムを与える．

GBiCGSTAB$(s, L)$ 法においては，残差 $\triangle r_{k}$ および近似解 $\triangle x_{k}$ は次のように計算さ

れる :

$\triangle x_{k}(=x_{k+1}^{(0)}-x_{k}^{(0)})=\sum_{j=1}^{L}U_{k,0}^{(j)}\vec{\alpha}_{k}^{(j)}+[r_{k,0}^{(L)},$
$r_{k,1}^{(L)},$

$\cdots,$
$r_{k,L-1}^{(L)}]\vec{\gamma}_{k+1}$ ,

$\triangle r_{k}(=r_{k+1,0}^{(0)}-r_{k,0}^{(0)})=-\sum_{j=1}^{L}U_{k,1}^{(j)}r\tilde{v}_{k}^{(j)}-[r_{k,1\dot{/}}^{(L)}r_{k,2}^{(L)},$ $\cdots,$
$r_{k,L}^{(L)}]\vec{\gamma}_{k+1}$ ,

$x_{k+1}^{(0)}=x_{k}^{(0)}+\triangle x_{k,}$.

$r_{k+1,0}^{(0)}=r_{k,0}^{(0)}+\triangle r_{k}$ .
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GBiCGSTAB$(s, L)$ 法においても，$IDR(s)$ の場合と同様に，$\triangle r_{k}$ と $A\triangle x_{k}$ の inconsistency
$\frac{\Vert\triangle r_{k}+A\triangle x_{k}\Vert}{\Vert b\Vert}$ が偽収束のよい指標となるが，上記の $\triangle r_{k}$ および近似解 $\triangle x_{k}$ の計算式か

ら計算される量

$I_{k}:= \frac{\Vert r_{k,0}^{(0)}\Vert}{\Vert b||}\cross\max_{1\leq j\leq L}$
$($ Range $(\vec{\alpha}_{k}^{(j)}))\cross$ Range $(\vec{\gamma}_{k+1})$

(ただし，$U$ の列ベクトルは正規化されているとする) が inconsistency と相関を持つことが
$\max|c(i)|$

数値的に確認される．ここで Range(C)
$:= \frac{1\leq i\leq s}{\min_{1\leq j_{-S}^{I}}|c(j)|}$ である．図 2に姦と inconsistency

の実際の値を示す．比較的高い相関があることが見て取れる．

{e-008 le-006 00001 001 1 100 10000 $1eW06$

[scaled $res|duaQ$ ‘
$| \max|$ Range of $alpha\lrcorner)$] [Range of gamma]

図 2 $I_{k}$ と inconsistency の相関

GBiCGSTAB$(s, L)$ 法に為を用いた自動残差修正機構を付加したアルゴリズム，AC-
GBiCGSTAB$(s, L)$ を Algorithm 3に示す．
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Algorithm 3 AC-GBiCGSTAB$(s, L)$

initial setting
while $\Vert r_{k,0}^{(0)}\Vert\geq\epsilon\Vert b\Vert$ do

$/*GBiCG-PART*/$

for $j=$ lto $L$ do do
if $(k=0)\cap(j=1)$ then

Go to $\{j=2 \}$

end if
Update $U_{k,p}^{(j)}(p=0,1, \cdots,j)$ ;

Compute $\Lambda I_{k}^{(j)}=\tilde{R}_{0}^{T}U_{kj}^{(j)}$ ;

Solve $\Lambda I_{k}^{(j)}\vec{\alpha}_{k}^{(j)}=m_{k}^{(j-1)}$’for $\vec{\alpha}_{k}^{(j)}$ ;
$r_{k,p}^{(j)}:=r_{k,p}^{(j-1)}-U_{k,p+1}^{(j)}\vec{\alpha}_{k}^{(j)}(p=0,1, \cdots, j-1)$ ;

Compute $r_{k,j}^{(j)}=A\cross r_{k,j-1}^{(j)}$

end for
$/*MR-$PART$*/$

$\vec{\gamma}_{k+1}$ $:= \arg\min_{\vec{\gamma}}\Vert r_{k,0}^{(L)}-[r_{k,1}^{(L)}$ , $\cdot\cdot\cdot$ , $r_{k,L}^{(L)}]\vec{\gamma}\Vert$ ;

$\triangle x_{k}:=\sum_{j=1}^{L}U_{k,0}^{(j)}\vec{\alpha}_{k}^{(j)}+[r_{k,0}^{(L)},$ $r_{k,1}^{(L)},$
$\cdots,$

$r_{k,L-1}^{(L)}]\vec{\gamma}_{k+1;}$

$I_{k}= \frac{\Vert r_{k,0}^{(0)}\Vert}{\Vert b||}\cross\max j$
$($ Range $(\vec{\alpha}_{k}^{(j)}))\cross$ Range $(\vec{\gamma}_{k+1})$ ;

if $(I_{k}<\theta)$ then
$\triangle r_{k}:=-\sum_{j=1}^{L}U_{k,1}^{(j)}\vec{\alpha}_{k}^{(j)}-[r_{k,1}^{(L)},$ $r_{k,2}^{(L)},$ $\cdots.r_{k,L}^{(L)}]\vec{\gamma}_{k+1;}$

else
$\triangle r_{k}$ $:=-A\triangle x_{k}$ ; (direct-computation)

end if
$x_{k+1}^{(0)}:=x_{k}^{(0)}+\triangle x_{k}$ ;
$r_{k+1,0}^{(0)}:=r_{k,0}^{(0)}+\triangle r_{k}$ ;

end while

4 数値実験

ここでは，比較のために，関係式 (1) を用いて残差を計算した GBiCGSTAB$(s, L)$ 法 (この

方法を DC-GBiCGSTAB$(s, L)$ 法 (GBiCGSTAB $(s, L)$ with Direct-Computaion of Residu-
als) と呼ぶことにする)も考え，オリジナルの GBiCGSTAB $(s,L)$ Y

$\grave$

去，AC-GBiCGSTAB$(s,L)$

法，DC-GBiCGSTAB $(s, L)$ 法を数値実験を通して比較する．

計算は Xeon E5450 processor $(3.OGHz)$ 上で行い，本稿に書いた略式コードを Fortran90
(コンパイラは Intel コンパイラ 10.1) で実装した．また，初期値等は以下のように設定
した．
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$\bullet$ 初期値 : $x_{0}=0$ .. $s,$ $L=1,2,4,8$ .
$\bullet$ 終了条件 : 相対残差ノルム $10^{-8}$ 以下，または，行列ベクトル積の数が lON $(N$ は
行列のサイズ) に達したとき．

$\bullet$ 偽収束の判定のためのパラメータ : $\theta=0.1$ .

実験に用いた行列は The University of Florida sparse matrix collection [1] および Matrix-
Market [2] から，前処理無しで解が得られた行列 30個を用いた (表 2を参照). なお，方程
式の右辺項 $b$ は，解 $x$ の成分がすべて 1になるように選んだ．
表 1に，行列 (a)wang4, (b) $sme3Da$ の場合に，3つの方法の行列ベクトル積の数，CPU

time, 反復が終了したときの真の相対残差を示す．真の相対残差 $\geq 10^{-8}$ のとき，すなわ
ち偽収束のとき，真の相対残差をボールドで示した．この表より，GBiCGSTAB$(s, L)$ 法

については，$L=8$ において偽収束が起きていること，一方 AC-GBiCGSTA$(s, L)$ 法，
DC-GBiCGSTAB $(s, L)$ 法についてはほぼ偽収束が起きていないことが分かる．計算時間に
ついては，AC-GBiCGSTA $(s, L)$ 法，DC-GBiCGSTAB $(s, L)$ 法が GBiCGSTAB $(s, L)$ 法

より大きくなる場合が多いことが見て取れる．

偽収束のときの収束の様子を見るために，図 2, 3に，行列 wang4, $sme3$Da に

GBiCGSTAB(8, 8) 法，AC-GBiCGSTAB(8, 8) 法，DC-GBiCGSTAB(8, 8) 法を適用し
たときの残差履歴を示す．図において，相対残差ノルムを実線で，真の相対残差ノル
ムを破線で表している．偽収束が比較的早い段階で始まっていることが分かる．また，
AC-GBiCGSTAB 法と DC-GBiCGSTAB 法の収束履歴は，似ているものの微妙に異なる
ことが分かる．

最後に，AC-GBiCGSTAB 法，DC-GBiCGSTAB 法の全般的有効性を見るために，表 2
に，30個の行列に対して，GBiCGSTAB 法，AC-GBiCGSTAB 法，DC-GBiCGSTAB 法
を適用したときの CPU time と真の解に収束した割合を示す．CPU time は GBiCGSTAB
法の CPU time を 1にスケールして示してある．表 2から，AC-GBiCGSTAB(s,L) 法，
DC-GBiCGSTAB $(s, L)$ 法において，GBiCGSTAB$(s, L)$ 法のもつ数値的不安定性 (偽収束
が起こること) が克服でき，計算時間も 10% 程度の増加に抑えることが出来ていることが
分かる．

5 終りに

本稿では，GBiCGSTAB $(s, L)$ 法のもつ数値的不安定性 (偽収束が起こること) を克服す

るために自動残差修正機能付き GBiCGSTAB$(s, L)$ 法 (略して AC-GBiCGSTAB(s, $L$ ) 法)

を開発し，数値実験を通してその有効性を調べた．その結果，数値的不安定性 (偽収束が

起こること) の克服に成功し，計算時間も 10% 程度の増加に抑えることが出来ることが分
かった．しかし，単純に残差を定義通りに計算する DC-GBiCGSTAB $(s. L)$ 法と比べて，優
位性は観とめられなかった．今後，前処理を適用した場合等における更なる有効性の調査が
必要である．

155



表 1 行列ベクトル積の数，CPU time, 反復が終了したときの真の相対残差 (行

列 wang4, $sme3Da$ の場合)

$($ 表において，MV $=$行列ベクトル積の数，time(s) $=CPU$ time(秒), tnorm $=$反復が終了したときの真の相対

残差，tnorm $\geq 10^{-8}$ の場合 (すなわち偽収束の場合) tnorm をボールドで印刷している $)$

(a) wang4 (b) $smc3Da$
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$0$ 500 1000 lr 2000 2500 3000 $35\mathfrak{N}$ 4000
Number of Ma(vecs

(a) GBiCGSTAB(8,8)

$0$ 100 200 300 400 500 600 700
Number of MaVecs

(b) AC-GBiCGSTAB $(8,8)$

Numkr of Malvecs

(c) DC-GBiCGSTAB $(8,8)$

図 3 GBiCGSTAB(8,8), AC-GBiCGSTAB
(8,8), DC-GBiCGSTAB(8,8) を行列 wang4に

適用したときの残差履歴

(a) GBiCGSTAB(8,8) 法

$0$ KO 1000 lM $2\infty 0$ 2500 3000 3500 4000
Number of Matvecs

(b) AC-GBiCGSTAB(8,8) 法

Number of Matvecs

(c) DC-GBiCGSTAB(8,8) 法

図 4 GBiCGSTAB(8,8), AC-GBiCGSTAB
(8,8), DC-GBiCGSTAB(8,8) を行列 $sme3Da$ に

適用したときの残差履歴
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表 2CPU time と真の解に収束した割合

$($ 表において，PCC(percentage of correct convergences)

$=$ $s,$ $L=1,2,4,8$ として解法を適用したときの真の解に収束した場合の数の割合 $)$
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