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第 1節はじめに

貸付債権の信用リスクを評価するとき，期待損失額以上の損失の評価が重要となるので，将来

の損失額の分布を正確に把握する必要がある．複数の貸付からなる与信ポートフォリオの信用リ

スクを評価する際には，債務者間の共倒れリスクの大小により将来の損失分布の形状が変わるの

で，債務者間のデフォルト相関の影響を適切に組み込む必要がある．現在，世界規模での経済の

高度化に付随して経済主体間の依存関係が強くなっている．その結果として企業への貸付や債券

の信用リスクが連鎖的に悪化する事例も増えっっある．このように債務者間のデフォルト相関の

適切な評価は今日的な課題でもある．

デフォルト相関を組み入れた信用リスク推定モデルには主に 2つの流れがある．1つは各債務

者を業種や企業規模などのセクターに分類し，所属セクターに共通して作用するデフォルト要因

と各債務者固有のデフォルト要因によって，デフォルトが発生すると考えるモデルで，当モデル

で代表的なのがコピュラ関数を用いたファクターモデルである．もう 1つは個々の債務者間の

依存関係に着目して，信用リスクの伝播構造を記述するモデルで，デフォルト感染モデルがその

代表格となる．本研究では，後者のデフォルト感染モデルに関する研究を行う．

デフォルト感染モデルの嗜矢となる Davis, and Lo (2001) では，債務者のデフォルトは自然発
生的なデフォルト (直接デフォルト) と共倒れデフォルト (感染デフォルト) の 2種類に限定さ

れると仮定し，連鎖倒産の構造を明示的にモデル化した．この研究により，相関行列でデフオル

ト相関を記述するファクターモデルでは表現できなかった非対称的なデフォルト相関を表現す

ることが可能になった．Rulli\‘ere, and Dorobantu (2009) はこのモデルを他期間モデルに拡張し，

デフォルト感染の時間的な推移を明らかにした．しかし，これらのモデルにおける直接デフォル

トや感染デフォルトの確率は推定することが困難である，という欠点がある．また，債務者の将

来の状態を生存かデフォルトの 2つに限定しており，将来の取り得る状態は二項分布に従うと仮

定しているので，債務者数が多くなると組合わせ数が膨大になってしまう．

デフォルト感染を組み込む別の方法として，Egloff, Leippold, and Vanini (2004, 2007) は，フ
ァクターモデルにおける各債務者固有のデフォルト要因に信用伝播の影響を組み入れることで，

非対称的なデフォルト相関も表現できるファクター．モデルを提案した．このモデルでは将来の

信用力変化を信用格付情報で推定しているので，デフォルトにまで至らない信用力変化が表現で

きるだけでなく，格付情報という比較的公正な指標でデフォルト確率を推定することができる．

また，二項分布を仮定しなくてもよいので膨大な組合わせ計算をする必要もない．R\"osch, and
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Winterfeldt (2007) は同じくファクターモデルの枠組みの下で，債務者をデフォルト感染の感

染源企業と感染先企業に分類して，両者の比率で感染デフォルトの確率を表現するモデルを提案
した．

ファクターモデルにデフォルト感染を組み込むモデルでは，セクター由来のデフォルト相関

をマクロ構造のデフォルト相関と定義し，一方，個々の債務者間のデフォルト相関をミクロ構造

のデフォルト相関と定義している．ミクロ構造は債務者間のビジネス上の依存関係を表すネット

ワークで記述される．これまでの研究では，数種類のネットワーク構造と損失分布を比較する研

究はあったが，ネットワーク構造の特性 (エッジの重みやネットワーク密度など) と損失分布と

の関係については述べられていない．本研究では債務者間ネットワークの構造的特徴を示す指標

として信用集中度という指標を導入し，この指標を通じて債務者間ネットワークの構造と損失分

布との関係を明らかにする．

次節以降の本稿の構成は以下の通りである．第 2節では，マクロ構造のデフォルト相関のみを

考慮したファクターモデル，およびミクロ構造のデフォルト相関も組み込んだファクターモ

デルの詳細を述べる．第 3節では，本稿において提案する信用集中度の定義から始め，信用集中
度とポートフォリオの損失分布の関係を考察する．

第 2節モデル

第 2節では本研究の土台となる Egloff, Leippold, and Vanini(2004, 2007) モデルについて詳述

する．まずは与信ポートフォリオの損失分布を推定する基本モデルであるマートン型のファクタ
- $\cdot$ モデルの詳細を記す．次にマートン型のファクターモデルの拡張版である Egloff, Leippold,

and Vanini (2004, 2007) モデルにっいて詳述した後，本邦の実在の企業グループに擬したサンプ

ルポートフォリオを用いて両モデルの比較を行う．

2.1 マートン型のファクターモデル
与信ポートフォリオを構成する $N$ 人の債務者にはそれぞれアセットリターン$A_{i}\sim N(O, 1)$が割

り振られており，これが閾値 $\theta$を超過した際に債務者 $i$ の信用状態が変化すると仮定する．

債務者 i, i $=1,$ $\cdots N$, は $K$個のセクターに分類されるとする．各債務者をそれぞれのセクターに
分類する関数を $S:\{1, \cdots, N\}arrow\{1,\cdots, K\}$ と定義する．アセットリターン $A=(A_{i})_{i=1,\cdots,N}$ が次の

2種の確率的に変動するファクターによって決まるモデルを考える．

�あるセクター内の全債務者に対して共通に作用するファクター

$Z=(Z_{S})_{S=1,\cdots K}\sim N(0,\Lambda)’$ , $\Lambda=(\lambda_{gh})_{g,h=1,\cdots K}$

�各債務者に固有のファクター

$\in=(\epsilon_{i})_{i=1,\cdots N}\sim N(0,1_{N})’$ .
$Z$ は相関行列 A の多変量正規分布に従い，$\epsilon$ は互いに独立な多変量標準正規分布に従うとする．

$Z$ と $\in$ は無相関と仮定する．$A_{i}$ は $g_{S(\dot{t})},$ $i=1,\cdots,N(0\leq q_{i}\leq 1)$ を用いて以下のように表わされる．
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$A_{i}=\sqrt{Qs(i)}Z_{S(i)}+\sqrt{1-Qs(i)}\epsilon_{i}$ $-N(0,1)$ . (2.1.1)

(2.1.1) において，$\rho_{S(i)}$ は債務者 $i$ のセクターレベルのファクター $Z_{S(i)}$ に対する感応度である．

これはセクター全体に及ぶ影響の受けやすさの指標である．いま $p=(e_{S(I)})_{i=1,\cdots,N},$ $V=$

$(Z_{S(\ddagger)})_{\ddagger=1\ldots.N}-$ とすると，(2.1.1) はベクトル形式で次のように書き換えることができる．

$A=D(\sqrt{p})V+D(\mapsto 1-p\in$ $\sim N(O, 1_{N})$ . (2.1.2).

$D(C)$ はベクトル $C$ からなる対角行列である (Egloff, Leippold, and Vanini (2004, 2007)).

2.2 パラメータの推定
マクロ構造のデフォルト相関に対する感応度 $Q$ , 及びセクター間の相関係数 $\lambda$ は，セクター別
デフォルト率のヒストリカルデータから推定を行い求める．本研究では Moody’s Investors
Servlce から得た 1970年から 2008年までの産業セクター別の年間デフォルト率データを用いた．

(A) マクロ構造のデフォルト相関に対する感応度 Q

ある産業セクター $S$ を代表する債務者がいて，この債務者のセクター $S$ に対する感応度を $\rho_{S}$ と

し，セクター $S$ に所属している各債務者の感応度は同一である，と仮定する．$9s$ はセクターを代

表する債務者のアセットリターン $A_{S}$ が，当該セクターの平均的なデフォルト率から求まる閾値
$\Theta_{S}$ を超過する時の値として求まる．

(2.1.1) より，$A_{S}$ $F$は

$A_{S}=\sqrt{9s}Z_{S}+\sqrt{1-g_{S}}\in$ , $Z_{S},$ $\in\sim N(0,1)$ i.i.d. (2.2.1)

と表される．$A_{S}$ が $\Theta_{S}$ 以下になった時にセクターを代表する債務者はデフォルトすると仮定する．

ここで，$\chi_{S}=I_{\{A_{S}\leq 9_{S}\}}$ とし，セクター $S$ の平均的なデフォルト率の実証データを $\hat{m}_{S}$ とすると，

$E[\chi_{S}|Z=Z_{S}]=\Phi(\Theta_{S})\equiv\hat{m}_{S}$ . (2.2.2)

が得られる．なお，$\Phi$ は標準正規分布の累積分布関数である．

ある債務者のセクター S に所属している，という条件の下でのデフォルト確率は，

$E[\chi_{S}|Z=Z_{S}]=P\{A_{S}\leq\Theta_{S}|Z=Z_{S}\}=P\{\sqrt{9s}Z_{S}+\sqrt{1-\rho_{S}}\in\leq\Theta_{S}\}$

$= P\{\in\leq\frac{\Theta_{S}-\sqrt{g_{S}}Z_{S}}{\sqrt{1-q_{S}}}I=\Phi(\frac{9_{S}-\sqrt{g_{S}}Z_{S}}{\sqrt{1-QS}})$ .

$\Theta_{S}=\Phi^{-1}(\hat{m}_{S})$ , $Z_{S}\sim N(0,1)$ . (2.2.3)
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でも与えられる．いま，ヒストリカル・データから推定されるセクター S の年次デフォルト率の

分散を $\hat{\sigma}_{S}^{2}$ とすれば，以下の関係式が得られる．

Var$( E[\chi_{S}|Z=Z_{S}])=E[\Phi(\frac{\Theta_{S}-\sqrt{Q_{S}}Z_{S}}{\sqrt{1-\rho_{S}}})^{2}]-E[\Phi(\frac{\Theta_{s}-\sqrt{\rho_{S}}Z_{S}}{\sqrt{1-g_{S}}})]^{2}\equiv\hat{\sigma}_{s}^{2}$. (2.2.4)

(222) $\sim(2.2.4)$ から $9s$ は非線形方程式を数値的に解けば一意に求まる．結果は以下の通り．

表 22.1 産業セクターに対する感応度 $Q_{S}$

(B) セクター間の相関係数 $\lambda$

セクター間の相関係数を求めるにあたって，これまでと同様に各セクターを代表する債務者が

存在すると仮定する．2つのセクター Slと S2を代表する債務者のデフォルト確率はこれまでと
同様に，それぞれ

$E[\chi_{S_{1}}|Z=Z_{S_{1}}]$ , $E[x_{S_{2}}|Z=Z_{S_{2}}]$

これらデフォルト確率の共分散は

$E[E[\chi_{S_{1}}|Z=Z_{S_{1}}]E[\chi_{S_{2}}|Z=Z_{S_{2}}]]$

$=$ Cor$(E[\chi_{S_{1}}|Z_{S_{1}}]E[\chi_{S_{2}}|Z_{s_{2}}])\cdot\sigma(E[\chi_{S_{1}}|Z_{S_{1}}])\cdot\sigma(E[\chi_{S_{2}}|Z_{S_{2}}])$

$+E[\chi_{S_{1}}|Z_{S_{1}}]$ . $E[\chi_{S_{2}}|Z_{S_{2}}]$ . (2.2.5)

となる．このとき，ヒストリカルデータから推定されるセクター Slと S2の年次デフォルト率
の相関係数を $\hat{r}_{S_{1}S_{2}}$ とすると，

Cor$(E[\chi_{S_{1}}|Z_{S_{1}}]E[\chi_{S_{2}}|Z_{S_{2}}])=r_{S_{1}S_{2}}$へ. (2.2.6)
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(2.2.2), (224), (226) より，(225) は

$E[E[\chi_{S_{1}}|Z=Z_{S_{1}}]E[\chi_{S_{2}}|Z=Z_{S_{2}}]]=\hat{r}_{S_{1}S_{2}}\cdot\hat{\sigma}_{S_{1}}\cdot\hat{\sigma}_{S_{2}}+\hat{m}_{S_{1}}\cdot\hat{m}_{S_{2}}$ . (2.2.7)

一方，デフォルト確率の共分散は

$E[E[\chi_{S_{1}}|Z=Z_{S_{1}}]E[\chi_{S_{2}}|Z=Z_{S_{2}}]]=E[P\{A_{S_{1}}\leq\Theta_{S_{1}}|Z_{S_{1}}\}P\{A_{S_{2}}\leq\Theta_{S_{2}}|Z_{S_{2}}\}]$

$=P\{A_{S_{1}}\leq\Theta_{S_{1}}\wedge A_{S_{2}}\leq\Theta_{S_{2}}\}$ . (2.2.8)

$A_{S_{1}}$ と $A_{S_{2}}$ は相関行列 $R=(\begin{array}{ll}1 r_{S_{1}S_{2}}r_{S_{1}S_{2}} 1\end{array})$ をもつ 2変量標準正規分布に従うので，(2.2.8) より

$P\{A_{S_{1}}\leq\Theta_{S_{1}}\wedge A_{S_{2}}\leq\Theta_{S_{2}}\}=\Phi_{2}(\Theta\Theta r)$

$=\Phi_{2}(\Phi^{-1}(\hat{m}_{S_{1}}),$ $\Phi^{-1}(\hat{m}_{S_{2}}),$ $r_{S_{1}S_{2}})$ . (2.2.9)

となる．$\Phi_{2}$ は 2変量標準正規分布の累積分布関数である。 また $>$
$r_{S_{1}S_{2}}\neq\hat{r}_{S_{1}S_{2}}$ である．

(2.2.7), (2.2.9) より，

$\Phi_{2}(\Phi^{-1}(\hat{m}_{S_{1}}),$ $\Phi^{-1}(\hat{m}_{S_{2}}),$ $r_{s_{1}s_{2}})=\hat{r}_{s_{1}s_{2}}\cdot\hat{\sigma}_{S_{1}}\cdot\hat{\sigma}_{S_{2}}+\hat{m}_{S_{1}}$ $\hat{m}_{S_{2}}$ (2210)

が得られ、 (2.2.10) を $r_{s_{1}s_{2}}$ に関する非線形方程式として数値的に解けば，

$Cor(A_{S_{1}},A_{S_{2}})=r_{S_{1}S_{2}}$ . (2.2.11)

を求めることができる．

$Z_{S_{1}}$ と $Z_{S_{2}}$ の相関係数を $\lambda_{S_{1}S_{2}}$ とすると，(2.2.1) より

Cor$(A_{S_{1}},A_{S_{2}})=\sqrt{g_{S_{1}}}\cdot\sqrt{\rho_{S_{2}}}\cdot Cor(Z_{S_{1}}, Z_{S_{2}})=\sqrt{9s_{1}}\cdot\sqrt{9s_{2}}\cdot\lambda_{S_{1}S_{2}}$ .

となる．これより，2 セクター間の相関は

$\lambda_{S_{1}S_{2}}=\frac{r_{S_{1}S_{2}}}{\sqrt{Q_{S_{1}}}\cdot\sqrt{9s_{2}}}$ .

を順次解くことで求めることができる．
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表 222 産業セクターの相関行列 $\lambda_{s_{I}s_{i}}$

2.3 ミクロ構造のデフオルト相関のモデル化
(2.12) はファクター V を通して業種などマクロ構造のデフォルト相関を反映している．しかし，

これは各債務者レベルでのデフォルト相関 (ミクロ構造のデフォルト相関) を反映していない．

Egloff, Leippold, and Vanini (2004, 2007) では，(2.1.2) のファクター $\epsilon$ をミクロ構造のデフォノレ

ト相関を示す関係式に置換することによって，マクロ構造とミクロ構造のデフォルト相関の両方
を組み入れたモデルを提案した．ミクロ構造のデフォルト相関は次式で定義されるグラフ $\mathcal{G}$ で記

述される．

$g=(c, \epsilon_{-\prime}^{-}\eta)$ . (2.3.1)

(2.3.1) の $C=\{1, \cdots, N\}$ は各債務者に影響を与えうるカウンターパーティの集合を表している．

本論文ではカウンターパーティは与信ポートフォリオ内の債務者に限定する．

$\mathcal{E}=\{m_{i,|}|i,i\in C\}$ . (2.3.2)

はカウンターパーティ間に形成される依存関係の集合を表しており，関係の強さは集合

$–$. $=\{\xi_{i.i}|i,i\in C\}$. (2.3.3)

で表わされる．$\xi_{i,i}$ は債務者 $i$ から $i$ への影響力で，これに対して次の仮定が置かれている．
$I$ . $0\leq\xi_{i,i}\leq 1$ .
I. 十分に大きい影響力が認められない場合，$\xi_{i,i}$ はゼロと見なす．

$m$ . $(\xi_{i,i})_{i=1,\cdots\prime N}=0$ .
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残りの集合 $\eta$ は各債務者の全信用力の内，カウンターパーティから影響を受けない部分の集合を
表している．

$\eta=\{\eta_{i}|i\in C\}$ . (2.3.4)

Egloff, Leippold, and Vanini (2004, 2007) では $\eta$ を債務者固有のリスク要因のうち他の債務者

からの影響を受けなかった割合と定義し，以上の $\Xi$ および $\eta$ をそれぞれ “ビジネス行列”, “残余

ベクトノソ’ と呼んでいる．ミクロ構造の依存関係 $\mathcal{G}$ を (2.1.2) に組込むためには，右辺第 2項の $\in$ を

$\epsilon(\mathcal{G},V, \in)^{-}=_{-}A+D(\eta)\in$ . (2.3.5)

に置換している．これによって以下の関係式が得られる．

$A$ $=D_{V}D(\sqrt{p})V+D_{\epsilon}D(\mapsto 1-p\epsilon(g,V, \in)$

$= D_{V}D(\int p\urcorner V+D_{\epsilon}D(\mapsto 1-p(\Xi A+D(\eta)\in)$ . (2.3.6)

(2.3.6) の Dv及び $D_{\epsilon}$ は (2.1.2) までに定義されたファクターモデルの条件

(Cl) Cov$(A,A)=1$ .
(C2) Cov$(\epsilon(g, V, \in)_{l}\epsilon(q, V, \in))=1$ .

を満たすために導入された対角行列である．
(2.3.5) 及び (2.3.6) に関して，条件 (Cl) と (C2) を満たす Dv, $D_{\epsilon}$ は閉形解で得られないので，

Egloff, Leippold, and Vanini (2004, 2007) では次式のような $n$ 次の帰納方程式

$A^{(n)}=D_{V}^{(n)}D(\sqrt{}\gamma pV+D_{\epsilon}^{(n)}D(\sqrt{1-p})\epsilon^{(n)}(g,v, \in)$.

$\epsilon^{(n)}(\mathcal{G},V, \in)=$ $EA$$(n-1)+D(\eta)\in$ $n\geq 1$ . (2.3.7)
$\epsilon^{(0)}(\mathcal{G},V, \in)=\in\hslash>$つ $D_{V}^{(0)}=D_{\epsilon}^{(0)}=1$ .

で近似した．なお，債務者 $i$ から $i$ に波及する影響が再び $i$ に返るフィードバック効果を組み入れ

るためには 2次以上の近似を行う必要がある．3次以上の近似を行えば，$i$ と $j$ とは別の $k$ を経由

したフィードバック効果も表現できる．

前節までに説明した標準的なマートン型のファクターモデルのパラメータは，デフォルト率

のヒストリカルデータを基に統計的に求めることができる．しかし，本節で詳述した Egloff,

Leippold, and Vanini (2004, 2007) モデルにおける “ビジネス行列” や “残余ベクトル’) の成分

である $\xi$ や $\eta$ については，評価するポートフォリオの債務者間ネットワークの形状によって異な
るので，各債務者間の商取引量や株式の持ち合い数などで代替する必要がある．
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2.4格付推移のモデル化

本稿では，債務者 $i$ の将来の状態推移をデフォルトか生存かの 2状態に限定せず，信用格付け
情報を元に数個の状態 (格付けまたは信用力) に推移すると考える．債務者 $i$ の信用力は離散的

な状態空間 $\chi=\{1, \cdots, d\}$ で表わされるとする．状態 1を最高格付けとし，数字が増えるにつれて
格付けが下がり，状態 $d\cdot 1$ が最低格付けで，状態 $d\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ至るとデフォルトが発生すると考える．

格付推移確率をファクター．モデルに埋め込むために，債務者 $i$ のアセット・リターン Ai が閾
値 $\Theta_{a_{i}b_{i}}$ を超過すれば必ず，格付け $a_{I}\in\{1, \cdots,a, \cdots d\}$ から $b_{i}\in\{1, \cdots,b, \cdots d\}$ への格付推移が発生

すると仮定する．ポートフォリオ内の各債務者 $(i)_{i=1,\cdots,N}$ には同一の格付推移行列が適用される

として，$\Theta$ に関しては以下の序数的な関係が存在する．

$-\infty=\Theta_{a(d+1)}\leq\Theta_{ad}\leq\cdots\leq\Theta_{a2}\leq\Theta_{a}1=\infty$ . (2.4.1)

a 格から $b$ 格への格付推移確率の実証データ $\hat{T}_{ab}$ から，ファクターモデルと整合性を有する
$\Theta_{ab}$ は次のように求まる．

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{ab}=P\{A_{i}\in[\Theta_{a(b+1)\prime}\Theta_{ab})\}=\Phi(\Theta_{ab})-\Phi(9_{a(b+1)})$.

$\Leftrightarrow\Phi(\Theta_{ab})=\hat{T}_{ab}+\Phi(\Theta_{a(b+1)})\Leftrightarrow\Theta_{ab}=\Phi^{-1}(\hat{T}_{ab}+\Phi(\Theta_{a(b+1)}))$ .

いま，$-\infty=\Theta_{a(d+1)}$ より $\Phi(\Theta_{a(d+1)})=0$ なので，格付推移の閾値行列は $d$ 格への推移

$\Theta_{ad}=\Phi^{-1}(\hat{T}_{ad}+\Phi(\Theta_{a(d+1)}))=\Phi^{-1}(\hat{T}_{ad})$ .

から求めて，以降推移後の格付けを順次上げていくことで帰納的に求まる．

本稿では，米国の格付機関 Moody’s Investors Service がオンライン上で公開している，1983
年から 2008年までの米国における年次平均推移率行列を使用した．なお，デフォルト時の回収

率はゼロと仮定する．したがって、ある格付けを付与された債務者の期待損失率は当該格付けの

デフォルト率に相当する．

2.5数値例

(A) サンプルポートフオリオ

本研究では，ミクロ構造の依存関係がポートフォリオ全体の将来の損失分布に影響を及ぼす，

というアイディアに注目し，債務者間ネットワーク構造の形状とポートフォリオ全体の損失分布

との関係について考察を行う．考察に先立って，現実の企業間ネットワークで近似したサンプル

ポートフォリオを用いて，$E$ gloff, Leippold, and Vanini (2004, 2007) モデルの数値例を示す．サ
ンプルポートフォリオの債務者間ネットワーク構造は，本邦の代表的な企業グループである住

友・三井・三菱の各グループの企業間ネットワークを用いて近似した．産業セクターの分類法は

“Moody’s 11”という産業分類法に従うものとし，格付け情報はMoody’s 日本法人のデータを基本

とした．企業間ネットワークは資本関係のみに注目し，商取引の有無は考慮しない．

擬似ネットワークを構築するにあたって，データの入手制限があったので以下の仮定を置いた．
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$i$ . 企業間に資本関係が存在する場合，関係の強度は全企業で均一である．
$ii$ . 企業間の資本関係の情報は，有価証券報告書の 「大株主」，財務諸表の 「 (所有) 有価証

券明細表」，「短・長期借入金」の各項目に集約されている．
$\ddot{\dot{m}}$ . 有価証券報告書に未記載の資本関係は，無視できるほど微小なものとする．

各グループの擬似ネットワークは以下のとおり．

$=*|*$ $-$

図 25.1 住友グループ資本関係ネットワーク図 252 三井グループ資本関係ネットワーク

崩 t.$\hat$ {6も $j$

図 253 三菱グループ資本関係ネットワーク
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(8) シミュレーション

本研究では以下の手順に従って，モンテカルロ法を用いたシミュレーションを行った．
�ポートフォリオの各債務者に格付けを付与する．

�ポートフォリオへの総出資額が 1になるように，各債務者への出資額を割り振る．
�これまでに求めたパラメータを (237) に導入し，各債券のアセット・リターンを求める．
�アセットリターンを格付推移の閾値行列に適用して，格付推移を発生させる．
�推移後格付けのデフォルト率を当該債務者の期待損失率とする．
�各債務者の期待損失率を足してポートフォリオの推移後損失率を求める
��から�を必要回数繰り返してポートフォリオの損失分布を求める．
次節以降の分析では，パス数をいずれも 10万に設定した．

(C) 計算結果

サンプル・ポートフォリオの損失分布を求めるにあたって，ミクロ構造の依存関係を考慮する
場合と考慮しない場合に分けてシミュレーションを行った．各サンプル・ボートフォリオの特徴
を理解するために，損失分布の基本統計量，および信用リスクのリスク指標となる信用 $VaR$ と条
件付き $VaR(CVaR)$ をそれぞれの信頼水準を 95%, 99%として求めた．なお，信用 $VaR$ と $CVaR$

は以下のように定義した．

100 $\cdot\alpha\%$の信用 $VaR\equiv VaR^{\alpha}=\inf\{x\in \mathbb{R}|P\{X\leq x\}\geq\alpha\}$ (100a-パーセンタイル)
100 . a%の $CVaR\equiv CVaR^{\alpha}=E[X\cdot 1_{\{x\geq VaR^{\alpha}\}}]$ (VaR$\alpha$以上損失額の期待値)

※ X はボートフォリオの損失額を表す確率変数

$\cross\cdot 1_{t*\geq v*R^{*}\}}$は$X\geq VaR^{\alpha}$ が真なら 1. 偽なら $0$ を取る

表 25.1 財閥型ポートフォリオの比較; ミクロ相関の有無

表 25.1 より，ミクロ相関の有無は損失額には影響を与えないことがわかる．一方，標準偏差お
よび信用 $VaR,$ $CVaR$ は異なる値を取っているので，これら指標は債務者間ネットワークの構造
に依存していることがわかる．そこで各サンプル・ポートフォリオ別に，ミクロ相関の有無によ
る乖離率と，ネットワーク全体の構造的特徴を示す値であるネットワーク密度をまとめて表 252
を得た．なお，乖離率は $(\alpha^{(micro+macro)}-\alpha^{(macro)})/\alpha^{(macro)}$ ( $\alpha$は各指標) とし，全企業の初期格
付けはすべて低格付け (Caa2格) に統一した．ネットワーク密度 $d$ とは，ネットワークに張る
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ことができる全てのエッジ数に対する，実際のエッジ数の比率であり，ノード (頂点) の数を N,

エッジ (辺) の数を $m$ とすると，以下のように定義される．

$d\equiv\frac{m}{N(N-1)}$ , $0\leq m\leq N$ ($N$ –1). (2.5.1)

表 252 財閥型ポートフォリオ (低信用力) の比較; ネットワーク密度

表 252ではどの指標もネットワーク密度と序数的に同等な関係であることが確認できる．こ

れより，ネットワーク構造がポートフォリオの非期待損失に大きな影響を及ぼすことが推察され

る．同様の結果は下図からも確認できる．なお，下図で分布図が多峰状になっているのは，格付
けが離散情報であることによる．

捻割硫驚 $L$ mll轍笑額

図 254 ネットワーク構造を考慮 図 255 ネットワーク構造を考慮せず

第 3節 信用集中リスクの分析

第 2節でネットワーク全体の構造的特徴を示す値としてネットワーク密度という指標を導入し
た．しかし債務者間ネットワークが大きくなると，ネットワーク密度はネットワーク全体の構造

を適切に表現できない．第 3節では，ネットワーク密度を一般化した値を各債務者間の結び付き
の強さに置き換え，ネットワーク構造とポートフォリオ全体の損失分布との関係について考察を

行う．
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3.1 信用集中度

(25.1)で導入したネットワーク密度は，エッジ数の増分が局所的であっても全体的な密度増加

と捉えてしまうことがある．さらに，ネットワーク密度はエッジやノードの重みを反映すること

ができない．一方，与信ポートフォリオを構成する債務者間ネットワークは，各債務者間の関係

性の強度 (エッジの重み) が異なる．また各債務者への出資比率 (ノードの重み) も異なる．し

たがって，与信ポートフォリオを構成する債務者間ネットワークの構造的特徴を示す指標として，

ネットワーク密度をそのまま導入することは適切ではない．

そこで本稿では債務者間ネットワークの構造に起因するデフォルト相関を “信用集中リスク “
と定義し，債務者間ネットワーク全体に作用する相関の尺度として ”信用集中度” $\pi$を導入する．

(A) 信用集中度の仮定
ポートフォリオを構成する各債務者間の関係性の強度 (ミクロ相関の強さ) $(\xi_{1j})_{i,j=1,\cdots,N}$ および

各債務者への出資比率 (与信の偏在性) $(\gamma_{i})_{i=1,\ldots N}$は一様ではない．そこで本研究では，ミクロ相
関の強度および与信の偏在性を反映する尺度として，信用集中度 $\pi$度を定義する．定義に当たっ

ては，以下の仮定を置く．

仮定 I: 各債務者には取引相手がおり，それは与信ポートフォリオ内の取引相手とそれ以外の

取引相手に二分される．

仮定皿: 各債務者への与信額はすべて取引相手との取引に給される．
仮定 $m$ : 与信ポートフォリオ内の債務者 $i$ と債務者 $j$ との間の関係性の強度は ($\xi$ij).,i $=1,\cdots,N;i\neq i$

’

ポートフォリオ外の取引相手との関係性の強度 (ミクロ相関) は ($\xi$ii)i $=1,\cdots.N$で表される．

仮定 IV : 各債務者への出資比率は ($\gamma$i)i$=1,\ldots N$で表される．

仮定 V: 各債務者のミクロ相関と出資比率の積和の合計は 1に等しい

(B) 信用集中度の定義

本研究では、与信ポートフォリオのネットワーク構造と損失分布との関係について考察を行う．

したがって，債務者間ネットワークの取引のみに着目し，この総和を信用集中度と定義する．

$\pi\equiv\sum_{j=1}^{N}\sum_{i\neq j}^{N}\gamma_{i}\cdot\xi_{ii}$

$= \sum_{j=1}^{N}\{(\sum_{\dot{t}=1}^{N}\gamma_{i}\cdot\xi_{\ddagger i})-\gamma_{j}\cdot\xi_{ii}\}=\sum_{j=1}^{N}\sum_{i=1}^{N}\gamma_{i}\cdot\xi_{Ii}-\sum_{j=1}^{N}\gamma_{j}\cdot\xi_{ii}$

$=1- \sum_{j=1}^{N}\gamma_{j}\cdot\xi_{ii}$ (3.1.1)

ただし，$0\leq Y\leq 1$ , $\sum_{j=1}^{N}Yj=1$, $0\leq\xi\leq 1$. $N$ : 債務者数の総数
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仮定より $0 \leq\sum_{j=1}^{N}\gamma j\xi_{jj}\leq 1$であるから $0\leq \mathfrak{n}\leq 1$で，$\pi$が $0$ のとき債務者は与信ポートフォリオ

外の取引相手とのみ取引しており，1のときはポートフォリオ内の相手とのみ取引を行っている．

3.2分析

(A) サンプル・ポートフオリオ

第 3節ではポートフォリオの損失分布と債務者間ネットワークの構造との関係に焦点を絞って

分析を行う．よって，ここで分析対象とするサンプル・ポートフォリオの債務者間ネットワーク

は以下の条件の下で構築される．

ネットワークは重み付きの隣接行列で生成する．

各債務者間の依存関係の有無を表す隣接行列は，ベルヌーイ分布に従う乱数行列を基に構築．
依存関係の強さは，[0,1]上の一様分布に従って割り振る．

各債務者への与信額の割当は，与信の偏在性の強さ別に 3パターン考える (強・中・弱).

各債務者に対して割り当てる格付けは，事前に決めたポートフォリオ全体の信用力に従う．
eg. 信用力が高いポートフォリオは高格付け債務者が多く低格付け債務者は少ない．

さらにサンプルポートフォリオを構成する債務者については，債務者数が 60人，10人ずつ
6つの産業セクター (Moody’s 11に従う) に分類する (銀行・資本財・消費財・メディア関連．

流通ハイテク関連). なお，データはMoody’sInvestors Service のウェブサイトより取得した．

(B) 信用集中度を用いた分析

第 3節でも第 2節と同様の手順に従うシミュレーションを行った．(3.1.1)より，信用集中度は

債務者間の依存関係と与信の偏在性の程度によって決まることがわかる．したがって分析にあた

っては，債務者間の依存関係と与信の偏在性をそれぞれ固定して，信用集中度と与信ポートフォ

リオの損失分布との関係を考察する．

まず，与信の偏在性を固定し，債務者間の依存関係と損失分布との関係について見る．
ミリ $\square$相関の強さ (依存関係の如別の期待損失分布

期待損失額

図 32.1依存関係の強さと期待損失分布との関係
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次に，債務者間の依存関係の強さを固定し，与信の偏在性と損失分布との関係について見る．

偏在性の強さ別の期待損失分布

期待損失額

図 322与信の偏在性と期待損失分布との関係

上の図より，ミクロ相関が強くなるほど，また偏在性が増すほど期待損失額の分布の裾が厚く

なることが確認できる．なお，損失分布図のゼロの近傍で峰ができている理由は，損失額はゼロ

よりも小さくならない，という格付け情報の非対称性による．

では，本研究において導入した信用集中度が上図での結果と整合的かどうかを確認するために，

各統計量と信用集中度との関係を表で示す．

表 32.1信用集中度と各種統計量

上の表より，債務者間の依存関係が増えるほど，すなわち与信ポートフォリオ内での取引が増

えるほど信用 $VaR$ と $CVaR$ ともに大きくなり，また信用集中度も序数的に等しい関係であること

が確認できる．

一方，与信の偏在性では，与信の偏在性が増すほど $CVaR$ は大きくなるが信用 $VaR$ は減少傾向

にある．信用 $VaR$ は信頼水準を引き上げるほど不安定になるため，このような結果が出たと推察
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される．また信用集中度も偏在性および $CVaR$ が増加する一方で明らかな減少傾向がある．与信
の偏在性が増すほど一部の債務者がポートフォリオ内での総取引量の多寡に与える影響が大きく
なり，その分ポートフォリオ内取引量が大幅に減少する可能性も大きくなる．これにより上記の
結果となったと推察される．

したがって，(3.1.1)でポートフォリオ内総取引量と同値であると定義した信用集中度は，債務

者間の依存関係および与信の偏在性の強さと，与信ポートフォリオの期待損失分布との関係を無
矛盾で説明できる尺度としては不備があることが分かった．しかしながら，与信の偏在性が一定
であるという仮定を置けば，例えば多数の小口債務者からなる非常によく分散された与信ポート
フォリオの集中リスクを評価する際には有効な尺度である．

本研究では，債務者間の依存関係および与信の偏在性はともに与信ポートフォリオの期待損失
分布の形状に影響を及ぼすという結論を得た．しかしながら，これらすべての関係を整合的に表

現し得るリスク尺度を導出することはできなかった．これの導出は今後の研究課題とする．
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