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1 Introduction

漸近展開定理は、Watanabe[25] で示され、熱核の基本解の短時間での振舞いの研究に応用さ

れた．その後、統計学的な観点から見直され、統計学や数理ファイナンスなどに応用されている

([23],[24],[12],[13],[14],[15],[16]). この定理は確率変数の漸近展開

$F(\epsilon)\sim f_{0}+\epsilon f_{1}+\epsilon^{2}f_{2}+\cdots$

から、 その密度関数や平均値 $E[\phi(F(\epsilon))]$ の漸近展開を導く公式を与える．例えば、 証券価格が確
率微分方程式

$X_{t}^{(\epsilon)}=X_{0}+r \int_{0}^{t}X_{s}^{(\epsilon)}ds+\epsilon\int_{0}^{t}\sigma(X_{s}^{(\epsilon)}, s)dB_{s}$

に従うとするとき

$E[(X_{T}^{(\epsilon)}-K^{(\epsilon)})_{+}]\sim c_{1}\epsilon+c_{2}\epsilon^{2}+\cdots$ , (1.1)

といった近似式が導かれる (国友-高橋 [14] の第 6章参照).

本稿では、ボアソン配置による飛躍を持つ確率微分方程式について、石川保志氏 (愛媛大学) と

の共同研究 [9] で得られた漸近展開定理の概略を述べ、 レヴィ過程 $Z_{t}$ で駆動される標準型確率微

分方程式

$S_{t}^{(\epsilon)}=S_{0}+r \int_{0}^{t}S_{s-}^{(\epsilon)}ds+\epsilon\int_{0}^{t}a(S_{s-}^{(\epsilon)})odZ_{s}$, (1.2)

についても、 国友-高橋 [14] にある近似式 (1.1) と同等の近似式が得られることを述べる．また近
似式に現れる係数 $c_{1},$ $c_{2}$ の公式についても述べる．

ボアソン配置を含めた確率微分方程式に対するマリアバン解析の研究は、Bismut [2] により始め

られた．その後、多くの手法が提案され、漸近展開定理以外にも数理ファイナンスの分野へ多く
の応用がなされている [11], [17], [5]. Bismut[2] の手法やマリアバン作用素の手法 (Bichteler, K.,

Gravereaux, J.B., $J$acod,J[1] $)$ ではウィーナー空間と同様の微分作用素を構成することで、 部分

積分の公式が定式化される．しかしながら、 ウィーナー空間でのマリアバン解析に見られるような
微分作用素をボアソン空間で構成する手法は一般的に知られておらず、強度測度に応じて解析の

手法を選択する必要がある．
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微分作用素を用いない手法として、 Picard(1996) により差分作用素による解析の手法が提案さ

れた．この手法では、強度測度が特異性を持ってもよいため、幾何 CGMY 模型 ([4] 参照) や幾

何安定過程模型といった重要な飛躍型確率微分方程式も扱うことができる．この解析の手法は、

Ishikawa-Kunita[10] において、 ウィーナー．ボアソン空間上まで一般化された．本稿では、 この

Picard及び Ishikawa-Kunita の枠組みに基づいて定式化した漸近展開について議論する．

1.1 漸近展開定理について

漸近展開定理について概要を述べる．$F(\epsilon)$ をパラメータ $\epsilon\in(0,1)$ に依存する確率変数とする．

確率変数列 $fo,$ $f_{2},$
$\ldots$ で . $F(\epsilon),$ $f_{1},$ $f_{2},$

$\ldots,$
$\in$ $\cap$ $L^{p}(\Omega)$ ,

$1\leq p<\infty$

(1.3). $\lim_{\epsilonarrow}\sup_{0}\frac{\Vert F(\epsilon)-\sum_{j=0}^{n}\epsilon f_{j}\Vert_{Lp(\Omega)}}{\epsilon^{n+1}}<\infty$ .

を満たすものが存在すると仮定する．すなわち $\sum_{j=0}^{\infty}\epsilon f_{j}$ が $F(\epsilon)$ の If $(\Omega)$ の意味での漸近展開に

なっていると仮定する．$\phi(x)$ を滑らかな関数とするとき、近似列 (1.3) から平均値

$E[\phi(F(\epsilon))]$

の近似を与えることを考える．$\phi(x)$ の任意の導関数もすべて高々多項式の増大度であると仮定す
ると、 テイラー展開による近似

$E[\phi(F(\epsilon))]\sim\sum_{n=0}^{\infty}\epsilon^{n}\sum_{\pi\iota=1}^{n}\frac{1}{m!}\sum_{i_{1}+\cdots+i_{m}=n}E[\frac{d^{m}\phi}{dx^{m}}(f_{0})f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}|$ (1.4)

が得られる．しかし $\phi(x)$ が滑らかでない場合 (例えば $\phi(x)=(x-k)_{+}$ のような場合) は導関数

$\frac{d^{n}\phi}{dx^{n}}$ が超関数となり、右辺の近似に現れる各項

$E[\frac{d^{m}\phi}{dx^{m}}(f_{0})f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}|$ (1.5)

は意味を持たなくなる．このような、超関数 $\frac{d^{m}\phi}{dx^{m}}$ と確率変数ゐの合成に数学的な定式化を与えた
のが渡辺の理論 [25] である．この理論は、超関数とウィーナー汎関数の合成をウィーナー空間上の
超関数として定式化するものであるが、ここではテスト関数の空間などにはこだわらず、 フーリ

エ変換を用いて概略だけを説明する．

$R$上の急減少関数全体がなす空間を $S$ と書く．$\psi\in S$ とし、 関数 $E[Ge^{i\xi fo}]$ も急減少関数と仮定

する．ただし、 $G$ は確率変数である．$\mathcal{F}\psi(\xi)$ で、 フーリエ変換

$\mathcal{F}\psi(\xi)=\frac{1}{2\pi}\int e^{-i\xi x}\psi(x)dx$

を表すものとする．急減少関数 $\psi$ については、

$\psi(x)=\int \mathcal{F}\psi(\xi)e^{i\xi x}d\xi$
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が成り立つから、

$E[\psi(f_{0})G]=\int \mathcal{F}\psi(\xi)E[Ge^{i\xi fo}]d\xi$

と表すことができる．関数 $E[Ge^{i\xi fo}]$ は急減少関数であると仮定したから、次の評価が得られる．

$| E[\psi(f_{0})G]|=|\int \mathcal{F}\psi(\xi)E[Ge^{i\xi fo}]d\xi|\leq|\psi|_{H-s}\int(1+|\xi|^{2})^{s}|E[Ge^{i\xi fo}]|^{2}d\xi$ (16)

但し $s>0$ であり、 $|\cdot|_{H-s}$ は

$| \psi|_{H-s}=[\int(1+|\xi|^{2})^{-s}|\mathcal{F}\psi(\xi)|^{2}d\xi]^{\frac{1}{2}}$

で与えられるノルムである．$S$ をノルム $|\cdot|_{H-\delta}$ によって完備化した空間を $H_{-s}$ とする．$H_{-s}$ は超

関数を含む空間になる．例えば、 ディラックの点測度 $\delta_{x}$ の (超関数の意味での) フーリエ変換は
$\frac{1}{2\pi}e^{-iy\xi}$ で与えられるから、 $\delta_{x}\in H_{-1}$ となることが分かる．

$H_{-s}$ に属する超関数 $T$ に対して急減少関数の列 $\{\psi_{n}\}_{n\in N}$ で

$\lim_{narrow\infty}|\psi_{n}-T|_{H-.s}=0$

なるものが取れることに注意して、極限をとることにより超関数 $T$ と確率変数ゐとの合成を定義
する

$E[Tof_{0}]:=\lim_{narrow\infty}E[\psi_{n}(f_{0})]$ .

このような極限が存在することは、 (1.6) 式から

$\lim_{7\iota,rr\iotaarrow\infty}|E[\psi_{n}(f_{0})]-E[\psi_{m}(f_{0})]|\leq\lim_{n,marrow\infty}|\psi_{n}-\psi_{m}|_{H-},$ $\int(1+|\xi|^{2})^{s}|E[e^{i\xi fo}]|^{2}d\xi=0$

となることから従う．また、 この近似を用いれば

$E[T\circ f_{0}G]=\int \mathcal{F}T(\xi)E[Ge^{i\xi f0}]d\xi$ (1.7)

を満たすことも分かる．(1.5) において、 $\phi\in H_{-\infty}:=\bigcup_{s>0}H_{-s}$ ならば、 (1.7) を用いて (1.5) に意

味を与えることができる．例えば、ディラックの点測度 $T=\delta_{x}$ の場合は

$E[\delta_{x}\circ f_{0}]=\frac{1}{2\pi}\int e^{-ix\xi}E[e^{i\xi fo}]d\xi=p_{fo}(x)$

となる．ただし、 $p_{fo}(x)$ は確率変数 $fo$ の密度関数である．ここで、実際は $\delta_{x}ofo$ は確率変数では

ないため、左辺の平均は意味を持たない．そこで、 $E[T\circ f_{0}G]$ の代わりに

$\langle Tof_{0},$ $G \rangle=\int \mathcal{F}T(\xi)E[Ge^{i\xi fo}]d\xi$

と書くことにする．このように書くのは、 ウィーナー空間やボアソン空間などでは適当な位相の

下で

$Garrow\langle Tof_{0},$ $G\rangle$ (1.8)
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が (確率変数で張られる、ある線形位相空間 $D_{\infty}$ 上の) 連続線形汎関数になることが示されるか

らである．

この記法のもとで近似式 (14) を書き直すと、左辺は

$E[\phi(F(\epsilon))]=\langle\phi oF(\epsilon),$ $1\rangle=\langle \mathcal{F}\phi,$ $E[e^{i\xi F(\epsilon)}]\rangle$

一方で、右辺は
$\infty$ $n$

$\sum\epsilon^{n}\sum\frac{1}{m!}$ $\sum$ $E[\frac{d^{m}\phi}{dx^{m}}Ofof_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}]$

$n=0$ $m=1$ $i_{1}+\cdots+i_{m}=n$

$= \sum\epsilon^{n}\infty\sum^{n}\frac{1}{m!}$ $\sum$ $\langle\frac{d^{m}\phi}{dx^{m}}Ofo,$ $f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}\rangle$

$n=0$ $m=1$ $i_{1}+\cdots+i_{m}=n$

$= \sum^{\infty}\epsilon^{n}\sum^{n}\frac{(i\xi)^{m}}{m!}$ $\sum$ $\langle\phi of_{0},$ $E[f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}e^{i\xi fo}]\rangle$

$n=0$ $m=1$ $i_{1}+\cdots+i_{m}=n$

となる．従って、特性関数 $E[e^{i\xi F(\epsilon)}]$ を適当な意味で漸近展開できれば、 (1.4) を示すことができる．

石川保志氏との共同研究 [9] で、 ウィーナーボアソン空間上の汎関数 $F(\epsilon)$ がある非退化性の

条件 (Definition 1) を満たす時に、

$\lim_{\epsilonarrow}\sup_{0}\frac{1}{\epsilon^{n+1}}\int|R_{n}(\xi, \epsilon)|^{2}(1+|\xi|^{2})^{s}d\xi<\infty$, (1.9)

が成り立つことを示した．但し、 ここで瑞は特性関数の Taylor展開の剰余項

$R_{\eta}( \xi, \epsilon)=E[e^{i\xi F(\epsilon)}]-\sum_{l=0}^{n}\epsilon^{l}\sum_{m=0}^{l}\frac{(i\xi)^{m}}{m!}\sum_{l_{1}+\cdots l_{m}=l}E[f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}e^{i\xi fo}]$

である．このようにして $\phi\in H_{-\infty}$ の場合に漸近展開 (1.4) が得られる．

ところが、 オプション価格の価格付け $E[\phi(F)]$ に現れる関数 $\phi$ では $\phi\in H_{-\infty}$ となっていない

場合がある．例えば、 $\phi(x)=(x-k_{0})_{+}$ の場合、 そのフーリエ変換は

$\mathcal{F}\phi=\frac{ie^{-i\xi k_{0}}d}{2\pi d\xi}(\pi\delta-ip.v.\frac{1}{\xi})$ (1.10)

となる．右辺の p.v. $\frac{1}{\xi}$ はコーシーの主値である．従って $\phi\in H_{-\infty}$ となっていないことがわかる．

このような場合には、 (1.9) を修正する必要がある．第 2章で、 ウィーナーボアソン空間上のマ
リアバン解析について簡単に説明したあと、 第 3章において、 この点の修正の方針を簡単に説明

する．第 4章では、証券価格が (12) に従うヨーロピアンコールオプションの近似式の係数を具体

的に与える．

2 ウィーナーボアソン空間上のマリアバン解析について

超関数 $T\in H_{-\infty}$ と確率変数んの合成が定義されるためには、

$E[Ge^{i\xi fo}]\in S$ (2.1)
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を満たしている必要があった．この節ではウィーナー．ボアソン空間上の確率変数に対して、 (21)

が成り立つための十分条件を議論するため、 [10] 及び [9] にあるウィーナーボアソン空間上のマ

リアバン解析について紹介する．(2.1) が成り立つ確率変数 $G$ のクラスについても説明する．(2.1)
は特性関数の無限遠点での振舞いも示しており、 このことから確率変数んが密度を持つことや、
その密度関数の滑らかさが分かることに注意しておく．

2.1 モデル

–次元ブラウン運動 $(\Omega_{1}, \mathcal{F}_{1}, P_{1})\{W_{t};0\leq t\leq T\}$、及び、強度測度が $ds\mu(dx)$ の $[0, T]\cross R\backslash \{0\}$

上のポアソン配置 $(\Omega_{2}, \mathcal{F}_{2}, P_{2})\{N(A);A\in \mathcal{B}([0, T]\cross R\backslash \{0\})\}$ が与えられているものとする．但
し、 $\mu(dx)$ は

$\int_{R\backslash \{0\}}1\wedge|x|^{2}\mu(dx)<\infty$

を満たすものとする．また、

$(\Omega,\mathcal{F}_{0}, P)=(\Omega_{1}\cross\Omega_{2}, \mathcal{F}_{1}\otimes \mathcal{F}_{2}, P_{1}\cross P_{2})$

とする．$a(x)$ を無限回連続微分可能で、その任意の導関数は有界であるような関数とする．確率微
分方程式 (1.2)

$S_{t}^{(\epsilon)}=S_{0}+r \int_{0}^{t}S_{s-}^{(\epsilon)}ds+\epsilon\int_{0}^{t}a(S_{s-}^{(\epsilon)})odZ_{s}$,

を考える．但し、 ◇ dZ。は Marcus 積分，

$\int_{0}^{t}a(S_{s-}^{(\epsilon)})odZ_{s}=\int_{0}^{t}a(S_{s-}^{(\epsilon)})\circ dW_{s}$

$+ \int_{0}^{t}\int[\phi_{1}^{z}(S_{s-}^{(\epsilon)})-S_{s-}^{(\epsilon)}]\tilde{N}(dsdz)$

$+ \int_{0}^{t}\int[\phi_{1}^{z}(S_{s-}^{(\epsilon)})-S_{s-}^{(\epsilon)}-za(S_{s-}^{(\epsilon)})1_{\{|z|<1\}}]ds\mu(dz)$ ,

である．ここで、 $\tilde{N}(drdz)$ は補償つきボアソン配置 (compensated Poisson random measure)、 $\phi_{t}^{z}$

は

$\phi_{t}^{z}(x)=x+z\int_{0}^{t}a(\phi_{s}^{z}(x))ds$

で与えられるものとする．このような確率微分方程式は、Marcusの標準的確率微分方程式 (canonical

stochastic differential equation) として知られている．もし、 $a(x)=x$ ならば $S_{t}^{(1)}$ は幾何 L\’evy過

程となる．この意味で、 $S_{t}^{(\epsilon)}$ は幾何 L\’evy過程を一般化したものと考えられる．
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22 マリアバン解析について

マリアバン解析の結果について説明するため、 いくつかの記号を用意する．$h\in L^{2}([0, T];R^{m})$ に

対し

$I(h)= \int_{0}^{T}h(s)dW_{s}$ .

と書く．$f(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を滑らかな有界関数とし、確率変数

$X=f(I(h_{1}), \ldots,I(h_{n}))$

を考える．ウィーナー空間上の微分作用素 $D$ は次で定義される．

$D_{t}X= \sum_{l=1}^{n}\frac{\partial f}{\partial x_{l}}(I(h_{1}), \ldots, I(h_{n}))h_{l}(t)$ .

この微分作用素は、 $L^{2}(\Omega_{1}, \mathcal{F}_{1}, P_{1})$ 上の可閉な非有界作用素となることが知られている．(ウィー
ナー空間上のマリアバン解析については、 $[18]$ 、 [21] 参照．)

次にボアソン配置の汎関数の解析に用いる差分差用素を導入する．まずボレル集合 $A\subset[0, T]\cross$

$R\backslash \{0\}$ に対し

$N(A)0\epsilon_{u}^{+}=N(A\backslash \{u\})+1_{A}$

とする．次に

$\tilde{D}_{u}g(N(A_{1})_{\rangle}\ldots, N(A_{n}))=g(N(A_{1})\circ\epsilon_{u}^{+}, \ldots, N(A_{n})\circ\epsilon_{u}^{+})-g(N(A_{1}), \ldots, N(A_{n}))$.

によって差分作用素 $\tilde{D}$ を導入する．$\tilde{D}$ もまた可閉、 非有界作用素となる．

ウィーナー汎関数に対しては微分作用素 $D$
、 ボアソン配置の汎関数に対しては $\tilde{D}$ を用いて解析

する．漸近展開の定義のため [10] で導入されたノルムを用いる．

$|F|_{k,l,p}:=(|F|_{L^{p}}^{p}+ \sum_{0<k’<k}E[\int_{(s,x);|x|<1\}^{k’}}(\int_{[0,T]^{l’}}|\frac{D_{t}^{l’}\tilde{D}_{u}^{k’}F}{\gamma(u)}|^{2}dt)^{p/2}\hat{M}(du)])^{1/p}$ ,

$0\overline{<}l’\overline{\leq}l$

$1\overline{\leq}k’+l’$

ここで、 以下の記号を使った

$D_{t}^{l’}=D_{t_{1}}\cdots D_{t_{l’}}$ ,

$dt=dt_{1}\cdots dt_{l’}$ ,

$\tilde{D}_{u}^{k’}=\tilde{D}_{(s_{1},x_{1})}\cdots\tilde{D}_{(s_{k’},x_{k’})}$ ,

$\hat{M}(du)=|x_{1}|^{2}\cdots|x_{k’}|^{2}\mu(dx_{1})\cdots\mu(dx_{k’})$,

$\gamma(u)=|x_{1}|\cdots|x_{k’}|$ .
また、 ソボレフ空間を次で定義する．

$D_{k,l,p}=\{F;|F|_{k,l,p}<\infty\}$ ,

$D_{\infty}=\bigcap_{p\geq 2}\bigcap_{k,l=0}D_{k,l,p}$
.
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2.3 非退化性条件

確率変数が条件 (2.1) を満たすための十分条件について紹介する．$F\in D_{\infty}$ に対し

$\Xi(\rho,\beta)=\int_{0}^{T}|D_{t}F|^{2}dt+\Gamma(\rho)^{-1}\int_{\{(s,x)||x|^{2}<\rho\}}|\tilde{D}_{(s,x)}F|^{2}1_{\{|\overline{D}_{(\delta,x)}F|\leq\rho^{\beta}\}}ds\mu(dx)$ (2.2)

と置く．但し、

$\Gamma(\rho)=\int_{|z|\leq\rho\}}|z|^{2}\mu(dz)$

とおいた．(2.2) において、 $F$ がウィーナー汎関数にのみ依存するのであれば、 これはマリアバン

の共分散行列を与える．一方で $F$ がボアソン配置にのみ依存する場合は、 $\Xi(\rho, \beta)$ は [19] の非退化

性条件に現れる汎関数になる．

Theorem 1次の二つの条件を仮定する．

$(ND.1)$ ある $\alpha\in(0,2)$ が存在して、任意の $0<\rho<1$ に対し、

$\Gamma(\rho)\geq\rho^{\alpha}$

を満たす．

(ND.2) (非退化性条件) ある $\beta\in(\frac{\alpha}{2},1]$ が存在して、任意の $p\geq 1,$ $k\geq 0$ に対して

$\rho\in(0,1)_{\mathcal{T}}\in\{(s,xsupess\sup_{):|x|\leq 1\}^{k}}|\Xi(\rho,\beta)^{-1}\circ\epsilon_{\tau}^{+}|_{p}<\infty$

をみたす．但し、 $\epsilon_{\tau}^{+}=\epsilon_{u1}^{+}0\cdots 0\epsilon_{u_{n}}^{+}$ とした．

このとき、 $q=q(\alpha, \beta)\in(0,1)$ が存在して、任意の $n$、 及び $G\in D_{\infty}$ に対して

$\sup$
$|E[Ge^{i\xi F}]|\leq C(1+|\xi|^{2})^{-\sim}2qn_{n}$

$|G|_{k,l,p}=1$

が成り立つ．

(1.8) 式が $D_{\infty}$ 上の連続線形汎関数となることは、 この不等式と (1.6) から分かる．

漸近展開の議論をするため、パラメータつきの確率変数 $\{F(\epsilon);\epsilon\in(0,1)\}$ を考える．パラメー
タ付きの確率変数に対する非退化性は次のように定式化される．

Definition 1 $F(\epsilon)\in D_{\infty}$ が一様非退化性条件を満たすとは $\text{ョ_{}\beta}\in(0, \frac{\alpha}{2}]$ が存在して、任意の

$k,$ $l,$ $m\in Z_{+}p\geq 2$ に対して

$\lim_{\epsilonarrow 0}\sup_{\rho}\sup ess\sup_{(\in(0,1)\tau\in A\rho)^{m}}|\Xi(\rho,\beta, \epsilon)^{-1}\circ\epsilon_{\tau}^{+}|_{p}<\infty$
,
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を満たすときに言う．但し

$\Xi(\rho, \beta,\epsilon):=$

$\int_{0}^{T}|D_{t}F(\epsilon)|^{2}dt+\frac{1}{\Gamma(\rho)}\int_{0}^{T}\int_{|x|\leq\rho\}}|\tilde{D}_{(s,x)}F(\epsilon)|^{2}1_{\{|\tilde{D}_{(s,x)}F(\epsilon)|\leq\rho^{\beta}\}}ds\mu(dx)$ .

と置いた．

Theorem 2 (NDl) を仮定する．また、 $F(\epsilon)$ は一様非退化性条件を満たすとする．このとき任意
の $n$ に対して、 $k,$ $l,$ $\in z_{+},$ $p>2$ が存在して十分小さい任意の $\epsilon>0$ に対して

$\sup$ $|E[Ge^{i\xi F(\epsilon)}]|\leq C(1+|\xi|^{2})^{-q0\frac{n}{2}}$ ,
$|G|_{k,l,p}=1$

を満たす．ここで $q0=q0(\alpha, \beta)\in(0,1)$ である．

証明については [9] を参照．

3 ヨーロピアンコールオプションの近似公式について

3.1 St(のの漸近展開について

資産価格が次の確率微分方程式

$S_{t}^{(\epsilon)}=S_{0}+r \int_{0}^{t}S_{s-}^{(\epsilon)}ds+\epsilon\int_{0}^{t}a(S_{s-}^{(\epsilon)})odZ_{s}$ ,

に従うものとし、 ヨーロピアンコールオプションの近似公式

$E[(S_{T}^{(\epsilon)}-K^{(\epsilon)})_{+}]\sim\epsilon c_{1}+\epsilon^{2}c_{2}+\cdots$ (3.1)

について考えていく．ここで

$K^{(\epsilon)}=S_{0}e^{rT}+\epsilon k_{0}$

と置いた．そのため、 まず $S_{T}^{(\epsilon)}$ の漸近展開について説明する．$S_{T}^{(\epsilon)}$ は $\epsilon$ を変数とする関数に値をと

る確率過程とみなせる．このとき、 $\epsilon\mapsto S^{(\epsilon)}$ が $C^{\infty}((0,1))$ となる修正がとれ各導関数が形式的な

微分

$\frac{d^{n}S_{T}^{(\epsilon)}}{d\epsilon^{n}}=r\int_{0}^{t}\frac{d^{n}S_{s-}^{(\epsilon)}}{d\epsilon^{n}}ds+\int_{0}^{t}\frac{d^{n}}{d\epsilon^{n}}(\epsilon a(S_{s-}^{(\epsilon)}))\circ dW_{s}$

$+ \int_{0}^{t}\int\frac{d^{n}}{d\epsilon^{n}}(\epsilon[\phi_{1}^{z}(S_{s-}^{(\epsilon)})-S_{s-}^{(\epsilon)}])\tilde{N}(dsdz)$ (3.2)

$+ \int_{0}^{t}\int\frac{d^{n}}{d\epsilon^{n}}(\epsilon[\phi_{1}^{z}(S_{s-}^{(\epsilon)})-S_{s-}^{(\epsilon)}-za(S_{s-}^{(\epsilon)})1_{\{|z|<1\}}])ds\mu(dz)$ ,
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で与えられることが Fujiwara-Kunita [6] と同様に示せる．

$U_{t}^{(n)}:= \frac{d^{n}}{d\epsilon^{n}}S_{t}(\epsilon)|_{\epsilon=0}$

と置くと、 (3.2) から $U_{t}^{(1)},$ $U_{t}^{(2)},$
$\ldots$ , は次の線形確率微分方程式を満たすことが分かる :

$U_{t}^{(0)}=S_{0}+r \int_{0}^{t}U_{s-}^{(0)}ds=S_{0}e^{rt}$ ,

$U_{t}^{(1)}=r \int_{0}^{t}U_{s-}^{(1)}ds+\int_{0}^{t}a(U_{s-}^{(0)})odZ_{s},$
$\ldots$ .

また、 Ishikawa-Kunita [10] にあるように、任意の $k,$ $l\in N$ , 及び、 $p\geq 2$ に対し

$\sup_{\epsilon\in(0,1)}|\frac{d^{n}}{d\epsilon^{n}}S_{T}^{(\epsilon)}|_{k,l,p}<\infty$ .

を満たすことがわかる．従って Taylor の公式により、

$\lim_{\epsilonarrow}\sup_{0}\frac{|S_{T}^{(\epsilon)}-\sum_{n=0}^{m}\frac{\epsilon^{n}}{n!}U_{T}^{(n)}|_{k,l,p}}{\epsilon^{m+1}}\leq\lim_{\epsilonarrow}\sup_{0}\frac{1}{m!}|\int_{0}^{1}(1-\theta)^{m}\frac{d^{m+1}}{d\epsilon^{m+1}}S_{T}^{(\epsilon\theta)}d\theta|_{k,l,p}$

(3.3)

$\leq c\sup_{\epsilon\in(0,1)}|\frac{d^{r\iota}}{d\epsilon^{n}}S_{T}^{(\epsilon)}|_{k,l,p}<\infty$

を得る．

3.2 一様非退化性条件

$S_{T}^{(\epsilon)}$ が一様非退化性条件を満たせば、 $S_{T}^{(0)}$ の分布は滑らかな密度関数を持つことが示される．し
かし、 $S_{T}^{(0)}=S_{0}e^{rT}$ となるから、滑らかな密度関数を持たない．従って、 $S_{T}^{(\epsilon)}$ は一様非退化性条件

を満たさないことが分る．そこで、 $S_{T}^{(\epsilon)}$ に漸近展開を適用するのではなく、

$F( \epsilon)=\frac{S_{T}^{(\epsilon)}-S_{T}^{(0)}}{\epsilon}$ (3.4)

に対して適用することを考える．$K^{(\epsilon)}=S_{0}e^{rT}+\epsilon k_{0}=S_{T}^{(0)}+\epsilon k_{0}$ であるから (3.1) の左辺は

$E[(S_{T}^{(\epsilon)}-K^{(\epsilon)})_{+}]=\epsilon E[(F(\epsilon)-k_{0})_{+}]$

となる．従って、

$E[(F(\epsilon)-k_{0})_{+}]\sim c_{1}+\epsilon c_{2}+\cdots$ (3.5)

を与えることを考えればよい．また

$f_{n}= \frac{1}{(n+1)!}U_{T}^{(n+1)}$
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と置くと、 (3.3) より、 任意の $n,$ $k,$ $l\in Z_{\geq 0}$ と $p\geq 2$ に対して

$\lim_{\epsilonarrow}\sup_{0}\frac{|F(\epsilon)-\sum_{l--0}^{n}\epsilon^{l}f_{l}|_{k,l,p}}{\epsilon^{n+1}}<\infty$.

が成り立つことも分かる．

さて、 (3.4) で定義した $F(\epsilon)$ が一様非退化性条件を満たすための十分条件について説明する．$F(\epsilon)$

を微分すると
$D_{t}F( \epsilon)=\frac{1}{\epsilon}D_{t}S_{T}^{(\epsilon)}=\partial_{x}S_{t,T}^{(\epsilon)}(S_{t-}^{(\epsilon)})a(S_{t-}^{(\epsilon)})$ ,

となる．ここで $S_{t,T}^{(\epsilon)}=S_{T}^{(\epsilon)}\circ S_{t}^{(\epsilon)-1}$ . だから、

$\inf_{x\in R}a(x)>c_{0}$

とすると、

三 $( \epsilon, \rho)^{-1}0\epsilon_{u}^{+}\leq\int_{0}^{T}|D_{t}F(\epsilon)|^{-2}0\epsilon_{u}^{+}dt\leq c_{0}^{-2}\int_{0}^{T}|\partial_{x}S_{t,T}^{(\epsilon)}(S_{t-}^{(\epsilon)})|^{-2}\circ\epsilon_{u}^{+}dt$.

となり、 $F(\epsilon)$ は一様非退化牲条件を満たすことが分かる．$(\partial_{x}S_{t,T}^{(\epsilon)}(S_{t-}^{(\epsilon)})$ の可積分性については、

[10] の Lemma 62を参照．)

33 コールオプションの漸近展開について

さて、 第 1.1章で述べたように、 $\phi(x)=(x-k_{0})_{+}$ は超関数のクラス $H_{-\infty}$ には属していない．

そこで、 まず

$\mathcal{F}(x-k_{0})_{+}=\mathcal{F}((1+x^{2})\frac{(x-k_{0})_{+}}{1+x^{2}})=(1-\frac{d^{2}}{d\xi^{2}})\mathcal{F}(\frac{(x-k_{0})_{+}}{1+x^{2}})$

と書けることに注意する．ここで、 $\frac{(x-k_{0})_{+}}{1+x^{2}}$ は二乗可積分であるから $\mathcal{F}(\frac{(x-k_{0})_{+}}{1+x^{2}})$ も二乗可積分で

ある．また、 微分は超関数の意味での微分である．このことから、

$E[(F(\epsilon)-k_{0})_{+}]=\lim_{Rarrow\infty}E[(F(\epsilon)-k_{0})_{+};F(\epsilon)\leq R]$

$= \lim_{Rarrow\infty}\langle \mathcal{F}((x-k_{0})1_{\{x\leq R\}}),$
$E[e^{i\cdot F(\epsilon)}]\rangle$

$= \lim_{Rarrow\infty}\int \mathcal{F}(\frac{(x-k_{0})_{+}1_{\{x\leq R\}}}{1+|x|^{2}})(\xi)(1-\frac{d^{2}}{d\xi^{2}})E[e^{i\xi F(\epsilon)}]d\xi$

$= \int \mathcal{F}(\frac{(x-k_{0})_{+}}{1+|x|^{2}})(\xi)(1-\frac{d^{2}}{d\xi^{2}})E[e^{i\xi F(\epsilon)}]d\xi$

と書ける．従って特性関数の漸近展開 (19) の代わりに、

$(1- \frac{d^{2}}{d\xi^{2}})E[e^{\dot{\iota}\xi F(\epsilon)}]$

の漸近展開を考えればよい．

次の定理は (19) を修正したものである．証明は (19) と同様にできるが、多くの準備を要する

ので省略する．
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Theorem 3 $F(\epsilon)=\infty S^{(\epsilon)}-S^{(0)}\epsilon$ が一様非退化性条件を満たすとする．

また、 $f1,$ $f_{2},$
$\ldots,$

$f_{n},$
$\ldots$ が存在して、任意の $n,$ $k,$ $l\in Z_{\geq 0}$ と $p\geq 2$ に対して

$\lim_{\epsilonarrow}\sup_{0}\frac{|F(\epsilon)-\sum_{l--0}^{n}\epsilon^{l}f_{l}|_{k,l,p}}{\epsilon^{n+1}}<\infty$.

を満たすとする．このとき任意の $s>0$ に対して

$\lim_{\epsilonarrow}\sup_{0}\frac{1}{\epsilon^{n+1}}\int|(1-\frac{d^{2}}{d\xi^{2}})R_{n}(\xi, \epsilon)|^{2}(1+|\xi|^{2})^{s}d\xi<\infty$,

但し、 ここで塩は特性関数の Taylor展開の剰余項

$R_{\triangleleft\iota}( \xi,\epsilon)=E[e^{i\xi F(\epsilon)}]-\sum_{l=0}^{n}\epsilon^{l}\sum_{m=0}^{l}\frac{(i\xi)^{m}}{m!}\sum_{i_{1}+\cdots i_{m}=l}E[f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}e^{i\xi fo}]$

である．

この定理を用いれば、 (3.5) の近似式は

$E[(F(\epsilon)-k_{0})_{+}]$

$= \int \mathcal{F}(\frac{(x-k_{0})_{+}}{1+|x|^{2}})(\xi)(1-\frac{d^{2}}{d\xi^{2}})E[e^{\xi F(\epsilon)}]d\xi$

$\sim\sum_{n=0}^{\infty}\epsilon^{n}\int \mathcal{F}(\frac{(x-k_{0})_{+}}{1+|x|^{2}})(\xi)(1-\frac{d^{2}}{d\xi^{2}})\sum_{m=0}^{n}\frac{(i\xi)^{m}}{m!}\sum_{i_{1}+\cdots+i_{m}=n}E[f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}e^{i\xi fo}]d\xi$

$\sim\sum_{n=0}^{\infty}\epsilon^{n}\langle(1-\frac{d^{2}}{d\xi^{2}})\mathcal{F}(\frac{(x-k_{0})_{+}}{1+|x|^{2}}))\sum_{m=0}^{n}\frac{(i\xi)^{m}}{m!}\sum_{\dot{\iota}_{1}+\cdots+i_{m}=n}E[f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}e^{i\xi fo}]\rangle$

$\sim\sum_{l=0}^{\infty}\epsilon^{n}\langle \mathcal{F}(x-k_{0})_{+},\sum_{m=0}^{n}\frac{(i\xi)^{m}}{m!}\sum_{\dot{\iota}1+\cdots+i_{m}=n}E[f_{i_{1}}\cdots f_{i_{m}}e^{i\xi fo}]\rangle$

$\sim\sum_{n=0}^{\infty}\epsilon^{n}c_{\eta}$

となる．最後の式では

$c_{0}=\langle \mathcal{F}(x-k_{0})_{+},$ $E[e^{i\xi fo}]\rangle$ $c_{1}=\langle \mathcal{F}(x-k_{0})_{+},$ $i\xi E[fie^{i\xi fo}]\rangle$

$c_{2}=\langle \mathcal{F}(x-k_{0})_{+},$ $\frac{(i\xi)^{2}}{2}E[f_{1}^{2}e^{i\xi fo}]+E[f_{2}e^{i\xi f_{0}}]\rangle,$
$\ldots$ ,

(3.6)

と置いた．

4 係数の公式について

コールオプションの漸近展開に現れる係数は (36) で与えられるが、もう少し具体的な公式を与

えることができる．ここでは $c_{0},$ $c_{1}$ についての公式を説明する．関数 $(x-k_{0})_{+}$ のフーリエ変換は、
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(1.10) で与えられるから、関数 $E[e^{i\xi fo}],$ $E[fie^{i\xi fo}]$ を求めればよい．線形確率微分方程式 $U_{t}^{(1)}$ を

解いてみると、

$f_{0}=U_{T}^{(1)}= \int_{0}^{T}a(S_{0}e^{rs})dW_{s}+\int_{0}^{T}\int b(S_{0}e^{rs}, z)\tilde{N}(dsdz)$

$+ \int_{0}^{T}\frac{1}{2}a’a(S_{0}e^{rs})ds+\int_{0}^{T}\int[\phi_{1}^{z}(S_{0}e^{rs})-S_{0}e^{rs}-za(S_{0}e^{rs})1_{\{|z|<1\}}]\mu(dz)ds$

$= \int_{0}^{T}a(S_{0}e^{rs})dW_{s}+\int_{0}^{T}\int(\phi_{1}^{z}(y)-y)\tilde{N}(dsdz)+\int_{0}^{T}c(S_{0}e^{rs})ds$

となる．ここで、

$b(y, z)=\phi_{1}^{z}(y)-y$

$c(y)=\frac{1}{2}a’(y)a(y)+\int[\phi_{1}^{z}(y)-y-za(y)1_{\{|z|<1\}}]\mu(dz)$

と置いた．$f_{0}$ の特性関数については、

$E[e^{i\xi fo}]=\exp\{-\frac{\xi^{2}}{2}\int_{0}^{T}a^{2}(S_{0}e^{rs})ds+\int_{0}^{T}\int(e^{i\xi b(S_{0}e^{rs},z)}-1)\mu(dz)ds+i\xi\int_{0}^{T}c(S_{0}e^{rs})ds\}$

と求めることができる．次に、 $fi$ については、

$f_{1}= \frac{1}{2}U_{T}^{(2)}=\int_{0}^{T}a’(S_{0}e^{rs})U_{s-}^{(1)}dW_{s}+\int_{0}^{T}\int b’(S_{0}e^{rs}, z)U_{s-}^{(1)}\tilde{N}(dsdz)+\int_{0}^{T}c’(S_{0}e^{rs})U_{s-}^{(1)}ds$

となり、 確率多重積分の和で表されることがわかる．

ところで、 ウィーナー積分についての次のカオス展開はよく知られている．

$e^{i\xi\int_{0}^{T}\psi(s)dW_{\delta}}= E[e^{i\xi\int_{0}^{T}\psi(s)dW_{s}}]\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(i\xi)^{n}}{n!}I_{n}(\otimes^{n}\psi)$ ,

但し、 ここで $I_{n}$ は多重Wiener 積分

$I_{n}( \otimes^{n}\psi)=\int_{[0,T]^{n}}\psi(t_{1})\cdots\psi(t_{7l})dW_{t_{1}}dW_{t_{2}}\cdots dW_{t_{n}}$

を表すものとする．また、 ボアソン配置に関する積分については、 Surgailis [22] による次の展開

公式

$e^{i\xi\int_{0}^{T}\int g(s,x)\tilde{N}(dsdx)}= E[e^{i\xi\int_{0}^{T}\int g(s,x)\overline{N}(dsdx)}]\sum_{n=0}^{\infty}\frac{1}{n!}J_{n}(\otimes^{n}(e^{i\xi g}-1))$

が知られている．ここで、 $J_{n}$ はボアソン配置に関する多重積分

$J_{n}( \otimes^{n}\phi)=\int_{([0,T]\cross R)^{n}}\phi(t_{1}, z_{1})\cdots\phi(t_{n}, z_{n})\tilde{N}(dt_{1}dz_{1})\cdots$ A $(dt_{n},dz_{n})$

である．
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確率多重積分についての直交性

$E[I_{n}(f)I_{m}(g)]=n!m!\langle f,$ $g\rangle 1_{\{n=m\}}$

$E[J_{n}(\phi)J_{m}(\psi)]=n!m!\langle\phi,$ $\psi\rangle 1_{\{n=m\}}$

が成り立つことと、 またブラウン運動 $W_{t}$ とボアソン配置 $N(dsdz)$ が独立であることを用いると

$E[fie^{i\xi fo}]=i\xi h_{1}(\xi)[\int_{0}^{T}\int_{0}^{u}S_{0}e^{r(T-s)}[g_{1}(s, \xi)g_{2}(u, \xi)+a^{2}(S_{0}e^{rs})a’(S_{0}e^{ru})a(S_{0}e^{ru})]dsdu$

$+ \int_{0}^{T}\int_{0}^{u}S_{0}e^{r(T-s)}\tilde{b}(s, \xi)\hat{b}(u, \xi)dsdu]$

と計算できる．但し、 ここで

$g_{1}(u, \xi)=i\xi a^{2}(S_{0}e^{ru})+\tilde{b}(S_{0}e^{ru}, \xi)+c(e^{ru})$

$g_{2}(u, \xi)=i\xi a’(S_{0}e^{ru})a(S0e^{ru})+\hat{b}(S_{0}e$。$u, \xi)+c’(S_{0}e$。u
$)$

$\tilde{b}(y,\xi)=\int b(y, z)(e^{i\xi b(e^{ru},z)}-1)\mu(dz)$

$\hat{b}(y, \xi)=\int b’(y, z)(e^{i\xi b(e^{ru},z)}-1)\mu(dz)$

と置いた．$c_{2}$ 以降の係数も、 同様の手法によって導くことができる．
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