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1. 序文

ここでは、実閉体 $R$ の通常の構造 $(R, +, \cdot, <)$ の順序極小拡張 $\mathcal{N}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ にお

いて、 デファイナブル $C^{r}G$写像の横断的条件について考察する。順序極小構造は、実数

体 $\mathbb{R}$ の順序極小拡張 $\mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, <, \ldots)$ に限っても、 [7] により、非可算無限個存在す

ることが知られている。

デファイナブル集合・デファイナブル写像に関する性質が [2] などにまとめられている。

また、 [8] では、実数体 $\mathbb{R}$ の場合において、少し一般化された形でまとめられている。

ここでは、デファイナブル写像は連続とし、特に断らなければ、すべて $\mathcal{N}=(R,$ $+,$ $\cdot,$
$<$

, .. $)$ で考えるものとする。

2. 準備

稠密線形で端点をもたない順序 $<$ をもった順序体 $(R, +, \cdot, <)$ が実体とは、以下の同値

な二つの条件のひとつを満たすことである。
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(1) $R$ の元 $x_{1},$
$\ldots,$

$x_{n}$ で、 $x_{1}^{2}+\cdots+x_{n}^{2}=-1$ となるものは存在しない。

(2) 任意の $R$ の元 $y_{1},$
$\ldots,$ $y_{m}$ に対して、 $y_{1}^{2}+\cdots+y_{m}^{2}=0$ならば、 $y_{1}=\cdots=y_{m}=0$ で

ある。

実体 $(R, +, \cdot, <)$ が実閉体とは、以下の同値な二つの条件のひとつを満たすことである。

(1) [多項式に関する中間値定理] 任意の $f(x)\in R$国に対して、 $a<b$かつ $f(a)\neq f(b)$

ならば、 $f([a, b]_{R})$ は、 $f(a)$ と $f(b)$ のあいだの値をすべて含む。ただし、 $[a, b]_{R}=\{x\in$

$R|a\leq X\leq b\}$ とする。

(2) $R[i]=R[x]/(X^{2}+1)$ が代数閉体となる o

$\mathcal{N}=$ $(R, +, , <, \cdots)$が順序極小 (o-minimal) とは、 $R$の任意のデファイナブル集合が点

と開区間の有限和となることである。ここで、開区間とは、 $(a, b)_{R}=\{x\in R|a<x<b\}$ ,

$-\infty\leq a<b\leq\infty$ を表すものとする。

実閉体 $(R, +, \cdot, <)$ は、 順序極小であり、デファイナブル集合全体は、 semialgebraic集

合全体に一致する。

ここでは、特に断らない限り、 実閉体 $(R, +, \cdot, <)$ の順序極小拡張 $\mathcal{N}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$

で考察する。

実数係数 Plliseux級数 $\mathbb{R}[X]^{\wedge}$
、 すなわち、 $\sum_{i=k}^{\infty}a_{i}X^{\frac{i}{q}},$ $k\in \mathbb{Z},$ $q\in \mathbb{N},$ $a_{i}\in \mathbb{R}$ と表される

もの全体は、実閉体となり、非アスキメデス的である。

実数体 $\mathbb{R}$

、
$\mathbb{R}_{alg}=$ { $x\in \mathbb{R}|x$ は $\mathbb{Q}$ 上代数的である} は、 アルキメデス的である。

以下の事実が知られている。

定理 21. (1) 実閉体の標数は 0である。

(勿可算以上の任意の濃度 $\kappa$ に対して、 $2^{\kappa}$個の同型でない実閉体で濃度 $\kappa$のものが存在

する。

定義 22. $X\subset R^{n\text{、}}Y\subset R^{m}$をデファイナブル集合とする。連続写像 $f$ : $Xarrow Y$がデフア

イナブル写像とは、 $f$ のグラフ $(\subset R^{n}\cross R^{m})$ がデファイナブル集合となることである o

デファイナブル集合 $X\subset R^{n}$ がデファイナブリーコンパクトとは、任意のデファイナ

ブル関数 $f$ : $[0,1)_{R}arrow X$ に対して、極限点 $\lim_{xarrow 1-0}f(x)$ が $X$ 内に存在することである。

ただし、 $[0,1)_{R}=\{x\in R|0\leq x<1\}$ とする。デファイナブル集合 $X\subset R^{n}$ がデファイ

ナブリー連結とは、 $X$ の二つの空でないデファイナブル開集合 $Y,$ $Z$ で、 $X=Y\cup Z$かつ

$Y\cap Z=\emptyset$ となるものが存在しないことである。

コンパクトデファイナブル集合は、デファイナブリーコンパクトであるが、デファイ

ナブリーコンパクト集合は、 コンパクトとは限らない。連結デファイナブル集合は、デ
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ファイナブリー連結であるが、 デファイナブル連結集合は、 連結とは限らない。たとえ
ば、 $R=\mathbb{R}_{alg}$ ならば、 $[0,1]_{R_{alg}}=\{x\in \mathbb{R}_{alg}|0\leq x\leq 1\}$ は、デファイナブリーコンパクト

かつデファイナブリー連結であるが、 コンパクトでも連結でもない。

定理 2.3 ([61). $R^{n}$ のデファイナブル集合 $X$ に対して、 $X$ がデファイナブリーコンパクト

集合であることと有界閉集合であることは同値である。

位相空間論でよく知られている、コンパクト集合、連結集合の連続写像のよる像が、そ

れぞれ、 コンパクト集合、連結集合となることのデファイナブル版が以下である。

命題 2.4. $X\subset R^{n\text{、}}Y\subset R^{m}$をデファイナブル集合、 $f$ : $Xarrow Y$ をデファイナブル写像と

する。 $X$ がデファイナブリーコンパクト (デファイナブリー連結)ならば、 $f(X)$ はデフア

イナブリーコンパクト (デファイナブリー連結) である。

デファイナブル関数に対して、中間値の定理が成り立つ。

定理 25(中間値の定理). $[a, b]_{R}=\{x\in R|a\leq x\leq b\}$ 上の任意のデファイナブル関数

$f(x)$ に対して、 $a<b$かつ $f(a)\neq f(b)$ ならば、 $f([a, b]_{R})$ は、 $f(a)$ と $f(b)$ のあいだの値を

すべて含む。

定義 26. (1) $R^{n}$ のデファイナブル部分集合 $G$ がデファイナブル群とは、 $G$ が群であっ

て、群演算 $G\cross Garrow G$ と $Garrow G$がデファイナブルとなることである。

(2) デファイナブル群 $G$がデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とは、 $G$ がデ

ファイナブリーコンパクトとなることである。

定義 27. $G$ をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。 $G$から $O_{n}(R)$ への

群準同型が表現とは、それがデファイナブルであることである。ただし、 $O_{n}(R)$ は、 $R$の

$n$次直交群とする。 $G$ の表現空間とは、 $G$ の表現から誘導される直交作用をもった $R^{n}$ の

ことである。デファイナブル $G$集合とは、 $G$ の表現空間の $G$不変デファイナブル部分集

合のことである。

直交表現のみに制限して考えることにより、定理 33で述べる管状 $G$近傍の存在を証明

することができる。

$X\subset R^{n},$ $Z\subset R^{m}$ をデファイナブル集合とし、 $f$ : $Xarrow Z$ をデファイナブル写像と

する。 $f$ がデファイナブル同相写像とは、 デファイナブル写像 $h$ : $Zarrow X$ が存在して、

$foh=id_{Z}$ かつ $hof=id_{X}$ となることである。また、 $f$がデファイナブリー固有とは、 $Z$
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の任意のデファイナブリーコンパクト部分集合 $C$ に対して、 $f^{-1}(C)$ がデファイナブリー

コンパクトとなることである。
$X\subset R^{n},$ $Z\subset R^{m}$をデファイナブル開集合とし、 $f$ : $Xarrow Z$ をデファイナブル写像とす

る。 $f$がデファイナブル $C^{r}$写像とは、 $f$が $C^{r}$写像となることである。デファイナブル $C^{r}$

写像 $f$がデファイナブルぴ微分同相写像とは、 $f$がぴ微分同相写像となることである。

定義 2.8. $r$ を非負整数または $\infty$ とする。 Hallsdorff空間 $X$ が $n$次元デファイナブル $C^{r}$

多様体とは、 $X$ の有限開被覆 $\{U_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda\text{、}}R^{n}$ の有限個の開集合 $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ と有限個の同相写

像 $\{\phi_{\lambda}:U_{\lambda}arrow V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ が存在して、 $U_{\lambda}\cap U_{\nu}\neq\emptyset$ となる $\lambda,$ $\nu$ に対して、 $\phi_{\lambda}(U_{\lambda}\cap$ の $)$ がデ

ファイナブルかつ $\phi_{\nu}0\phi_{\lambda}^{-1}$ : $\phi_{\lambda}(U_{\lambda}\cap U_{\nu})arrow\phi_{\nu}(U_{\lambda}\cap U_{\nu})$がデファイナブル $C^{r}$微分同相写

像となることである。

このとき、 $(U_{\lambda}, \phi_{\lambda})$ をデファイナブル $C^{r}$ 座標近傍系という。

定義 29. デファイナブル $C^{r}$ 多様体 $G$がデファイナブル $C^{r}$ 群とは、 $G$ が群であって、群
演算 $G\cross Garrow G$ と $Garrow G$がデファイナブル $C^{r}$ 写像となることである。

定理 210. (1) $G$をデファイナブル群とする。任意の自然数 $r$ に対して、 $G$ は、デファイ

ナブルぴ群同型を除いて、ただひとつのデファイナブル $C^{r}$ 群構造をもつ。

(2) $\mathcal{N}$ が実数体 $\mathbb{R}$ の順序極小拡張かっ $C^{\infty}$ セル分解性質をもつならば、 (1) において、
$r=\infty$ とすることができる。

$R^{n}$ のデファイナブル部分集合 $X$ に対して、オイラー数 $\chi(X)$ をデファイナブルホモロ

ジー的にも定義することができる。

定理 211 ([1]). $G$ が無限位数デファイナブリーコンパクトデファイナブル群ばらば、

$\chi(G)=0$ である。

定理 211において、無限位数の条件は必要である。 $G$が位数 $k$の有限群ならば、$\chi(G)=k$

となる。

系 212. $R=\mathbb{R}$かつ $G$が 1次元以上のコンパクト Lie群ならば、 $\chi(G)=0$ である。

定理 213. (1) (デファイナブル三角形分割). $S\subset R^{n}$ をデファイナブル集合、 $S_{1},$
$\ldots$ ,亀

を $S$ のデファイナブル部分集合とする。 このとき、 $R^{n}$ の有限単体複体 $K$ とデファイナブ

ル写像 $\phi:Sarrow R^{n}$が存在して、 $\phi$ は、 $S$ と各 $S_{i}$ を $K$ の開単体の和集合にデファイナブル

同相的に写す。 $S$がデファイナブリーコンパクトならば、 $K=\phi(S)$ とできる。
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(2) (部分的デファイナブル自明性). $X,$ $Z$ をデファイナブル集合とし、 $f$ : $Xarrow Z$をデフア

イナブル写像とする。 このとき、 $Z$ のデファイナブル集合への有限分割 $\{T_{i}\}_{i=1}^{k}$ とデフア

イナブル同相写像 $\phi_{i}$ : $f^{-1}(T_{i})arrow T_{i}\cross f^{-1}(z_{i})$ が存在して、 $f|f^{-1}(T_{i})=p_{i}o\phi_{i},$ $(1\leq i\leq k)$

とできる。ただし、 $z_{i}\in T_{i\text{、}}p_{i}$ : $T_{i}\cross f^{-1}(z_{i})arrow T_{i}$は射影とする。

(3) (デファイナブル商空間の存在). $G$ をデファイナブリーコンパクトデファイナブル群

とし、 $X$ をデファイナブル $G$集合とする。 このとき、軌道空間 $X/G$ はデファイナブル

集合であって、射影 $\pi;Xarrow X/G$は全射デファイナブルリー固有デファイナブル写像で

ある。

(4) (デファイナブル $C^{r}$ 関数の零点集合). $A\subset R^{n}$ をデファイナブル閉集合とし、 $r$ を自

然数とする。デファイナブルぴ関数 $f$ : $R^{n}arrow R$が存在して、 $A=f^{-1}(0)$ となる。

定義 214. $r$ を非負整数または $\infty$ とし、 $G$ をデファイナブル $C^{r}$ 群とする。デファイ

ナブルぴ多様体 $X$ と $X$ 上の群作用 $\phi$ の組 $(X, \phi)$ がデファイナブル $C^{r}G$ 多様体とは、

$\phi;G\cross Xarrow X$ がデファイナブル $C^{r}$写像となることである。

デファイナブル $C^{r}G$ 多様体を表すときは、 $(X, \phi)$ と書くのを省略して、 $X$ と書く。

3. 横断的条件

以下では、 $r\geq 1$ とする。

定義 3.1. $G$ をデファイナブル $C^{r}$ 群とする。

(1) $G$ の表現空間 $\Omega$ の $G$不変デファイナブル $C^{r}$ 部分多様体をデファイナブル $C^{r}G$部

分多様体という。

(2) $Y$ を $G$ の $l$ 次元表現空間 $\Omega$ のデファイナブル $C^{r}G$部分多様体とする。任意の $y\in$

$Y$ に対して、 $T_{y}(Y)$ で $y$ における $Y$ の接ベクトル空間を表すとする。 $Y$ の接束 $T(Y)$ を

$\bigcup_{y}\in Y\{y\}\cross T_{y}(Y)\subset R^{2l}$ と定義する。

(の任意の $y\in Y$ に対して、 $N_{y}(Y)$ で $\Omega$ の通常の内積に関する $T_{y}(Y)$ の直交補空間を

表すとする。 $Y$ の法束 $N(Y)$ を $\bigcup_{y\in Y}\{y\}\cross N_{y}(Y)\subset R^{2l}$ と定義する o

[5] の議論により、以下の補題を得る。

補題 32. 定義 31の $R^{2l}$ は $G$表現空間三となり、 $\Omega\cross\{0\}$ は $G$不変で、 $T(Y)$ と $N(Y)$ は

三のデファイナブル $C^{r-1}G$部分多様体となる。
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定義 31の $T(Y)$ に関しては、 $Y$ が $G$ の表現空間のデファイナブル $C^{r}G$部分多様体と

仮定しない、デファイナブル $C^{r}G$多様体の仮定のみで、 $T(Y)$ はデファイナブル $C^{r-1}G$

多様体となることを証明することができる。
$X\subset R^{n},$ $Y\subset R^{m}$ をデファイナブルぴ部分多様体とする。デファイナブル $C^{r}$ 写像

$f$ : $Xarrow Y$が沈みこみとは、任意の $x\in X$ に対して、 $x$ における $f$の微分 $(df)_{x}$ : $T_{x}(X)arrow$

$T_{f(x)}Y$ が全射となることである。

定理 33(管状 $G$近傍の存在 [4]). $G$ をデファイナブル $C^{r}$ 群とする。 $X$ を境界をもたな
い $G$表現空間 $\Omega$ のデファイナブリーコンパクトデファイナブル $C^{r}G$ 部分多様体とする。

このとき、 $X$ の $\Omega$ における $G$不変デファイナブル開近傍 $V$ とデファイナブル $C^{r-1}G$沈
めこみ $\theta;Varrow X$ が存在して、 $\theta|X=id_{X}$ となる。

命題 34. $\Omega$ , 三をデフ ァイナブル $C^{r}$ 群の $G$ の表現空間とする。 $X\subset\Omega,$ $Y\subset$ 三をデフア

イナブル $C^{r}G$部分多様体とし、 $Y$ をデファイナブリーコンパクトかつ境界がないとする。
$f$ : $Xarrow Y$ をデファイナブル $C^{r}G$写像、 $D$ を三の単位開球体とする。 このとき、デファ
イナブル $C^{r-1}G$写像 $F$ : $X\cross Darrow Y$ が存在して、 $F(x, 0)=f(x)$ かつ $x\in X$ を固定す

るとき、 $F_{x}$ : $Darrow Y,$ $F_{x}(d)=F(x, d)$ は、 デファイナブル $C^{r-1}G$沈めこみとなる。

定義 35. $f$ : $Xarrow Y$ をデファイナブル $C^{r}$写像とする。点 $x\in X$ が $f$ の臨界点とは、す

べての $f$ の一階微分が $x$ で $0$ となることである。 $x$ が $f$ の臨界点のとき、 $f(x)$ を $f$の臨界

値という。

Sard の定理のデファイナブル版として、以下が成立する。

定理 3.6 ([1]). $X\subset R^{n},$ $Y\subset R^{m}$ をデファイナブル $C^{1}$ 部分多様体とし、 $f$ : $Xarrow Y$ をデ

ファイナブル $C^{1}$ 写像とする。 このとき、 $f$ の臨界値全体の集合は、デファイナブルかつ

その次元は $\dim Y$ より小さくなる。

$R=\mathbb{R}$ のとき、定理 36の拡張が [3] でなされている。

定義 37. $X,$ $Y$ を $R^{n}$ のデファイナブル $C^{r}$ 部分多様体とし、 $Z$ を $Y$ のデファイナブル $C^{r}$

部分多様体とする。デファイナブル $C^{r}$ 写像 $f$ : $Xarrow Y$ が $Z$ と横断的とは、 $f(x)\in Z$ と

なるすべての $x\in X$ に対して、 $(df)_{x}(T_{x}X)+T_{f(x)}Z=T_{f(x)}Y$ となることである o

デファイナブル $C^{r}G$ 多様体 $X$ がアフィンとは、 $X$ がある $G$表現空間のあるデファイ

ナブル $C^{r}G$部分多様体とデファイナブル $C^{r}G$微分同相となることである。
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定理 38([4]). $G$ をデファイナブリーコンパクトデファイナブル $C^{r}$ 群とする。 $X,$ $Y,$ $D$

をアフィンデファイナブル $C^{r}G$ 多様体で、 $Y$ と $D$ は境界がないとし、 $F$ : $X\cross Darrow Y$

をデファイナブル $C^{r}G$写像とする。 $Z$ を $Y$ のデファイナブル $C^{r}G$部分多様体で境界が

ないとする。 $F$ と $F|\partial(X\cross D)$ が $Z$ と横断的ならば、 $\dim D$ より小さい次元の $G$不変デ

ファイナブル集合の外の任意の点 $d$に対して、 $f_{d}$ と $f_{d}|\partial X$ は $Z$ と横断的である。ただし、
$f_{d}$ : $Xarrow Y,$ $f_{d}(x)=F(x, d)$ とする。

定義 3.9. $G$ をデファイナブリーコンパクトデファイナブル $C^{r}$ 群、 $X,$ $Y$ をデファイナブ

ノレ $C^{r}G$ 多様体とし、 $f,$ $h$ : $Xarrow Y$ をデファイナブル $C^{r}G$写像とする。 $f$ が $h$ とデファイ

ナブリー $C^{r}G$ ホモトピックとは、デファイナブル $C^{r}G$写像 $F$ : $X\cross[0,1]_{R}arrow Y$が存在

して、任意の $x\in X$ に対して、 $f(x)=F(x, 0)$ かつ $h(x)=F(x, 1)$ となることである。た

だし、 $[0,1]_{R}=\{t\in R|0\leq t\leq 1\}$ 上の $G$作用は自明とする。

定理 310 ([4]). $G$ をデファイナブリーコンパクトデファイナブル $C^{r}$群とし、 $X,$ $Y$ をア

フィンデファイナブル $C^{r}G$ 多様体で、 $Y$ はデファイナブリーコンパクトかつ境界がない

とする。 このとき、任意のデファイナブル $C^{r}G$写像 $f$ : $Xarrow Y$ と任意の $Y$ のデファイナ

ブル $C^{r}G$部分多様体 $Z$ に対して、デファイナブル $C^{r-1}G$写像 $h$ : $Xarrow Y$ が存在して、 $h$

は $f$ とデファイナブリー $C^{r-1}G$ ホモトピックかつ $h$ と $h|\partial X$ は $Z$ と横断的である。

定理 311 ([4]). $R=\mathbb{R}$ とし、 $G$ をコンパクトデファイナブル $C^{r}$ 群とする。 $X,$ $Y$ をア

フィンデファイナブル $C^{r}G$多様体で、 $Y$ はコンパクトかつ境界がないとする。 $f$ : $Xarrow Y$

をデファイナブル $C^{r}G$写像とし、 $Z$ を境界のない $Y$ のデファイナブル $C^{r}G$部分多様体

とする。 $f|\partial X$ が $Y$ と横断的かつ $\partial X$ がコンパクトならば、デファイナブル $C^{r-1}G$ 写像

$h$ : $Xarrow Y$ が存在して、 $h$ は $f$ とデファイナブリー $C^{r-1}G$ ホモトピッ久 $f|\partial X=h|\partial X$

かつんは $Z$ と横断的である。

定理 38の証明のアイデア．

$X,$ $Y,$ $D$ がアフィンなので、ある $G$表現空間のデファイナブル $C^{r}G$部分多様体として

よい。 Sard の定理のデファイナブル版である定理 36を用いて、 $\dim D$ より小さい次元の

デファイナブル集合 $A$ の外の任意の点 $d$ に対して、んと $f_{d}|\partial X$ は $Z$ と横断的であるよう

にできる。 $G$表現空間は、直交表現空間なので、 $A$ は $G$不変にとれる。

定理 310の証明のアイデア．

定理 38を用いる。
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定理 311の証明には、定理 38と以下の定理 312が必要である。定理 312は、定理 213
(4) の同変版である。

定理 3.12 ([4]). $R=\mathbb{R}$ とし、 $G$ をコンパクトデファイナブル $C^{r}$群とする。 $A$ を $G$表現

空間 $\Omega$ の $G$不変デファイナブル閉集合とする。 $G$不変デファイナブル $C^{r}$ 関数 $f$ : $\Omegaarrow R$

が存在して、 $A=f^{-1}(0)$ となる。
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