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関数空間の性質を調べる為の有効な手段の 1つは，その空間に属する各関数を適
切な関数系を用いて展開し，その展開式に現れる展開係数によって特徴付けを行な
う事である．ウェーブレットはこの手段を実現できる優れた関数系を与える．適当
な滑らかさ，減少度，帯域制限性あるいは台のコンパクト性といった特性に着目し
てウェーブレットを用いる事で，様々な関数空間の特徴付けや無条件基底の構成が
可能となる．更に，Lebesgue空間，Sobolev空間，Tkiebel-Lizorkin空間などにおい
ては，無条件基底よりも優れたグリーディー基底と呼ばれる基底が構成できる事が
知られている ([16,21,50]). グリーディー基底は有限線形結合により精度の良い
非線形近似を与えるものであり，こうしたウェーブレットから構成される基底を用
いた近似理論は画像解析，信号解析，統計的推定および偏微分方程式の数値解析な
ど様々な分野で応用され注目されている．
多くの関数空間の中でも特にウェーブレットによる応用が実現されてきたクラス
の 1つが，$A_{p}$ ウェイトに関する重み付き関数空間である．$A_{p}$ ウェイトの理論は

Muckenhoupt [40] によって確立され，重み付き Lebesgue 空間における種々の作用
素の有界性が保証される事によって，実解析学の大いなる発展に繋がった．これま
でに Calder\’on-Zygmund の特異積分作用素の有界性や Fefferman-Stein のベクトル
値不等式を用いて，Lemari\’e-Rieusset [35] および Garcia-Cuerva-Martell [14] によっ
て重み付き Lebesuge空間の特徴付けと無条件基底の構成が示されている．更に，
の無条件基底の正規化によって重み付き Lebesgue空間におけるグリーディー基底が
得られる ([22,27,28]).
近年，実解析学，偏微分方程式論，ポテンシャル論，応用数学など数学の様々な
分野で注目されているのが変動指数関数空間と呼ばれる関数のクラスである．特に
最近では，電気流動体の数学モデル化や画像復元への応用において注目されている．
変動指数関数空間が最初に現れたのは 1951年出版の中野の本 [42] である．その
後，Kova’$\check{c}$ik-Ra’kosn\’ik [34] によって変動指数 Lebesgue空間と変動指数 Sobolev空間
の基本性質が明らかにされ，現在の発展に繋がっている．変動指数関数空間におけ
る重要課題の 1つが，Hardy-Littlewood の最大作用素 $M$ の有界性である．この有
界性は変動指数関数空間における様々な解析の実現に繋がるものであり，多くの研
究者がこの課題に取り組んできた．Diening [10], Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer
[8], Nekvinda [43] はそれぞれ独立して変動指数 Lebesgue 空間上 $M$ が有界となる

為の十分条件である log-H\"older 条件と呼ばれる結果を与えた．また，Cruz-Uribe-
Fiorenza-Martell-P\’erez [7] が証明した補外定理は，Calder\’on-Zygmund の特異積分
作用素，BMO 関数と特異積分作用素とのコミュテーター，マルチプライヤーといっ
た幾つかの重要な作用素の適当な条件下における変動指数 Lebesgue 空間上での有
界性を保証している．この補外定理を応用し，出来 [23], Kopaliani[33] はウェーブ
レットによる変動指数 Lebesgue空間の特徴付けを与え，無条件基底を構成した．し
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かしながら通常の Lebesgue空間の場合と異なり，変動指数 Lebesgue空間において
はグリーディー基底の構成ができないという事実を Kopaliani[33] が証明している．
ここで，本稿の概要を述べておきたい．1節では，多重解像度解析に基づいたウェー

ブレットの構成と幾つかの具体例について紹介する．2節では，本稿に登場する 4
種類の基底 (Shauder基底 無条件基底，グリーディー基底 デモクラティック基底)

の定義を確認する．3節においては，まず前半で Muckenhoupt の $A_{p}$ ウェイトの定
義と有名な事実について述べる．そして後半では，ウェーブレットによる重み付き
Lebesgue 空間の特徴付けと基底の構成についての結果を紹介する．4節では変動指
数 Lebesgue 空間について解説する．変動指数 Lebesgue空間を定義し，その基本性
質を述べ，Hardy-Littlewood の最大作用素に関する結果を紹介する．更に，変動指
数と Muckenhoupt の $A_{p}$ ウェイトとの関連性について議論し，2つの未解決問題に
も触れる．5節は，ウェーブレットの変動指数 Lebesgue空間への応用に関する結果
である．前半では，ウェーブレットによる変動指数 Lebesgue空間の特徴付けと基底
の構成に関する結果を述べる．後半においては，多重解像度解析に付随する直交射
影とウェーブレットによる特徴付けの変動指数 Lebesgue空間におけるモジュラー不
等式の結果を述べる．6節では，本稿で述べた以下の結果について証明を与える:. ウェーブレットによる重み付き Lebesgue 空間におけるグリーディー基底の構

成 (定理 38, 出来 [22], 出来-澤野 [27, 28]).. ウェーブレットによる変動指数 Lebesgue 空間の特徴付けと無条件基底の構成
(定理 53, 出来 [23], Kopaliani [33]).. 変動指数 Lebesgue空間におけるウェーブレットに関するモジュラー不等式 (定

理 55, 定理 57, 出未 [23] $)$ .

以下，本稿で用いる記号についてまとめておく．

1. $f$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上の関数とする．$i\in \mathbb{Z},$ $k=(k_{1}, \ldots, k_{n})\in \mathbb{Z}^{n}$ に対し，

$f_{j,k}(x)$ $;=$ $2^{jn/2}f(2^{j}x-k)$

$=$ $2^{jn/2}f(2^{j}x_{1}-k_{1}, \ldots, 2^{j}x_{n}-k_{n})$ $(x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{R}^{n})$

と書く．

2. $\mathbb{R}^{n}$ 上の関数 $f$ に対する Fourier 変換を

$\hat{f}(\xi):=\int_{Rn}f(x)e^{-ix\cdot\xi}dx$

によって定める．但し，$x=(x_{1}, \ldots, x_{n}),$ $\xi=(\xi_{1}, \ldots, \xi_{n})\in \mathbb{R}^{n}$ に対して $x\cdot\xi:=$

$x_{1}\xi_{1}+\ldots+x_{n}\xi_{n}$ である．
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3. $\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ は $\mathbb{R}^{n}$ における $L^{2}$-内積を意味する．すなわち，

$\langle f,$ $g \rangle:=\int_{Rn}f(x)\overline{g(x)}dx$ .

4. 可測集合 $S\subset \mathbb{R}^{n}$ に対し，$|S|$ は Lebesgue測度，$\chi_{S}$ は特性関数を意味する．

5. 可測集合 $S\subset \mathbb{R}^{n}$ と $\mathbb{R}^{n}$ 上の関数 $f$ に対して，$S$ における $f$ の平均値を $f_{S}$ で表

す．すなわち，$f_{S}:= \frac{1}{|S|}\int_{S}f(x)dx$ .
6. 集合 $\mathbb{N}_{0}$ は $0$ 以上の整数全体を表す．

7. 多重指数 $\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{n})\in N_{0^{n}}$ に対して，

$| \alpha|:=\sum_{\nu=1}^{n}\alpha_{\nu}$

と書く．また，関数 $f$ の $\alpha$ 回微分を

$D^{\alpha}f:= \frac{D^{|\alpha|}.f}{Dx_{1}^{\alpha_{1}}..Dx_{n}^{\alpha_{n}}}$

と表す．

8. 記号 $C$ は主たるパラメーターに依存しない正の定数を表す．
9. 立方体 $Q$ は各辺が各座標軸に平行であるもの，すなわち $(x_{1}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{R}^{n},$ $r>0$

によって $Q= \prod_{\nu=1}^{n}(x_{\nu}-r/2, x_{\nu}+r/2)$ と表されるものとする．

10. $j\in \mathbb{Z},$ $k=(k_{1}, \ldots, k_{n})\in \mathbb{Z}^{n}$ に対して，$Q_{j,k}$ は二進立方体

$Q_{j,k}:= \prod_{\nu=1}^{n}(2^{-j}k_{\nu}, 2^{-j}(k_{\nu}+1))$ .

を意味する．また，$xj,k:=2^{jn/2}\chi_{Q_{j,k}}$ と書く．

11. $\Omega$ は $\mathbb{R}^{n}$ の空でない開集合を表すものとする．
12. $C_{c}^{\infty}(\Omega)$ は無限回微分可能かつコンパクトな台を持つ $\Omega$ 上の関数全体を表す．

1 ウェーブレットと多重解像度解析

本節の内容は，ウェーブレットの専門書 [3,20,39,52] などで詳述されている．ま
ずは，ウェーブレットの定義を確認しておきたい．

定義 1.1. $\psi^{l}\in L^{2}(\mathbb{R}^{n})(l=1,2, \ldots, 2^{n}-1)$ とする．関数列

$\{\psi_{j,k}^{l}:l=1,2, \ldots, 2^{n}-1, j\in \mathbb{Z}, k\in \mathbb{Z}^{n}\}$ (1)

が $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ における正規直交基底を成す時，関数の集合 $\{\psi^{l} : l=1,2, \ldots, 2^{n}-1\}$

をウェーブレット集合と云う．更に，各 $\psi^{l}$ をウェーブレット，関数列 (1) をウェー

ブレット基底と呼ぶ．
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一般に，ウェーブレットは多重解像度解析と呼ばれる $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ の閉部分空間族を用
いて構成する事ができる．

定義 L2. 次の 6条件を満たす時，$L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ の閉部分空間族 $\{V_{j}\}_{j\in Z}$ は多重解像度解
析と呼ばれる:

1. 各 $j\in \mathbb{Z}$ に対して，$V_{j}\subset V_{j+1}$ .
2. $\cup V_{j}$ は $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ において稠密である．

$j\in Z$

3.
$\bigcap_{j\in Z}V_{j}=\{0\}$

.

4. 各 $j\in \mathbb{Z}$ に対して，$f\in V_{j}$ と $f(2^{-j}x)\in V_{0}$ は同値である．

5. $f\in V_{0}$ ならば，全ての $k\in \mathbb{Z}^{n}$ に対して $f(x-k)\in V_{0}$ .
6. ある $\varphi\in V_{0}$ で，関数列 $\{\varphi(x-k)\}_{k\in Zn}$ が $V_{0}$ の正規直交基底となるものが存在
する．この関数 $\varphi$ を $\{V_{j}\}_{j\in Z}$のスケーリング関数と云う．

条件 6. から 5. が導かれるのは明らかであり，文献によっては 5. を除く 5条件で定
義されている場合もある．また，3. はその他の条件から示される事が知られている．
スケーリング関数 $\varphi$ を持つ多重解像度解析 $\{V_{j}\}_{j\in Z}$ を考える．各 $i\in \mathbb{Z}$ に対して，

$P_{j}f:= \sum_{k\in Zn}\langle f,$
$\varphi_{j,k}\rangle\varphi_{j,k}$ $(f\in L^{2}(\mathbb{R}^{n}))$ (2)

と定めると，$P_{j}$ は $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ から $V_{j}$ への直交射影である．また，$V_{j+1}$ における陽の
直交補空間を $W_{j}$ とする．この時，ウェーブレット集合 $\{\psi^{l} : l=1,2, \ldots, 2^{n}-1\}$

で，各 $j\in \mathbb{Z}$ に対し関数列

$\{\psi_{j,k}^{l}:l=1,2, \ldots, 2^{n}-1, k\in \mathbb{Z}^{n}\}$

が $W_{j}$ の正規直交基底となるようなものを構成できる事が知られている．
$n=1$ の場合，スケーリング関数 $\varphi$ を用いて

$\psi(t):=\sum_{m=-\infty}^{\infty}\{(-1)^{m}\int_{-\infty}^{\infty}\varphi(u-m)\overline{\varphi(u/2)}du\}\varphi(2t+m+1)$ (3)

と定めれば，関数 $\psi$ はウェーブレットとなり，各 $i\in \mathbb{Z}$ に対し関数列 $\{\psi_{j,k}\}_{k\in Z}$ は $W_{j}$

の正規直交基底となる．従って，もしスケーリング関数 $\varphi$ が適当な滑らかさや減少度，
あるいは台のコンパクト性，帯域制限性といった性質を持つならば，(3) で与えられ
るウェーブレット $\psi$ も類似した性質を持っものとなる．また，全ての $m\in \mathbb{Z}$ に対し
て $\psi(\cdot-m)$ もウェーブレットであり，各 $i\in \mathbb{Z}$ に対し $\{(\psi(\cdot-m))_{j,k}\}_{k\in Z}=\{\psi_{j,k}\}_{k\in Z}$

が成り立っ事にも注意しておきたい．以下，一変数の場合におけるスケーリング関
数とウェーブレットについて幾っかの例を挙げておく．
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例 13.

1. まず，古典的な Haar 関数 ([17]) を紹介する．関数 $\varphi=\chi_{[0,1)}$ は，ある多重解像
度解析のスケーリング関数となる．この時，ウェーブレット $\psi=\chi_{[0}$ ,1/2$)^{-}x[1/2,1)$

が得られる．この $\varphi$ を Haarスケーリング関数，$\psi$ を Haar ウェーブレットと
呼ぶ事にする．

2. 次に，Shannon の例を紹介する．関数 $\varphi(t)=\frac{\sin\pi t}{\pi t}$ は，ある多重解像度解析の
スケーリング関数となる．$\varphi$ は実数値関数であり，帯域制限性 $\hat{\varphi}=\chi_{[-\pi,\pi]}$ を満
たしている．(この性質から有名な事実として知られている古典的なサンプリン
グ定理が導かれる．この点については後述の注意 14で触れておきたい．) この

スケーリング関数 $\varphi$ から，

$\hat{\psi}(\xi)=e^{i\xi/2}\chi_{[-2\pi,-\pi)\cup(\pi,2\pi]}(\xi)$

によってウェーブレット $\psi$ が与えられる．$\psi$ もまた実数値であり，帯域制限性
を持つ事が解かる．

3. 3番目に，Meyerの例を紹介する．スケーリング関数 で，Schwartz クラスに属し，実数値であり，帯域制限性 $supp\hat{\varphi}\subset[-\frac{4}{3}\pi,$
$\frac{4}{3}\pi]$ を満たすものが構成で

きる．この時，(3) によって与えられるウェーブレット $\psi$ もまた Schwartz クラ

スに属し，実数値であり，帯域制限性 $supp\hat{\psi}\subset[-\frac{8}{3}\pi,$ $- \frac{2}{3}\pi]\cup[\frac{2}{3}\pi,$ $\frac{8}{3}\pi]$ を満

たす．

4. 最後は，Daubechiesの例である．各自然数 $N\geq 2$ に対して，スケーリング関数
$\varphi$ で，実数値であり，$C^{r(N)}$ 級の滑らかさとコンパクトな台 $supp\varphi=[0,2N-1]$

を持つものが構成できる．但し，$r(N)$ は $N$ に関する増加関数である．これを
用いて，関数 $\psi$ を

$\psi(t)$ $:=$ $\sum_{m=-\infty}^{\infty}\{(-1)^{m}\int_{-\infty}^{\infty}\varphi(u-m)\overline{\varphi(u/2)}du\}\varphi(2(t-N)+m+1)$

$=$ $\sum_{m=0}^{2N-1}\{(-1)^{m}\int_{-\infty}^{\infty}\varphi(u-m)\overline{\varphi(u/2)}du\}\varphi(2t-2N+m+1)$ (4)

と定める．この時 $\psi$ はウェーブレットとなり，実数値で，$C^{r(N)}$級の滑らかさとコ

ンパクトな台 $supp\psi=[0,2N-1]$ を持つものとなる．この $\varphi$ を Daubechies ス
ケーリング関数，$\psi$ を Daubechiesウェーブレットと呼ぶ事にする．Daubechies
の例の構成については，前掲の 3冊の本に加え [9,36] についても参照されたい．

注意 1.4. Shannon のスケーリング関数の特性から導かれる古典的なサンプリング
定理について述べておく．関数 $f\in L^{2}(\mathbb{R})$ は，ある定数 $W>0$ に対し帯域制限性
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$supp\hat{f}\subset[-2\pi W, 2\pi W]$ を満たすとする．この時，$L^{2}(\mathbb{R})-$ノルム収束の意味で展開式

$f(t)= \sum_{k=-\infty}^{\infty}f(\frac{k}{2W})\varphi(2Wt-k)$ (5)

が成り立っ．更に，ノルム等式

$\Vert f\Vert_{L^{2}(R)}^{2}=\frac{1}{2W}\sum_{k=-\infty}^{\infty}|f(\frac{k}{2W})|^{2}$

も成立する．この結果は，その発見および証明において小倉，Shannon, 染谷，Whit-

takerたちが重要な役割を果たしており，彼らの名前の付いた定理として呼ばれる事が
多い．サンプリング定理に関しては多数の文献が存在するが，古典的な論文 [45,47],
最近の論説 [5,44] などを参照されたい．

次に多変数の場合について考察したい．議論を始める前に，$r$-正則と呼ばれる関
数のクラスを定義しておく．

定義 1.5. $r\in \mathbb{N},$ $f\in C^{r}(\mathbb{R}^{n})$ とする．全ての $m\in \mathbb{N}$ に対して定数 $C_{m}>0$ が存在

し，$|\alpha|\leq r$ を満たす任意の $\alpha\in N_{0^{n}}$ に対して

$|D^{\alpha}f(x)|\leq C_{m}(1+|x|)^{-m}$ $(x\in \mathbb{R}^{n})$

が成り立っ時，$f$ を $r$-正則と云う．

各 $r\in \mathbb{N}$ に対して，$r$-正則なスケーリング関数 $\varphi$ を持つ多重解像度解析 $\{V_{j}\}_{J\in Z}$

と，それに付随した $r$-正則なウェーブレットから成るウェーブレット集合を構成で
きるという事実が知られている．しかしながら一変数の場合と異なり，一般に多変
数の場合は $\varphi$ を用いて各ウェーブレットを直接記述するのは困難である．
ここで，テンソル積による多変数のウェーブレットの構成法を紹介しておこう．関

数 $\varphi^{0}\in L^{2}(\mathbb{R})$ はある多重解像度解析のスケーリング関数とし，$\varphi^{1}$ は $\varphi^{0}$ を用いて (3)
で定められるウェーブレットであるとする．添字集合

$E:=\{0,1\}^{n}\backslash \{(0,0, \ldots, 0)\}$

を考え，各 $\epsilon=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \ldots, \epsilon_{n})\in E$ に対して $\mathbb{R}^{n}$ 上の関数

$\varphi(x):=\prod_{\nu=1}^{n}\varphi^{0}(x_{\nu}),$ $\psi^{\epsilon}(x):=\prod_{\nu=1}^{n}\varphi^{\epsilon_{\nu}}(x_{\nu})$ $(x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{R}^{n})$ (6)

を定義する．更に各 $j\in \mathbb{Z}$ に対し，部分空間 $V_{j}:=\overline{span\{\varphi j,k\}_{k\in Zn}}^{L^{2}(R^{n})}$ を定める．こ
の時，$\{V_{j}\}_{j\in Z}$ はスケーリング関数 $\varphi$ を持つ多重解像度解析となる．同時に，$\{\psi^{\epsilon}\}_{\epsilon\in E}$
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はウェーブレット集合となり，各 $i\in \mathbb{Z}$ に対し $\{\psi_{j,k}^{\epsilon}:\epsilon\in E, k\in \mathbb{Z}^{n}\}$ は $W_{j}$ にお

ける正規直交基底となる．このテンソル積による構成法に従えば，多変数の場合に
おいて，台がコンパクトなスケーリング関数を持つ多重解像度解析および付随した
ウェーブレット集合で台がコンパクトなウェーブレットから成るものが構成できる．. $\varphi^{0}$ を例 $1.3.-4$ で述べた Daubechies スケーリング関数，$\varphi^{1}$ を (4) によって $\varphi^{0}$

から導かれる Daubechies ウェーブレットとする．そして，テンソル積 (6) に
よりスケーリング関数 $\varphi$ およびウェーブレット集合 $\{\psi^{\epsilon}\}_{\epsilon\in E}$ を構成する． こ

の時，$\varphi$ を $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ における Daubechies スケーリング関数，$\{\psi^{\epsilon}\}_{\epsilon\in E}$ を $\varphi$ に

付随した Daubechies ウェーブレット集合と呼ぶ．. 関数 $\varphi=\chi[0,1)^{n}$ を $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ における Haar スケーリング関数と呼ぶ．同時に，
$\varphi^{0}=\chi_{[0,1)}$ と $\varphi^{1}=\chi_{[0,1/2)}-\chi_{[1/2,1)}$ を使って (6) で与えられるウェーブレット
集合 $\{\psi^{\epsilon}\}_{\epsilon\in E}$ を Haar ウェーブレット集合と呼ぶ．

2 基底

本節では，Banach 空間における 4種類の基底について紹介する．前半の 2つは
関数解析学において一般的な Schauder基底と無条件基底である．後半 2つはグリー
ディー基底とデモクラティック基底と呼ばれ，近似に関して優れた性質を持つもの
として近年注目されている．

以下特に断らない限り，本節において $X$ はノルム $\Vert\cdot\Vert_{X}$ に関する Banach 空間，
$\{y_{j}\}_{j=1}^{\infty}$ は $X$ の点列であるとする．

定義 21.

1. $\{y_{j}\}_{j}^{\infty}=1$ が $X$ における Schauder基底であるとは，全ての $y\in X$ に対して係数
$c_{j}(y)\in \mathbb{C}(j\in \mathbb{N})$ が一意的に存在し，$X$ のノルムの意味で展開式

$y= \sum_{j=1}^{\infty}c_{j}(y)y_{j}$ (7)

が成り立っ事を云う．

2. Schauder基底 $\{y_{j}\}_{j}^{\infty}=1$ が無条件基底であるとは，展開式 (7) が常に無条件収束
している事を云う．すなわち，任意の置換 $\sigma$ に対して

$y= \sum_{j=1}^{\infty}c_{\sigma(j)}(y)y_{\sigma(j)}$

が成立している事を云う．
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無条件基底の定義に関しては複数の同値な条件があり，上の定義はそのうちの 1
つである ([20,52] 参照). 次に，[31] に従ってグリーディー基底とデモクラティツ
ク基底を定義する．

定義 2.2. $\{y_{j}\}_{j}^{\infty}=1$ ’は $X$ の Schauder基底であり，$\Vert yj\Vert_{X}=1(j\in \mathbb{N})$ を満たすもの
とする．

1. $\{y_{j}\}_{j=1}^{\infty}$ が次を満たす時，$X$ におけるグリーディー基底であると云う : 各 $y\in X$

に対して置換 $\rho$ が存在し，任意の $N\in \mathbb{N}$ に対して

$|c_{\rho(1)}(y)|\geq|c_{\rho(2)}(y)|\geq\ldots\geq|c_{\rho(N)}(y)|$ ,

$\Vert y-\sum_{j=1}^{N}c_{\rho(j)}(y)y_{\rho(j)}\Vert_{X}\leq C\inf_{Nz}\Vert y-z\Vert_{X}$

が成立する．但し，

$\Sigma_{N};=\{\sum_{\lambda\in\Lambda}\alpha_{\lambda}y_{\lambda}:\Lambda\subset \mathbb{N}$ , #A $\leq N,$ $\alpha_{\lambda}\in \mathbb{C}(\lambda\in\Lambda)\}$ .

2. $\{y_{j}\}_{j=1}^{\infty}$ が $X$ におけるデモクラティック基底であるとは，$\# P=\# Q$ を満たす任
意の有限集合 $P,$ $Q\subset \mathbb{N}$ に対し

$\Vert\sum_{j\in P}y_{j}\Vert_{X}\leq C\Vert\sum_{j\in Q}y_{j}\Vert_{X}$

が成り立っ事を云う．

次の定理は Konyagin-Temlyakov [31, Theorem 1] によるもので，デモクラティッ
ク基底とグリーディー基底の関係についての非常に興味深い結果である．

定理 2.3. $\{y_{j}\}_{j=1}^{\infty}$ ’は $X$ の Schauder基底であり，$\Vert y_{j}\Vert_{X}=1(j\in \mathbb{N})$ を満たすもの

とする．この時，次の 2条件は同値である:

1. $\{y_{j}\}_{j}^{\infty}=1$ はグリーディー基底である．
2. $\{y_{j}\}_{j}^{\infty}=1$ は無条件基底かっデモクラティック基底である．

3 重み付き Lebegue空間と Muckenhouptの $A_{p}$ クラス

非負値の局所可積分関数を荷重関数と呼ぶ．また，荷重関数 $w$ と可測集合 $S$ に対
して，

$w(S):= \int_{S}w(x)dx$
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と書く．

定義 3.1. 荷重関数 $w$ と定数 $1\leq p<\infty$ に対して，重み付き Lebesgue 空間は

$L_{w}^{p}(\Omega):=\{f$ は可測関数 : $\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(\Omega)}:=(\int_{\Omega}|f(x)|^{p}w(x)dx)^{1/p}<\infty\}$

によって定義される．$w(x)\equiv 1$ の場合，罵 $(\Omega)$ は通常の Lebesgue 空間 $L^{p}(\Omega)$ を意

味する．

以下，本節の前半で Muckenhoupt の $A_{p}$ クラスに関する諸性質，後半で重み付き
Lebesgue空間場 $(\mathbb{R}^{n})$ におけるウエーブレットの応用の結果を紹介する．より詳し
い内容については. 31節に関して．．．本 [13,15,49,51], 論文 [6,40,41]. 32節に関して．．．本 [20,39,52], 論文 [1,14,22,27,28,35,50]

などの文献を参照されたい．

3.1 Muckenhoi $pt$ の $A_{p}$ クラス

定義 3.2. Hardy-Littlewood の最大作用素 $M$ は，

$Mf(x):= \sup_{Q}\frac{1}{|Q|}\int_{Q}|f(y)|dy$ $(f\in L_{1oc}^{1}(\Omega))$

によって定義される．但し，上限は $x\in\Omega$ を含む $\Omega$ 内の立方体 $Q$ 全体についてとる

ものとする．

定義 33.

1. $1<p<\infty$ に対して，$w^{-1/(p-1)}\in L_{1oc}^{1}(\Omega)$ かつ

$[w]_{A_{p}(\Omega)}:= \sup_{Q}w_{Q}(w^{-1/(p-1)_{Q}})^{p-1}<\infty$ (8)

を満たす $\Omega$ 上の荷重関数 $w$ を $A_{p}$ ウェイトと云い，$A_{p}$ ウェイト全体の集合を
$A_{p}(\Omega)$ と書く．但し，(8) において上限は $\Omega$ 内の立方体 $Q$ 全体についてとるも

のとする．

2. $\Omega$ 上の荷重関数 $w$ で

$Mw(x)\leq Cw(x)$

を満たすものを $A_{1}$ ウェイトと云 $\mathfrak{h}\backslash ,$ $A_{1}$ ウェイト全体の集合を $A_{1}(\Omega)$ と書く．
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3. $A_{\infty}(\Omega):=$ $\cup A_{p}(\Omega)$ と定め，$A_{\infty}(\Omega)$ に属する荷重関数を $A_{\infty}$ ウェイトと
$1\leq p<\infty$

バう．

注意 3.4. H\"older の不等式から，$1\leq p\leq q$ に対して $A_{p}(\Omega)\subset A_{q}(\Omega)$ が導かれる．

また，$\mathbb{R}^{n}$ 上の関数 $|x|^{a}$ ( $a$ は実定数) に対して

1 $1<p<\infty$ の $\#\doteqdot$ , $|x|^{a}\in A_{p}(\mathbb{R}^{n})$ $\Leftrightarrow$ $-n<a<n(p-1)$ ,
2. $|x|^{a}\in A_{1}(\mathbb{R}^{n})\Leftrightarrow-n<a\leq 0$

が成り立っ事が知られている．

$1\leq p<\infty$ の時，$A_{p}$ ウェイトと Hardy-Littlewood の最大作用素 $M$ の重み付き

Lebesgue 空間における有界性との間に次の同値性が成り立っ．

命題 35. $\mathbb{R}^{n}$ 上の荷重関数 $w$ に対して，次が成立する :

1. $1<p<\infty$ の時，以下の 3条件は同値である :
$(a)w\in A_{p}(\mathbb{R}^{n})$ .
$(b)M$ は姥 $(\mathbb{R}^{n})$ 上有界である，すなわち，任意の $f\in U_{w}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$\Vert Mf\Vert_{L_{w}^{p}(R)}n\leq C\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ .

$(c)M$ は嶋 $(\mathbb{R}^{n})$ 上弱有界である，すなわち，任意の $f\in L_{w}^{p}(\mathbb{R}^{n})$ と $\lambda>0$ に対
して

$w(\{x\in \mathbb{R}^{n}:Mf(x)>\lambda\})^{1/p}\leq C\lambda^{-1}\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ .

2. 以下の 2条件は同値である:
$(a)w\in A_{1}(\mathbb{R}^{n})$ .
$(b)M$ は $L_{w}^{1}(\mathbb{R}^{n})$ 上弱有界である，すなわち，任意の $f\in L_{w}^{1}(\mathbb{R}^{n})$ と $\lambda>0$ に対

して

$w(\{x\in \mathbb{R}^{n}:Mf(x)>\lambda\})\leq C\lambda^{-1}\Vert f\Vert_{L_{w}^{1}(Rn})$ .

また，$A_{\infty}$ ウェイトに関しては複数の同値な条件が知られている．

命題 36. $\mathbb{R}^{n}$ 上の荷重関数 $w$ に対して，以下の 3条件は同値である :

1. $w\in A_{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ .
2. 定数 $0<\delta<1$ が存在し，任意の立方体 $Q$ と可測集合 $S\subset Q$ に対して

$\frac{w(S)}{w(Q)}\leq C(\frac{|S|}{|Q|})^{\delta}$ .

3. 任意の $0<\alpha<1$ に対して $0<\beta<1$ が存在し，任意の立方体 $Q$ と $|F|\geq\alpha|Q|$

を満たす可測集合 $F\subset Q$ に対して，

$\beta w(Q)\leq w(F)$ . (9)
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3.2 ウェーブレットと重み付き Lebesgue空間

以下，本節において $\{\psi^{l}:l=1,2, \ldots, 2^{n}-1\}$ は多重解像度解析から構成され
る 1-正則なウェーブレットから成るウェーブレット集合，または Haar ウェーブレッ
ト集合とする．ウェーブレットによる関数空間の特徴付けを得る為，平方関数

$Vf$ $:=$ $( \sum_{l=1}^{2^{n}-1}\sum_{j=-\infty}^{\infty}\sum_{k\in Zn}|\langle f,$
$\psi_{j,k}^{l}\rangle\psi_{j,k}^{l}|^{2})^{1/2}$ ,

$Wf$ $:=$ $( \sum_{l=1}^{2^{n}-1}\sum_{j=-\infty}^{\infty}\sum_{k\in Zn}|\langle f,$
$\psi_{j,k}^{l}\rangle\chi_{j,k}|^{2})^{1/2}$

を用いる．

定理 37. $1<p<\infty$ と $\mathbb{R}^{n}$ 上の荷重関数 $w$ に対して，以下の 4条件は同値である :

1. $w\in A_{p}(\mathbb{R}^{n})$ .
2. 任意の $f\in$ 罵 $(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$C^{-1}\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})\leq\Vert Vf\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})\leq C\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ . (10)

3. 任意の $f\in U_{w}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$C^{-1}\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})\leq\Vert Wf\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})\leq C\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ . (11)

4. ウェーブレット基底

$\{\psi_{j,k}^{l}:l=1,2, \ldots, 2^{n}-1, j\in \mathbb{Z}, k\in \mathbb{Z}^{n}\}$

は姥 $(\mathbb{R}^{n})$ における無条件基底である．更に，任意の $f\in 1_{w}(\mathbb{R}^{n})$ に対してウェー

ブレット展開

$f= \sum_{l=1}^{2^{n}-1}\sum_{j=-\infty}^{\infty}\sum_{k\in Zn}\langle f,$ $\psi_{j,k}^{l}\rangle\psi_{j,k}^{l}$

が成り立っ．

通常の Lebesgue 空間における定理 3.7の証明は，[20, 39, 52] などの専門書で紹
介されている．一変数の滑らかなウェーブレットの場合において，Lemari\’e-Rieusset
[35] は条件 3. 以外の同値性を Calder\’on-Zygmund の特異積分作用素の有界性を用い
て証明している．$-$ 方，Garc\’ia-Cuerva-Martell[14] は Fefferman-Steinのベクトル
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値不等式 ([2] 参照) を応用して条件 3. による罵 $(\mathbb{R}^{n})$ の特徴付けを与えた．Aimar-
Bernardis-Martin-Reyes [1] はこれらの結果を多変数の場合に一般化し，その一方で
Haar ウェーブレット集合を用いた結果も示している．
本節の最後に，ウェーブレットによる姥 $(\mathbb{R}^{n})$ におけるグリーディー基底の構成

結果を紹介しておきたい．

定理 3.8. $1<p<\infty,$ $w\in A_{p}(\mathbb{R}^{n})$ とする．この時，賜 $(\mathbb{R}^{n})$ において正規化された
ウェーブレット基底

$\{\frac{\psi_{j,k}^{l}}{\Vert\psi_{j,k}^{l}||_{L_{w}^{p}(Rn})}:l=1,2,$
$\ldots,$

$2^{n}-1,$ $j\in \mathbb{Z},$ $k\in \mathbb{Z}^{n}\}$ (12)

は任意の有限集合 $\Lambda\subset\{1,2, \ldots, 2^{n}-1\}\cross \mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}^{n}$ に対して

$C^{-1}( \#\Lambda)^{1/p}\leq\Vert\sum_{(l,j,k)\in\Lambda}\frac{\psi_{j,k}^{l}}{\Vert\psi_{j,k}^{l}\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})}\Vert_{L_{w}^{p}(R)}n\leq C(\#\Lambda)^{1/p}$ (13)

を満たすデモクラティック基底である．従って，定理 23より正規化されたウェー
ブレット基底 (12) は罵 $(\mathbb{R}^{n})$ におけるグリーディー基底となる．

Temlyakov [50] は，通常の Lebesuge 空間の場合に上の定理を証明している．本稿
では，後述の 61節において [22,27,28] に基づき定理 38の証明を与える．

4 変動指数 Lebesgue空間
本節では，まず変動指数 Lebesgue 空間 $L^{p(\cdot)}(\Omega)$ を定義し，幾つかの基本性質を述

べる．そして，Hardy-Littlewoodの最大作用素の有界性と Muckenhoupt の $A_{p}$ クラ

スに関連した話題にっいて触れる．
変動指数 Lebesgue 空間は，区間 $[0,1]$ で定義された形として 1951年出版の中

野の本 [42] に最初に現れた．それ以降長年にわたり注目されていなかったが，19
91年 Kova’$\check{c}ik$-R\’akosnik [34] によりその基本性質が整備されてから約 20年間で
急速に研究が進められてきた．近年の発展に関しては，論説 [18,19,46], 最新の本
[12] などを参照されたい．

4.1 変動指数 Lebesgue空間 $L^{p(\cdot)}(\Omega)$

定義 4.1. 可測関数 $p(\cdot)$ : $\Omegaarrow[1, \infty)$ に対して，変動指数 Lebesgue空間は

$L^{p(\cdot)}(\Omega):=$ { $f$ は可測関数 : ある $\lambda>0$が存在し，$\rho_{p}(f/\lambda)<\infty$ },
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但し，

$\rho_{p}(f):=\int_{\Omega}|f(x)|^{p(x)}dx$

によって定義される．

変動指数 Lebesgue 空間 $L^{p(\cdot)}(\Omega)$ は，

$\Vert f\Vert_{L(\Omega)}p(\cdot):=\inf\{\lambda>0:\rho_{p}(f/\lambda)\leq 1\}$

によって定義されるノルムに関して Banach空間となる．また，変動指数 $p(\cdot)$ が定

数 $Po\in[1, \infty)$ に等しい時，$L^{p(\cdot)}(\Omega)$ は通常の Lebesgue 空間 $U^{0}(\Omega)$ に一致し，それ
ぞれのノルムも等しい．

以下，変動指数 $p(\cdot)$ : $\Omegaarrow[1, \infty)$ に対して

$p_{-}:=$ ess $inf\{p(x):x\in\Omega\}$ , $p_{+}:=$ ess $sup\{p(x):x\in\Omega\}$

と書き，$p_{-}>1$ かつ $p+<\infty$ を満たす変動指数 $p(\cdot)$ : $\Omegaarrow[1, \infty)$ 全体を $\mathcal{P}(\Omega)$ と定

める．また，$p’(\cdot)$ は $p(\cdot)$ の共役指数，すなわち $1/p(\cdot)+1/p’(\cdot)=1$ を満たすもの

とする．

ここで，$U^{(\cdot)}(\Omega)$ における次の基本的な結果を紹介しておく．証明については [34]

を参照されたい．

補題 42. $p(\cdot)$ : $\Omegaarrow[1, \infty)$ に対して，以下が成立する．

1. (一般化された H\"older の不等式). $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\Omega)$ の時，任意の $f\in U^{(\cdot)}(\Omega)$ ,
$g\in U’(\cdot)(\Omega)$ に対して，

$\int_{\Omega}|f(x)g(x)|dx\leq r_{p}\Vert f\Vert_{L(\Omega)}p(\cdot)\Vert g\Vert_{L^{p’(\cdot)}(\Omega)}$,

但し，$r_{p};=1+1/p_{-}-1/p_{+}$ .
2. (双対性). 任意の $f\in U^{(\cdot)}(\Omega)$ に対して，

$\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(\Omega)}\leq\sup\{|\int_{\Omega}f(x)g(x)dx|:\Vert g\Vert_{L^{p’(\cdot)}(\Omega)}\leq 1\}\leq r_{p}\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(\Omega)}$,

すなわち $\sup\{|\int_{\Omega}f(x)g(x)dx|$ : $\Vert g\Vert_{L^{p’(\cdot)}(\Omega)}\leq 1\}$ は $\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(\Omega)}$ と同値なノル

ムである．

3. $p+<\infty$ ならば，$C_{c}^{\infty}(\Omega)$ は $U^{(\cdot)}(\Omega)$ において稠密である．

4. $p+<\infty$ ならば，$\nu^{(\cdot)}(\Omega)$ は可分である．
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4.2 Hardy-Littlewoodの最大作用素の有界性

定義 4.3. $\mathcal{P}(\Omega)$ に属する変動指数 $p(\cdot)$ で，Hardy-Littlewood の最大作用素 $M$ が
$U^{(\cdot)}(\Omega)$ 上有界となるもの，すなわち任意の $f\in L^{p(\cdot)}(\Omega)$ に対して

$\Vert Mf\Vert_{L(\Omega)}p(\cdot)\leq C\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(\Omega)}$ (14)

を満たすもの全体を $B(\Omega)$ と定める．

変動指数がクラス $\mathcal{B}(\Omega)$ に属する為の十分条件として，次の有名な結果がある．

命題 44. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\Omega)$ が次の 2条件

$|p(x)-p(y)|$ $\leq$ $\frac{C}{-\log(|x-y|)}$ $(|x-y|\leq 1/2)$ , (15)

$|p(x)-p(y)|$ $\leq$ $\frac{C}{\log(e+|x|)}$ $(|y|\geq|x|)$ (16)

を満たすならば，$p(\cdot)\in \mathcal{B}(\Omega)$ が成立する．

上の命題は Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [8] による結果であり，2条件 (15),
(16) は log-H\"older 条件と呼ばれる．尚，$\Omega$ が有界の場合については条件 (15) の
みから $p(\cdot)\in B(\Omega)$ が導かれる事が Diening [10] によって証明されている．一方，
Nekvinda [43] は $\Omega=\mathbb{R}^{n}$ の場合に条件 (16) をより一般化した形で与えている．

2条件 (15), (16) より，例えば有界な Lipschitz 連続関数などは $\mathcal{B}(\Omega)$ に属する事

が解かる．また，$p(\cdot)\in \mathcal{P}(\Omega)$ に対して

$|p’(x)-p’(y)| \leq\frac{|p(x)-p(y)|}{(p_{-}-1)^{2}}$

であるから，もし $p(\cdot)$ が (15) および (16) を満たすならば，$p’(\cdot)$ もまたこれらの条

件を満たすものとなる．$\Omega=\mathbb{R}^{n}$ の場合において，Diening [11, Theorem 8.1] は次の
同値性を証明している．以下，$\mathcal{Y}$ は互いに共通部分を持たない $\mathbb{R}^{n}$ の立方体全体を
表すものとする．

命題 4.5. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，次は同値である．

(Dl) $p(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ .

(D2) $p’(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ .
(D3) ある定数 $q\in(1,p_{-})$ が存在し，$p(\cdot)/q\in B(\mathbb{R}^{n})$ .
(D4) 任意の $Y\in \mathcal{Y}$ と $f\in L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$\Vert\sum_{Q\in Y}|f|_{Q}\chi_{Q}\Vert_{L(R)}p(\cdot)n\leq C\Vert f\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)$ .
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Hardy-Littlewoodの最大作用素の有界性に関して，更にもう 1つ Lerner [37, The-
orem 1.1] による興味深い結果を紹介しておきたい．

定理 46. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ の時，次の 2条件は同値である:

1. 任意の $f\in\nu^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$\int_{Rn}\{Mf(x)\}^{p(x)}dx\leq C\int_{Rn}|f(x)|^{p(x)}dx$ . (17)

2. $p(\cdot)$ は定数に等しい．

ノルム不等式 (14) と比較して，(17) のような積分形の不等式をモジュラー不等式
と呼ぶ．定理 4.6において，2. $\Rightarrow 1$ . の主張は通常の Lebesgue 空間における $M$ の

有界性であり有名な事実である．重要なのは $1$ . $\Rightarrow 2$. の主張である．これは，通常
の Lebesgue 空間では一致する筈のノルム不等式 (14) とモジュラー不等式 (17) の差

異を示しており，後者の不等式成立が極めて強い条件である事が考察できる．

4.3 変動指数とクラス $A_{p}$ との関連性

次に，変動指数と Muckenhoupt の $A_{p}$ クラスとの関連性について述べたい．まず
は，Cruz-Uribe-Fiorenza-Martell-P\’erez [7, Corollary 1.11] による補外定理を紹介
しておこう．

補題 47. $\mathcal{G}$ を可測関数の組 $(f, g)$ の族とし，$p(\cdot)\in \mathcal{P}(\Omega)$ はある定数 $q\in(1,p_{-})$ に

対して $(p(\cdot)/q)’\in \mathcal{B}(\Omega)$ を満たすものとする．更に，ある $Po\in(1, p_{-})$ が存在し，任
意の $w\in A_{p\text{。}}(\Omega)$ と $f\in$ 瑠 $(\Omega)$ を満たす全ての $(f, g)\in \mathcal{G}$ に対して

$\Vert f\Vert_{L_{w}^{p_{0}}(\Omega)}\leq C_{0}\Vert g\Vert_{L_{w}^{p_{0}}(\Omega)}$

が成り立っと仮定する．但し，$C_{0}>0$ は $n,$ $p_{0}$ および $[w]_{A_{p_{0}}(\Omega)}$ のみに依存した定数

である．この時，$f\in U^{(\cdot)}(\Omega)$ を満たす全ての $(f, g)\in \mathcal{G}$ に対して

$\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(\Omega)}\leq C_{1}\Vert g\Vert_{L^{p(\cdot)}(\Omega)}$

が成立する．但し，$C_{1}>0$ は $(f, g)$ に依らない定数である．

Calder6n-Zygmund の特異積分作用素，BMO 関数と特異積分作用素とのコミュ
テーター，マルチプライヤーなど実解析学における幾つかの重要な作用素は，瑠 $(\mathbb{R}^{n})$

$(1<p_{0}<\infty, w\in A_{p\text{。}}(\mathbb{R}^{n}))$ において有界である事が知られている．従ってこの補
外定理と命題 45より，条件 $p(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ の下でこれらの作用素の $U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ 上に

おける有界性が導かれる．こうした考察から，Muckenhoupt の $A_{p}$ クラスと適当な

条件を満たす変動指数との間に何らかの関連性が見出せる．
今，命題 45(D4) において $Y=\{Q\},$ $f=f\chi_{Q}$ とした (D4) よりも弱い条件
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(Al) 任意の立方体 $Q$ と任意の $f\in U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$|f|_{Q}\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})\leq C\Vert f\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})$ .

を考える．

補題 48. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ の時，条件 (Al) は次の条件 (A2) と同値である．

(A2) 任意の立方体 $Q$ に対して

$\frac{1}{|Q|}\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p’(\cdot)}(Rn})\leq C$. (18)

条件 (Al) または (A2) を満たす $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ 全体を $\mathcal{A}(\mathbb{R}^{n})$ と定める．これまで
の議論から，直ちに $\mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})\subset \mathcal{A}(\mathbb{R}^{n})$ が解かる．

補題 48の証明．立方体 $Q$ と $f\in U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ を任意にとる．まず $(A1)\Rightarrow(A2)$ を示
す．(Al) を仮定しよう．双対性 (補題 4.2-2. ) より，

$\frac{1}{|Q|}\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p’(\cdot)}(Rn})$

$\leq$ $C \cdot\frac{1}{|Q|}\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(R^{n})}\sup\{\int_{R^{n}}|f(x)\chi_{Q}(x)|dx:\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(R^{n})}\leq 1\}$

$\leq$ $C \sup\{|f|_{Q}\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})$ : lfll $Lp(\cdot)(Rn)\leq 1\}$

$\leq$ $C \sup\{\Vert f\chi_{Q}\Vert_{L(Rn}p(\cdot)):\Vert f\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)\leq 1\}$

$\leq$ $C$

を得る．従って (A2) が成り立っ．次に $(A2)\Rightarrow(A1)$ を示す．(A2) を仮定しよう．一
般化された H\"older の不等式から

$|f|_{Q}\Vert\chi_{Q}\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)$ $=$ $\frac{1}{|Q|}\int_{Q}|f(y)|dy\cdot\Vert\chi_{Q}\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)$

$\leq$ $C \cdot\frac{1}{|Q|}\Vert f$
..

$Q\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p’(\cdot)}(R)}n\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})$

$\leq$ $C\Vert f\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})$

が導かれる．すなわち，(Al)が成立する．$\square$

変動指数に対しても，Muckenhoupt の $A_{p}$ クラスの場合に似た次の同値性が予想
できる．

未解決問題 49. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，次の 3条件は同値であるか ?

(Cl) $p(\cdot)\in \mathcal{A}(\mathbb{R}^{n})$ .
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(C2) $p(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ .
(C3) Hardy-Littlewoodの最大作用素 $M$ $F$は $L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ 上で弱 $(p(\cdot), p(\cdot))$ 型である，す

なわち，任意の $\lambda>0$ と $f\in L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$\Vert\chi_{\{Mf(x)>\lambda\}}\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)\leq C\lambda^{-1}\Vert f\Vert_{L^{\rho(\cdot)}(Rn})$ .

注意 410. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ とする．未解決問題 49に関して，これまでに以下の事実
が知られている．

1. $(C3)\Rightarrow$ (Cl) は次のように簡単に証明できる．(C3) を仮定し，立方体 $Q$ と $f\in$

$U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ を任意にとる．$|f|_{Q}=0$の時は，直ちに (Al) が成り立つ．以下，$|f|_{Q}>$
$0$ の場合を考える．$\lambda=|f|_{Q}/2$ ととれば，$|f|_{QxQ}(x)\leq M(f\chi_{Q})(x)$ より，$x\in Q$

ならば $M(f\chi_{Q})(x)>\lambda$ となる．故に，

$|f|_{Q}\Vert\chi_{Q}\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)$ $\leq$ $|f|_{Q}\Vert\chi_{\{M(f\chi_{Q})(x)>\lambda\}}\Vert_{L(\text{距})}p(\cdot)$

$\leq$ $|f|_{Q}\cdot C\lambda^{-1}\Vert f\chi_{Q}\Vert_{L^{\rho(\cdot)}(Rn})$

$=$ $C\Vert f\chi_{Q}\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)$ .

従って，$p(\cdot)$ は (Al) を満たす．
2. Kopaliani [32] は変動指数 $p(\cdot)$ がある球の外では定数値の場合に $(A2)\Rightarrow$ (Dl),
つまり $(C1)\Rightarrow(C2)$ を示す事により 3条件 (Cl), (C2), (C3) の同値性を証明し
ている．

3. Lerner [38] は $p(\cdot)$ が対称減少，つまり

$p(x)=p(y)$ $(|x|=|y|)$ , $p(x)\geq p(y)$ $(|x|\leq|y|)$

を満たす場合に $(C1)\Rightarrow(C3)$ を示す事により 2条件 (Cl), (C3) の同値性を証明

している．また，彼は上記 Kopaliani の結果の別証も与えている．

44 変動指数とクラス $A_{\infty}$ および BMO との関連性

クラス $B(\mathbb{R}^{n})$ に属する変動指数は Muckenhoupt の $A_{\infty}$ ウェイトに類似した次の

ような性質を持つ．

定理 411. $p(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，定数 $0<\delta<1$ が存在し，任意の立方体 $Q$ と可

測集合 $S\subset Q$ に対し，

$\frac{||\chi_{S}||_{L^{p(\cdot.)}(Rn})}{||\chi_{Q}||_{L^{p()}(Rn})}\leq C(\frac{|S|}{|Q|})^{\delta}$ . (19)
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定理 411は，次の Diening [11, Lemma 55] による補題から直ちに導かれる．

補題 412. $p(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ ならば，定数 $0<\delta<1$ が存在し，全ての $Y\in \mathcal{Y}$ と

$|f|_{Q}>0(Q\in Y)$ を満たす $f\in L_{1oc}^{1}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$\Vert\sum_{Q\in Y}|\frac{f}{f_{Q}}|^{\delta}\chi_{Q}\Vert_{L(R)}p(\cdot)n\leq C\Vert\sum_{Q\in Y}\chi_{Q}\Vert_{L(R)}p(\cdot)n$ . (20)

(20) において，$Y=\{Q\},$ $f=\chi_{S}$ とすれば (19) が得られる．
$A_{p}$ ウェイト $(1 <p<\infty)$ の場合と同様に，次の問題が考えられる．

未解決問題 413. 条件 (19) を満たす変動指数 $p(\cdot)$ を特徴付けよ．

一方，補題 412の別の応用結果として，BMO 空間に関する興味深い事実が示さ
れる．ここで，BMO 空間について確認しておきたい．

定義 4.14. $\mathbb{R}^{n}$ 上の可測関数 $b$ で

$\Vert b\Vert_{BMO(R)}n:=\sup_{Q}\frac{1}{|Q|}\int_{Q}|b(x)-b_{Q}|dx<\infty$ (21)

を満たすもの全体を $BMO(\mathbb{R}^{n})$ と定める．但し，(21) において上限は $\mathbb{R}^{n}$ 内の立方
体 $Q$ 全体についてとるものとする．

上の定義は，John-Nirenbergの不等式 ([29] 参照) を用いた議論によって一般化で
きる事が知られている．

補題 4.15. $1\leq q<\infty$ の時，任意の $b\in BMO(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$C^{-1} \Vert b\Vert_{BMO(R)}n\leq\sup_{Q}(\frac{1}{|Q|}\int_{Q}|b(x)-b_{Q}|^{q}dx)^{1/q}\leq C\Vert b\Vert_{BMO(R)}n$ .

補題 415は，適当な条件下で変動指数の場合へ更なる一般化ができる．

定理 4.16. $p(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ ならば，任意の $b\in BMO(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$C^{-1} \Vert b\Vert_{BMO(Rn})\leq\sup_{Q}\frac{1}{\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})}\Vert(b-b_{Q})\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})\leq C\Vert b\Vert_{BMO(Rn})$.

定理 416の証明．立方体 $Q$ と $b\in BMO(\mathbb{R}^{n})$ を任意にとる．一般化された H\"older

の不等式と条件 (A2) より，

$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}|b(x)-b_{Q}|dx$ $\leq$ $C \cdot\frac{1}{|Q|}\Vert(b-b_{Q})\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p’(\cdot)}(R)}n$

$\leq$ $C \cdot\frac{1}{\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n}\Vert(b-b_{Q})\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n$ .
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これより，結論の左側の不等式が導かれる．次に，右側の不等式を示す．補題 412
(20) において $Y=\{Q\}$ ととると，任意の $f\in L_{1oc}^{1}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$\Vert|f|^{\delta}\chi_{Q}\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)\leq C(|f|_{Q})^{\delta}\Vert\chi_{Q}\Vert_{L(R)}p(\cdot)n$

が得られる．ここで $f(x)=\{b(x)-b_{Q}\}^{1/\delta}\chi_{Q}(x)$ ととれば，補題 415より

$|f|_{Q}= \frac{1}{|Q|}\int_{Q}|b(x)-b_{Q}|^{1/\delta}dx\leq C\Vert b\Vert_{BMO(R)}^{1/\delta}n$ .

故に，

$\Vert(b-b_{Q})\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n\leq C\Vert b\Vert_{BMO(R)}n\Vert\chi_{Q}\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n$

が導かれ，これより求める不等式が得られる 口

注意 417. 定理 411や定理 416は変動指数 Herz 空間における特異積分，分数積
分，コミュテーターの有界性の証明など，種々の変動指数関数空間における様々な
解析に応用できる ([24,25,26] 参照).

5 ウェーブレットと変動指数 Lebesgue空間 $L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$

5.1 $L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ におけるノルム評価とウェーブレット基底

本節では，出来 [23] および Kopaliani [33] に基づいて，(2) で定義される直交射影
$P_{j}(j\in \mathbb{Z})$ の $\nu^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ における有界性，ウェーブレットによる $L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ の特徴付
けと基底の構成に関する結果を述べる．以下，本節において. $\varphi$ は 1-正則な多重解像度解析のスケーリング関数，$\{\psi^{l}: l=1,2, \ldots, 2^{n}-1\}$

はその多重解像度解析から構成される 1-正則なウェーブレットから成るウェー
ブレット集合，

または. $\varphi$ 1は Haar スケーリング関数，$\{\psi^{l}:l=1,2, \ldots, 2^{n}-1\}$ $F$は Haar ウェーブレッ
ト集合

とする．

まずは，直交射影 $P_{j}(j\in \mathbb{Z})$ の有界性から紹介したい．

定理 5.1. $p(\cdot)\in B(\mathbb{R}^{n})$ ならば，全ての $j\in \mathbb{Z}$ と $f\in U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$\Vert P_{j}f\Vert_{L(R)}p(\cdot)n\leq C\Vert f\Vert_{Lp(\cdot)}(R^{n})$ .
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定理 51は次の評価から直ちに導かれる．

補題 5.2. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ ならば，全ての $i\in \mathbb{Z}$ と $f\in U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$|P_{j}f(x)|\leq CMf(x)$ .

補題 52の証明．[30, Lemma 2.8], [20, Chapter 5, Lemma 3.12] より，非負値かつ
有界な対称減少関数 $H\in L^{1}(\mathbb{R}^{n})$ で

$\sum_{k\in Zn}|\varphi(x-k)\varphi(y-k)|\leq H(x-y)$

を満たすものがとれる．更に，[48, p. 63], [13, Chapter 4, Proposition 2.7] より

$\int_{Rn}2^{jn}H(2^{j}(x-y))|f(y)|dy\leq C_{n}\Vert H\Vert_{L^{1}(R^{n})}Mf(x)$

が成り立っ．但し，$C_{n}>0$ は $n$ のみに依存した定数である．以上より，補題 52が
従う 口

次に，ウェーブレットによる変動指数 Lebesgue 空間 $U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ の特徴付けと無条
件基底の構成の結果を述べる．

定理 53. $p(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ の時，以下が成立する :

1. 任意の $f\in Ii^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$C^{-1}\Vert f\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)\leq\Vert Vf\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})\leq C\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})$ , (22)

$C^{-1}\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n\leq\Vert Wf\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})\leq C\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})$ . (23)

2. ウェーブレット基底

$\{\psi_{j,k}^{l}:l=1,2, \ldots, 2^{n}-1, j\in \mathbb{Z}, k\in \mathbb{Z}^{n}\}$

は $L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ の無条件基底となる．更に，任意の $f\in\nu^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対してウェー
ブレット展開

$f= \sum_{l=1}^{2^{n}-1}\sum_{j=-\infty}^{\infty}\sum_{k\in Zn}\langle f,$ $\psi_{j,k}^{l}\rangle\psi_{j,k}^{l}$

が成り立っ．

この定理の証明は，後述の 63節で与える．
もし定理 5.3で得た無条件基底を $L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ のノルムで正規化したものがデモクラ

ティック基底になるならば，定理 23よりこれはグリーディー基底となる．しかしな
がら，定理 38(13) の評価式から $L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ においてはウェーブレットによるデモク

ラティック基底の構成は期待できない．実際に，Kopaliani[33] が次を示している．
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定理 54. $p(\cdot)\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{n})$ の時，正規化されたウェーブレット基底

$\{\frac{\psi_{j,k}^{l}}{\Vert\psi_{j,k}^{l}\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})}:l=1,2$ , . . . $2^{n}-1,$ $j\in \mathbb{Z},$ $k\in \mathbb{Z}^{n}\}$

が $U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ のデモクラティック基底ならば，$p(\cdot)$ は定数に等しい．

52 $L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ におけるモジュラー不等式

本節では，出来 [23] に従って直交射影乃 $(j\in \mathbb{Z})$ およびウェーブレットによる特

徴付けのモジュラー不等式に関する結果を述べる．以下，$\varphi$ は 1-正則な多重解像度

解析のスケーリング関数，$\{\psi^{l}: l=1,2, \ldots, 2^{n}-1\}$ はその多重解像度解析から構
成される 1-正則なウェーブレットから成るウェーブレット集合とする．(ここで紹介
する結果は，Haar の場合については成立しない．)

まずは，直交射影 $P_{j}(j\in \mathbb{Z})$ の $U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ におけるモジュラー不等式に関する結

果を紹介する．

定理 55. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ の時，以下の 2条件は同値である :

1. 全ての $i\in \mathbb{Z}$ と $f\in U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$\int_{Rn}|P_{j}f(x)|^{p(x)}dx\leq C\int_{Rn}|f(x)|^{p(x)}dx$ .

2. $p(\cdot)$ は定数に等しい．

注意 56. 補題 52より，定理 55は定理 46の一般化である事が解かる．

最後に，ウェーブレットが多重解像度解析から構成されるという事実に着目する
と，ウェーブレットによる $U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ の特徴付けとモジュラー不等式に関する次の結
果が得られる．

定理 5.7. $p(\cdot)\in \mathcal{P}(\mathbb{R}^{n})$ の時，以下の 2条件は同値である :

1. 任意の $f\in U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，

$C^{-1} \int_{Rn}|f(x)|^{p(x)}dx\leq\int_{Rn}\{Vf(x)\}^{p(x)}dx\leq C\int_{R^{n}}|f(x)|^{p(x)}dx$ .

2. $p(\cdot)$ は定数に等しい．

後述の 64節において，定理 55と定理 57の証明を与える．
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6 補足

6.1 定理 38の証明

まずは次の補題を準備しておく．

補題 61(逆ダブリング条件). $1<p<\infty,$ $w\in A_{p}(\mathbb{R}^{n})$ の時，定数 $d>1$ が存在

し，$Q’\subsetneqq Q$ を満たす全ての二進立方体 $Q,$ $Q’$ に対して

$dw(Q’)\leq w(Q)$ . (24)

補題の証明については，[15, p. 141] を参照されたい．

定理 38の証明．$1<p<\infty$ , $w\in A_{p}(\mathbb{R}^{n})$ を仮定する．定理 374. よりウェーブ
レット基底

$\{\psi_{j,k}^{l}:l=1,2, \ldots, 2^{n}-1, j\in \mathbb{Z}, k\in \mathbb{Z}^{n}\}$

は罵 $(\mathbb{R}^{n})$ における無条件基底である．従って，任意の $f\in U_{w}(\mathbb{R}^{n})$ に対し

$f= \sum^{2^{n}}-1\sum^{\infty}\sum)$

$l=1j=-\infty k\in Zn$

と書ける．但し，$b_{j,k}^{l}(f):=\langle f,$ $\psi_{j,k}^{l}\rangle\Vert\psi_{j,k}^{l}\Vert_{L_{w}^{p}(R)}n$ である．定理 3.7-3. より各 $\psi_{j,k}^{l}$ に

対し，

$C^{-1}\Vert\psi_{j,k}^{l}\Vert_{L_{w}^{p}(R^{n})}\leq\Vert W(\psi_{j,k}^{l})\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})\leq C\Vert\psi_{j,k}^{l}\Vert_{L_{w}^{p}(R)}n$

および $\Vert W(\psi_{j,k}^{l})\Vert_{L_{w}^{p}(R)}n=2^{jn/2}w(Q_{j,k})^{1/p}$が成り立っ．これより

$\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ $\leq$ $C \Vert(\sum_{l=1}^{2^{n}-1}\sum_{j=-\infty}^{\infty}\sum_{k\in Zn}|w(Q_{j,k})^{-1/p}b_{j,k}^{l}(f)\chi_{Q_{j,k}}|^{2})^{1/2}\Vert_{L_{w}^{p}(R)}n$

$\leq$ $C\Vert f\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ (25)

が得られる．今，各二進立方体 $Q=Q_{j,k}$ に対して $\overline{\psi_{Q}^{l}}:=\psi_{j,k}^{l}/\Vert\psi_{j,k}^{l}\Vert_{L_{w}^{p}(R^{n})}$ と書く．

更に，有限集合

$\Lambda\subset\{(l, Q_{j,k}):l=1,2, \ldots, 2^{n}-1, j\in \mathbb{Z}, k\in \mathbb{Z}^{n}\}$

をとり，

$g:= \sum_{(l,J)\in\Lambda}\overline{\psi_{J}^{l}},$
$B:=\{Q_{j,k}$ : ある $l=1,2,$ $\ldots,$

$2^{n}-1$ が存在し，$(l,$ $Q_{j,k})\in\Lambda\}$
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と定める．$\# B\leq\#\Lambda\leq(2^{n}-1)\# B$ が成り立っ事に注意しておきたい．(25) より

$\Vert g\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ $\leq$ $C \Vert(\sum_{(l,J)\in\Lambda}|w(J)^{-1/p}\chi_{J}|^{2})^{1/2}\Vert_{L_{w}^{p}(R)}n$

$\leq$ $C \{\int_{\bigcup_{J\in B}J},$ $( \sum_{J\in B}w(J)^{-2/p}\chi_{J}(x))^{p/2}w(x)dx\}^{1/p}$ . (26)

各 $x\in\cup J$ に対し，$J_{1}(x)$ を $x$ を含み $B$ に属する二進立方体で最小のものとする．
ノ ヨ

この時，

$\sum_{J\in B}w(J)^{-2/p}\chi_{J}(x)\leq\sum_{r=0}^{\infty}w(J_{r})^{-2/p}$ (27)

となる．但し，$J_{0}:=J_{1}(x)$ , 各 $r\in \mathbb{N}$ に対して」r は二進立方体で $J_{r-1}\subset J$. かつ
$2^{n}|J_{r-1}|=|J_{r}|$ を満たすものとする．補題 61より，定数 $d>1$ が存在して全ての
$r\in N$ に対し

$w(J_{r})\geq dw(J_{r-1})\geq\ldots\geq d^{r}w(J_{0})=d^{r}w(J_{1}(x))$

を満たす．故に

$\sum_{r=0}^{\infty}w(J_{r})^{-2/p}\leq\sum_{r=0}^{\infty}(d^{r}w(J_{1}(x)))^{-2/p}=Cw(J_{1}(x))^{-2/p}$ (28)

を得る．(27) と (28) より

$\int_{\bigcup_{\text{ノ^{}\prime}\in B}J’}(\sum_{J\in B}w(J)^{-2/p}\chi_{J}(x))^{p/2}w(x)dx$
$\leq$

$C \int_{\bigcup_{\text{ノ}\in B}J’}(w(J_{1}(x))^{-2/p})^{p/2}w(x)dx$

$=$

$C \int_{\bigcup_{J\in B}J’}w(J_{1}(x))^{-1}w(x)dx$
(29)

が導かれる．今，各 $J\in B$ に対し $\tilde{J}:=\{x\in\bigcup_{J\in B}J’$ : $J_{1}(x)=J\}$ と定める．$\tilde{J}\subset J$
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および
$\bigcup_{J’\in B}J’=\bigcup_{J\in B}\tilde{J}$

より，

$\int_{\bigcup_{J\in B}J’}w(J_{1}(x))^{-1}w(x)dx$
$=$

$\int_{\bigcup_{J\in B}\tilde{J}^{w(J_{1}(x))^{-1}w(x)dx}}$

$\leq$
$\sum_{J\in B}\int_{J}w(J_{1}(x))^{-1}w(x)dx$

$=$ $\sum_{J\in B}lw(J)^{-1}w(x)dx$

$=$ $\# B$ (30)

が従う．故に，(26)$-(30)$ から

$\Vert g\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})\leq C(\# B)^{1/p}\leq C(\#\Lambda)^{1/p}$ (31)

が得られる．

一方，$f=g$ として (25) を再び用いれば

$\Vert g\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ $\geq$ $C \Vert(\sum_{(l,J)\in\Lambda}|w(J)^{-1/p}\chi_{J}|^{2})^{1/2}\Vert_{L_{w}^{p}(R)}n$

$\geq$ $C \{\int_{\bigcup_{J\in B}J’}(\sum_{J\in B}w(J)^{-2/p}\chi_{J}(y))^{p/2}w(x)dx\}^{1/p}$ (32)

を得る．また，各 $x\in\cup Jt$こ対し
$J\in B$

$( \sum_{J\in B}w(J)^{-2/p}\chi_{J}(x))^{p/2}\geq w(J_{1}(x))^{-1}$ (33)

が成り立っ．今，(27)$-(28)$ と同様の議論に従うと

$\sum_{J\in B}w(J)^{-1}\chi_{J}(x)\leq Cw(J_{1}(x))^{-1}$ (34)
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が示される．(32)$-(34)$ より，

$\Vert g\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})$ $\geq$
$C( \int_{\bigcup_{\text{ノ^{}\prime}\in B}J’}\sum_{J\in B}w(J)^{-1}\chi_{J}(x)w(x)dx)^{1/p}$

$=$ $C( \sum_{J\in B}w(J)^{-1}\int w(x)dx)^{1/p}$

$=$ $C(\# B)^{1/p}$

$\geq$
$C(\#\Lambda)^{1/p}$ (35)

が得られる．故に，(31) および (35) より

$C^{-1}(\#\Lambda)^{1/p}\leq\Vert g\Vert_{L_{w}^{p}(Rn})\leq C(\#\Lambda)^{1/p}$

が導かれる．口

6.2 Banach関数空間

次節における定理 53の証明の準備の為，本節では Banach 関数空間の基本事項
についてまとめておく．さらなる詳しい内容については，Bennet-Sharpley [4] を参

照されたい．

まずは，Banach 関数空間と絶対連続ノルムの定義から始めよう．

定義 62. $\mathcal{M}(\mathbb{R}^{n})$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上の可測関数全体とする．

1. 線形空間 $X\subset \mathcal{M}(\mathbb{R}^{n})$ が Banach関数空間であるとは，汎関数 $\Vert\cdot\Vert$ : $\mathcal{M}(\mathbb{R}^{n})arrow$

$\mathbb{R}$ でノルムの性質および以下の条件を満たすものが存在する事を云う :
$(a)f\in\Lambda 4(\mathbb{R}^{n})$ に対して，$f\in X$ と $\Vert f\Vert<\infty$ は同値である．
$(b)$ 全ての $f\in \mathcal{M}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，$\Vert f\Vert=\Vert|f|\Vert$ .
$(c)0 \leq fi\leq f_{2}\leq\ldots,\lim_{jarrow\infty}f_{j}=f$ ならば’ $\Vert fi\Vert\leq\Vert f_{2}\Vert\leq\ldots$ かつ $\lim_{jarrow\infty}\Vert f_{j}\Vert=$

$\Vert f\Vert$ が成り立つ．
$(d)|F|<\infty$ を満たす全ての $F\subset \mathbb{R}^{n}$ に対して，$\Vert\chi_{F}\Vert<\infty$ .
$(e)|F|<\infty$ を満たす全ての $F\subset \mathbb{R}^{n}$ に対して，$F$ のみに依存した定数 $C_{F}>0$

が存在し，任意の $f\in X$ に対して $\int_{F}|f(x)|dx\leq C_{F}\Vert f\Vert$ .

2. $X$ は上記の条件を満たすノルム $\Vert\cdot\Vert$ を持つ Banach 関数空間であるとする．
全ての $f\in X$ と $\lim_{jarrow\infty}\chi_{F_{j}}=0a.e$ . を満たす可測集合の列 $\{F_{j}\}_{j}^{\infty}=1$ に対して

$\lim_{jarrow\infty}\Vert f\chi_{F_{j}}\Vert=0$ が成り立つ時，ノルム $\Vert\cdot\Vert$ を絶対連続ノルムと呼ぶ．
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次節において，以下の 2つの補題を用いる．

補題 6.3 (優収束定理). $X$ は絶対連続ノルム沖 $|$ を持っ Banach関数空間であると
する．また，$f,$ $f_{j}\in X(j\in \mathbb{N})$は，$\lim_{jarrow\infty}f_{j}=fa.e$ . およびある正値の関数 $g\in X$

が存在し $|f_{j}|\leq ga.e$ . $(j\in \mathbb{N})$ を満たすとする．この時，$\lim_{jarrow\infty}\Vert f_{j}-f\Vert=0$ が成立

する．

補題 6.4. $X$ は上の条件 $(a)-(e)$ を満たすノルム $\Vert\cdot\Vert$ を持つ Banach関数空間である
とする．この時，以下の 2条件は同値である:

1. $X$ は可分である．

2. ノルム $||||$ は絶対連続ノルムである．

63 定理 53の証明

定理 5.3-1. の証明．定理 37と補題 47を用いれば，評価式 (22) と (23) が全ての
$f\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ に対して成り立っ事が解かる．補題 4.2-3. より $C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ は $U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に

おいて稠密だから，(22) と (23) は任意の $f\in L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対しても成立する．口
定理 5.3-2. の証明．以下，便宜上 $\mathcal{I}:=\{1,2, \ldots, 2^{n}-1\}\cross \mathbb{Z}\cross \mathbb{Z}^{n}$ と書き，各有限
集合 $A\subset \mathcal{I}$ に対して

$S_{A}f:= \sum_{(l,j,k)\in A}\langle f,$

$\psi_{j,k}^{l}\rangle\psi_{j,k}^{l}$

と定める．次の 2条件を確認すれば十分である:

(Ul) 全ての有限集合 $A\subset \mathcal{I}$ と $f\in L^{p(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$に対し，$\Vert S_{A}f\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)\leq C\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(}$距).
(U2) span $\{\psi_{j,k}^{l} :(l, j, k)\in \mathcal{I}\}$ は $U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ において稠密である．

まず (Ul) の確認から始める．定理 53と正規直交性から任意の $f\in U^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対
して，

$\Vert S_{A}f\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})\leq C\Vert W(S_{A}f)\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)\leq C\Vert Wf\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})\leq C\Vert f\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})$ .

これより (Ul) が従う．
次に (U2) を確かめる．その為には，$\lim_{Aarrow \mathcal{I}}\Vert f-S_{A}f\Vert_{L^{p(\cdot)}(R)}n=0$ を示せば良い．補

題 64と補題 42-4. より，$\nu^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ が絶対連続ノルム $\Vert\cdot\Vert_{L^{p(}}.)(Rn)$ に関する Banach

関数空間である事に注意しておきたい．$W(f-S_{A}f)\leq Wf$ かっ $\Vert Wf\Vert_{Lp(\cdot)}(Rn)\leq$

$C\Vert f\Vert_{Lp(}.)(Rn)$ であるから補題 6.3によって，$\lim_{Aarrow \mathcal{I}}\Vert W(f-S_{A}f)\Vert_{Lp(}.)(Rn)=0$ が導

かれる．一方再び定理 53より，$\Vert f-S_{A}f\Vert_{L^{p(}}.)(Rn)\leq C\Vert W(f-S_{A}f)\Vert_{L^{p(}}.)(Rn)$ を

得る．故に，$\lim_{Aarrow \mathcal{I}}\Vert f-S_{A}f\Vert_{L^{p(\cdot)}(Rn})=0$が従う．$\square$
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64 定理 55と定理 5.7の証明

定理の証明の前に準備をしておきたい．まずは，命題 36に基づいて一様 $A_{\infty}$ と

呼ばれる荷重関数の族を定義しておく．

定義 65. $\mathbb{R}^{n}$ 上の荷重関数の族 $\{w_{t}\}_{t>0}$ が一様 $A_{\infty}$ ウェイトの族であるとは，各 $w_{t}$

は $A_{\infty}$ ウェイトであり，命題 3.6 (9) を $t$ に依らない定数 $\beta$ について満たす事を云う．

Lerner [37, Lemma 21] はこの族に関する次の同値性を示している．

補題 66. $\mathbb{R}^{n}$ 上で定義された非負値の可測関数 $p(\cdot)$ に対して，以下の 2条件は同値
である :

1. 荷重関数の族 $\{t^{p(\cdot)}\}_{t>0}$ は $t$ に関して一様 $A_{\infty}$ ウェイトの族である．

2. $p(\cdot)$ は定数に等しい．

一方，直交射影 $P_{j}(j\in \mathbb{Z})$ が次のように積分核を用いて表示できる事に着目して
おきたい :

$P_{j}f(x)$ $=$ $\int_{Rn}K_{j}(x, y)f(y)dy$ ,

$K_{j}(x, y)$ $;=$
$\sum_{k\in Zn}\varphi_{j,k}(x)\overline{\varphi_{j,k}(y)}=2^{jn}\sum_{k\in Zn}\varphi(2^{j}x-k)\overline{\varphi(2^{j}y-k)}$

.

$Aimar-Bernardis$-Mart\’in-Reyes[1] 1は $K_{j}(x, y)(j\in \mathbb{Z})$ が以下の性質を持つ事を指

摘している:

命題 6.7. $\{K_{j}\}_{j\in Z}$ は弱正値核族である，すなわち，実数列 $\{l_{j}\}_{j\in Z}$ で以下を満たす

ものが存在する:

1. $0<l_{j+1}<l_{j}<\infty(j\in \mathbb{Z})$ .
2. $\lim_{jarrow\infty}l_{j}=0,\lim_{jarrow-\infty}l_{j}=\infty$ .

3. 各 $i\in \mathbb{Z}$ に対して，$|x-y|<l_{j}$ ならば $K_{j}(x, y)>C(l_{j+1})^{-n}$ .
以上の準備の下，2つの定理の証明を始める．

定理 55の証明．1. $\Rightarrow 2$ . を示せば十分である．モジュラー不等式 1. を仮定しよ

う．$\{l_{j}\}_{j\in Z}$ を命題 67に現れる実数列とし，立方体 $Q$ と $t>0$ を任意にとる．更
に $0<\alpha<1$ を任意にとり，$|F|\geq\alpha|Q|$ を満たす可測集合 $F\subset Q$ を考える．今，
$l_{j_{Q}+1}\leq|Q|^{1/n}<$ 妬を満たす唯一の整数ねをとる．この時，各 $x\in Q$ に対して

$|P_{j_{Q}}(t\chi_{F})(x)|$ $=$ $t| \int_{F}K_{j_{Q}}(x, y)dy|$

$\geq$ $Ct(l_{j_{Q}+1})^{-n}$ . $|F|$

$\geq$ $Ct|Q|^{-1}\cdot\alpha|Q|$

$=$ $Ct\alpha$ .
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故に，

$\int_{Q}|P_{j_{Q}}(t\chi_{F})(x)|^{p(x)}dx\geq\int_{Q}(Ct\alpha)^{p(x)}dx\geq C_{1}\int_{Q}t^{p(x)}dx$

を得る．但し $C_{1}>0$ は $\alpha,$ $p_{+},$ $p_{-}$ のみに依存した定数である．一方で仮定 1. より，

$\int_{Q}|P_{j_{Q}}(t\chi_{F})(x)|^{p(x)}dx$ $\leq$ $\int_{Rn}|P_{j_{Q}}(t\chi_{F})(x)|^{p(x)}dx$

$\leq$ $C \int_{Rn}|t\chi_{F}(x)|^{p(x)}dx$

$=$ $C \int_{F}t^{p(x)}dx$

が成り立っ．従って，

$\int_{Q}t^{p(x)}dx\leq CC_{1}^{-1}\int_{F}t^{p(x)}dx$

が導かれる．これより，$\{t^{p(\cdot)}\}_{t>0}$ が一様 $A_{\infty}$ ウェイトの族となる事が解かる．す
なわち，補題 66より $p(\cdot)$は定数に等しい．口
注意 68. 上記の証明から解かるように，実際には全ての $f\in\nu^{(\cdot)}(\mathbb{R}^{n})$ に対して 1.

を仮定する必要はない．例えば，コンパクトな台を持つ有界な関数 $f$ に対してのみ
1. を仮定しておけば結論 2. が示される．

定理 57の証明．この定理についても 1. $\Rightarrow 2$. を示せば良い．条件 1. を仮定しよ
う．$m\in \mathbb{Z}$およびコンパクトな台を持つ有界な関数 $f$ を任意にとり，

$U_{m}f:= \sum_{l=1}^{2^{n}-1}\sum_{j=-\infty}^{m-1}\sum_{k\in Zn}\langle f,$ $\psi_{j,k}^{l}\rangle\psi_{j,k}^{l}$

と定める．ウェーブレットが多重解像度解析から構成されている事より $P_{m}f(x)=$

$U_{m}f(x)$ であるから，

$\int_{Rn}|P_{m}f(x)|^{p(x)}dx$ $=$ $\int_{Rn}|U_{m}f(x)|^{p(x)}dx$

$\leq$ $C \int_{Rn}\{V(U_{m}f)(x)\}^{p(x)}dx$

$=$ $C \int_{Rn}(\sum_{l=1}^{2^{n}-1}\sum_{j=-\infty}^{m-1}\sum_{k\in Zn}|\langle f,$ $\psi_{j,k}^{l}\rangle\psi_{j,k}^{l}(x)|^{2})^{p(x)/2}dx$

$\leq$ $C \int_{Rn}\{Vf(x)\}^{p(x)}dx$

$\leq$ $C \int_{Rn}|f(x)|^{p(x)}dx$

が得られる．従って，定理 55および注意 68より $p(\cdot)$ は定数に等しい．口
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