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「任意の凸多面体は，単純で重ならない多角形に辺展開することができるだろうか ?」すなわ
ち，任意の凸多面体は辺展開による展開図を持つだろうか ? 展開図 (一般展開とも呼ばれる) は，
多面体の表面を切って平面に開くことで得られる多角形である．また，多面体の辺に沿ってのみ開
切を許すものを特に辺展開と呼ぶ．展開図の起源は 16世紀に遡る:1525年に，画家であり数学者
であるデューラーが書籍 “Unterweysung der Messung mit dem Zirkel un Richtscheyt in Linien
Ebnen uhnd Gantzen Corporen” [8] を著し，正多面体や半正多面体の辺展開を与えた．(同書は，
後に “The Painter $s$ Manual“ [9] として英訳されている．邦訳は「測定法教則」．) 彼が先の疑問
を問題として認識していた証拠はないが，実際に描いた展開図を通して，そうなりそうだとの直
感を持っていたようである [7].
この直感は長年に渡り支持されてきたが，近年になって，開切の仕方によっては開いた面が重

なりを持ち得る不幸な反例が示された [7,13,15]. また，凸性の条件を考慮に入れなければ，どの
ように辺展開しても重なりを持ってしまうような多面体が報告されている [3, 10]. 一方，一般展
開 (つまり辺だけでなく面を切ることも許したもの) を認めるならば，任意の凸多面体からその展
開図を得る方法が 2通り知られている [2,14,16]. つまり，任意の凸多面体は少なくとも 1つは一
般展開を持っ．
本研究では，凸多面体を正多面体のみに限定し，別の角度からこの問題を検討する．「正多面体

の展開図は，いかなる展開でも重なりを持たないのだろうか $?$」 この問題は，一見すると容易に見
えるが，以下のような否定的な状況証拠も挙げられる．(1) ねじれ十二面体 (2つ以上の正多角形
で構成される半正多面体の 1つ) には，重なりを持つ辺展開が存在する [6]. (2) 正四面体を除く
正多面体には，重なりを持つ一般展開が存在する．(正四面体は，任意の一般展開が重なりを持た
ない．)
こうした考察より，辺展開に焦点を当て，「正多面体の辺展開は，いかなる展開でも重なりを持

たないのだろうか $?$」 と問いを改める．正四面体，正六面体，正八面体については，それぞれ 2,
11,11種類の辺展開が存在する [12] ため，それらを 1つずつ描くことで重なりを持たないと確認
できる．デューラーの頃より，同じことが正十二面体と正二十面体についても当てはまると信じ
られてきた．しかし，一般展開の場合のように，一部の正多面体が重なりを持たないのに，他の
多面体が重なりを持つこともあり得る．本研究では，この未解決問題を肯定的に解決した．

定理 1 (Main result) いかなる辺展開でも正多面体は重なりを持たない．

本研究では，二分決定グラフ (BDD) [5] を用いて任意の多面体のすべての辺展開を列挙する
手法を提案し，また，これにより得られる各展開図が重なりを持つかどうかを判定する手法を提
案する．正十二面体と正二十面体は 43,380種類の辺展開を持つ [4,11] ことが知られているが，本
研究の結果は，すべての辺展開を具体的に与えることで，この結果を補強している．また，この
カタログを利用して隣接しない面同士はその外接円が重ならないことを示し，長きに渡る疑問を
解決することに成功した．
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Figure 1: Partial List of Edge-Developments of a Dodecahedron.
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Figure 2: Partial List of Edge-Developments of an Icosahedron.
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