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1 はじめに

本論文を通して $H$ を実 Hilbert 空間とし、 $\langle\cdot,$ $\cdot)$ と $||\cdot\Vert$ を $H$ の内積とノル
ム、 $f$ : $Harrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$を下半連続な真凸関数とする。本論文では凸関数の
最小化問題の解、つまり

$f(u)= \min_{x\in H}f(x)$ (1.1)

となる $u$ を求める問題を考える。 ここで、 関数 $f$ の劣微分 $\partial f$ を以下のよう

に定義する。

$\partial f(x)=\{x^{*}\in H;f(y)\geq(y-x,x^{*}\rangle+f(x)$ $(\forall y\in H)\}$ $(x\in H)$ . $(1.2)$

このとき $\partial f$ は集合値写像となり、 (1.1) は次のように表すことができる。

$0\in\partial f(u)$ . (13)

凸関数の劣微分の性質に焦点を当てることで、これまでに多くの求解法が提案
されている ([12,17,4,13,11,18,19,9,20] 参照)。そのような求解法の 1つ
に近接点がある。近接点法は、Martinet [12] によって提案され、Rockafellar
[17] によって極大単調作用素の零点を求める手法として研究されている。近
接点法は凸関数の最小化問題の他にも、変分不等式問題、相補性問題、均衡
問題等、幅広い分野の問題に適用できる求解法として知られている。本研究
では、近接点法が有限回の反復で問題 (1.1) の解に到達するための条件につ
いて考える。
近接点法は任意の初期点 $x_{1}\in H$ に対して、反復

$x_{n+1}=(I+r_{n}\partial f)^{-1}(x_{n})$ (14)

によって点列 $\{x_{n}\}$ を生成する。ただし、 $\{r_{n}\}$ は正の実数列とする。近接点
法の収束について、 $Rn$ckafellar [17] は以下の結果を示している。

定理 1.1 (Rockafellar [17, Theorem 1]) $\{x_{n}\}$ を近接点法 (1.4) によって生成
された点列とする。ただし、 $\{r_{n}\}$ は条件 $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たす。 この

とき問題 (1.1) が少なくとも 1つ解を持てば、 $\{x$訂は (1.1) のある解 $u$ に弱
収束する。
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近接点法はその後 Banach空間において詳しく研究されている ([11, 10] 参照)。
一方、近接点法には必ずしも強収束しない例があり ([8, 3] 参照)、有限回の反
復で解に到達することを保証するにはさらに条件を追加する必要がある。

Rockafellar [17] は劣微分 $\partial f$ が条件 $0\in$ int$\partial f(u)$ を満たせば近接点法が有
限回で解に到達することを示した。 ここで、 int$D$ は集合 $D$ の内点をあらわ
す。 この結果は Kassay [11] によって Banach 空間へ拡張されている。 しか
し、 条件 $0\in int\partial f(u)$ が成り立つとき、 $u$ は問題 (1.1) の一意の解となるた
め、 解が一意でない問題に対しても適用できる条件が好ましい。
一方、 Ferris [7] は有限次元空間において凸計画問題に近接点法を適用し、

点列が有限回で解に到達するための条件について研究した。Ferris は次の条
件を用いて近接点法の収束について議論した : ある $\alpha>0$ が存在し、

$f(x)\geq f^{*}+\alpha d(x, S)$ $(\forall x\in \mathbb{R}^{n})$ (1.5)

が成り立つ。 ここで $S$ は問題 (1.1) の解集合、 $f^{*}=f(u)(u\in S)$ 、 $d(x, S)=$

$\inf_{y\in S}\Vert x-y\Vert$ とする。条件 (1.5) については [14, 5, 6] 等で詳しく研究され
ている。

本論文では Ferris の研究に動機付けられて、 Hilber 空間において近接点法
が有限回の反復で解に到達する条件について考える。

2 準備
$C$ を $H$ の空でない閉凸集合とする。 このとき任意の $x\in H$ に対して

$\Vert x-x_{0}\Vert=\min_{y\in C}\Vert x-y\Vert$

を満たす $C$ の点 $x_{0}$ が一意に存在する。$H$ から $C$ の上への距離射影 $P_{C}$ : $Harrow$

$C$ を $P_{C}(x)=x_{0}(x\in H)$ と定義する。距離射影には次のような性質がある
([1,19] 参照)。

$\langle y-P_{C}(x),$ $x-P_{C}(x)\rangle\leq 0(\forall y\in C)$ . (2.1)

$x\in C$ に対して

$N_{C}(x)=\{u\in H:\langle y-x, u\rangle\leq 0(\forall y\in C)\}$ (2.2)

とする。関数 $f$ : $Harrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ が真であるとは $f$ の定義域 $D(f)=\{x\in H$ :
$f(x)\in \mathbb{R}\}$ が空でないことをいう。関数 $f$ が凸であるとは、任意の $x,$ $y\in H$

と $\alpha\in(0,1)$ に対して

$f((1-\alpha)x+\alpha y)\leq(1-\alpha)f(x)+\alpha f(y)$

が成り立つことをいう。 $f$ が下半連続であるとは、任意の $r\in \mathbb{R}$ に対して

$\{x\in H:f(x)\leq r\}$
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が閉集合となることをいう。 $f$ を下半連続で真凸関数とする。 このとき $f$ の

劣微分は (1.2) で定義される。 $G(\partial f)=\{(x, x^{*})\in H\cross H:x^{*}\in\partial f(x)\}$ を

$\partial f$ のグラフという。 $\partial f$ は極大単調作用素、つまり

$\langle x-y,x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0(\forall(x, x^{*}), (y, y^{*})\in G(\partial f))$ ,

かつ

$(x-a,x^{*}-a^{*}\rangle\geq 0(\forall(x,x^{*})\in G(\partial f))$ $\Rightarrow$ $(a, a^{*})\in G(\partial f)$

が成り立つ ([15,19,20] 参照)。また、

$\partial f^{-1}(0)=\{u\in H$ : $f(u)= \min_{x\in H}f(x)\}$

となる。下半連続な真凸関数 $f$ に対して、任意の $x\in H$ と $r>0$ に対して

$x\in x_{r}+r\partial f(x_{r})$ (2.3)

を満たす $x_{r}\in H$ が一意に存在する ([16, 19, 20] 参照)。 $\partial f$ の resolvent を
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)=x_{r}(x\in H)$ と定義する。 (2.3) より $J_{r}(x)=(I+r\partial f)^{-1}(x)$ となる。

$Q_{r}=I-$ みとすると $\partial f$ の単調性から

$\Vert J_{r}(x)-J_{r}(y)\Vert^{2}+||Q_{r}(x)-Q_{r}(y)\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}(\forall x,y\in H)$ (2.4)

が成り立っ。

次に条件 (15) を満たす具体例を考える。以下のような線形計画問題を考
える。

目的関数 : $(c, x)arrow$ 最小化 (2.5)

制約条件 : $x\in Q=\{y\in \mathbb{R}^{n}:A(y)\leq b\}$ .

ここで $c\in \mathbb{R}^{n\text{、}}b\in \mathbb{R}^{m\text{、}}A$ は $m\cross n$定数行列とする。問題 (2.5) の解集合を
$x*$ とし、 $x*$ は空でないとする。 このとき、 ある $\alpha>0$ が存在して

$\langle c,x\rangle\geq f^{*}+\alpha d(x,X^{*})(\forall x\in Q)$ (2.6)

が成り立つ。ただし、 $f^{*}=\langle c,u\rangle(u\in X$っとする。線形計画問題は解が存
在すれば条件 (26) が成り立つ事が保証されている ([14] 参照)。ここで、指示
関数 ([2,20] 参照) を用いることで、条件 (26) は条件 (15) のように表すこ

とができる。一方、条件 (1.5) には次のような特徴付けが得られている。

命題 2.1 (Burke and Deng [6]) $f$ : $Harrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ を下半連続な真凸関数、 $S$

を問題 (1.1) の解集合とする。このとき条件 (15) と以下の条件は同値である。

$B(0, \alpha)\cap(\bigcup_{x\in S}N_{S}(x))\subset\partial f(S)$, (2.7)

ここで $B(x, \epsilon)$ は中心 $x$、 半径 $\epsilon$ の閉球をあらわす。
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3 主結果

下半連続な真凸関数の劣微分には次のような性質がある。

補助定理 3.1 $f:Harrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$を下半連続な真凸関数とし、 $(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in$

$G(\partial f)$ とする。 このとき

$\langle x-y,$ $x^{*}-y^{*}\rangle=0$ $\Rightarrow$ $(x, y^{*}),$ $(y, x^{*})\in G(\partial f)$

が成り立っ。

証明の概略

関数ゐを以下のように定義する。

$f_{0}(z)=f(z)+\langle x-z,x^{*})(x\in H)$ .

このとき $\partial f_{0}(z)=\partial f(z)-x^{*}(z\in H)$ となる。 したがって $0\in\partial f_{0}(x)$
。
一

方、 仮定より

$f(x)-f(y)\leq\langle x-y,x^{*}\rangle=(x-y, y^{*})\leq f(x)-f(y)$ .

したがって $fo(y)=f(y)+(x-y,$ $x^{*}\rangle=f(x)=fo(x)$ となる。 これと $0\in$

$\partial f_{0}(x)$ より $0\in\partial f_{0}(y)$
、 つまり $x^{*}\in\partial f(y)$ が成り立つ。同様にして $y^{*}\in$

$\partial f(x)$ も示すことができる。 $\blacksquare$

補助定理 3.2 $S$ を問題 (1.1) の解集合、 $z\in H$ とする。 また、 $\lambda>0$ とし、
$y^{*}=\lambda(z-P_{S}(z))$ とおく。 ただし、 $P_{S}$ は $H$ から $S$ の上への距離射影とす
る。 このとき $y^{*}\in\partial f(w)$ となる $w\in S$ が存在すれば $y^{*}\in\partial f(P_{S}(z))$ が成り
立っ。

証明の概略
(2.1) と補助定理 3.1を用いれば比較的容易に確かめられる。 $\blacksquare$

補助定理 3.3ある $\alpha>0$ が存在して条件 (2.7) が成り立つとする。 このとき
$||w^{*}\Vert<\alpha$ かつ $w^{*}\in\partial f(z)$ を満たす $z$ が存在するならば $z\in S$ である。

証明の概略
$z\not\in S$ とする。 ここで $y^{*}= \alpha\frac{z-Ps(z)}{||z-P_{S}(z)||}$ とおく。 $Ns$ の定義と (2.1) より
$y^{*} \in B(O, \alpha)\cap(\bigcup_{x\in S}N_{S}(x))$ となる。条件 (2.7) と補助定理 32から $y^{*}\in$

$\partial f(P_{S}(z))$ となり、 $\partial f$ の単調性から $0\leq\langle z-P_{S}(z),$ $w^{*}-y^{*})$ が成り立つ $\circ$

これと $y^{*}$ の定義から $\alpha\leq\Vert w^{*}\Vert$ となるが、 これは仮定に矛盾する。 したがっ
て $z\in S$ が成り立っ。 $\blacksquare$

上記で示された補助定理を用いることで、近接点法が有限回で解に到達す
ることを証明する。
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定理 3.1 $\{x_{n}\}$ を近接点法 (1.4) で生成された点列とする。ただし、 $\{r_{n}\}$ は条

件 $\lim inf_{narrow\infty}r_{n}>0$を満たす。問題 (11) の解集合 $S$ は空でないとする。 こ

のとき条件 (2.7) が成り立てば、ある $n0\in N$ が存在して、 $x_{n\in S}(n\geq r\iota_{0})$

となる。

証明の概略

(14) より

$\frac{1}{r_{n}}(x_{n}-x_{n+1})\in\partial f(x_{n+1})(\forall n\in N)$ . (3.1)

$u\in S$ とする。 (2.4) より

$\Vert x_{n+1}-u\Vert^{2}\leq||x_{n+1}-u\Vert^{2}+$ $I$ $x_{n}-x_{n+1}\Vert^{2}$

$=\Vert J_{r_{n}}(x_{n})-u\Vert^{2}+\Vert(I-J_{r_{n}})(x_{n})\Vert^{2}$

$\leq\Vert x_{n}-u\Vert^{2}$

となる。上記の不等式から $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-u\Vert$が存在し、$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-x_{n+1}\Vert=$

$0$が成り立つ。条件 hm $\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ と (3.1) より $\lim_{narrow\infty}\frac{1}{r_{n}}(x_{n}-x_{n+1})=$

$0$。したがって、ある $n_{0}\in N$が存在して $|| \frac{1}{r_{n}}(x_{n}-x_{n+1})\Vert<\alpha(\forall n\geq n_{0})$ とな

る。補助定理 33より $x_{n+1}\in S(\forall n\geq n_{0})$ が示された。 $\blacksquare$
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