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1 序論

本稿では，文献 [5] で得られた結果を紹介する。文献 [5] では，堅非拡大性 (firmly

nonexpansiveness) をもつ 3種類の写像に焦点をあて，それらの相互関係や連続性に関す
る性質の整理を行っている。

Hilbert空間上の堅非拡大写像の Banach空間への自然な拡張として，Bruck [11] による

堅非拡大写像がある。例えば，Banach空間上の増大作用素のリゾルベントは，Bruck [11]
の意味で堅非拡大であることが知られている。 しかし，Banach 空間の上の単調作用素の

リゾルベントは，Bruck [11] の意味で堅非拡大とは限らない。本稿で取り上げる 3種類の

写像 (P 型，Q 型，R型) は，単調作用素のリゾルベントを例とする堅非拡大写像である。

2 準備

本稿では，$E$ を実 Banach空間，$E^{*}$ を $E$ の共役空間とし，$E$ のノルムを $\Vert\cdot\Vert$ で，$x\in E$

における $x^{*}\in E^{*}$ の値を $\langle x,$ $x^{*}\rangle$ で，$E$ 上の恒等写像を $I$ で，$E$ 上の双対写像を $J$ で表

す。 また，$E$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ へ強収束することを $x_{n}arrow x$ , 弱収束することを $x_{n}arrow x$

と表す。 $E$ のノルムの微分可能性および $E$ の凸性の定義，$J$ の諸性質につての詳細は，文
献 [32,33] を参照するとよい。

$C$ を $E$ の部分集合とする。写像 $T:Carrow E$ の不動点の集合を $F(T)$ で，漸近的不動点
(asymptotic 且 xed point)[29] の集合を $\hat{F}(T)$ で表す。 ここで，点 $p\in C$ が写像 $T$ の漸近

的不動点であるとは，$x_{n}arrow p$ かつ $x_{n}-Tx_{n}arrow 0$ が成り立つ $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ が存在する

ときをいう。

以下，特に断らない限り，$E$ を滑らか，狭義凸かつ回帰的な Banach 空間とする。
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$C$ を $E$ の空でない閉凸集合とするとき，各 $x\in E$ に対して，$\Vert x-z\Vert=\min\{\Vert x-y\Vert$ :
$y\in C\}$ を満たす $z\in C$ がただ一つ存在する。その点 $z$ を $P_{C}x$ と表し，$P_{C}$ は $E$ から $C$

の上への距離射影 (metric projection) と呼ばれる。
$C$ を $E$ の空でない閉凸集合とるとき，各 $x\in E$ に対して，$\phi(z, x)=\min\{\phi(y, x)$ : $y\in$

$C\}$ を満たす $z\in C$ がただ一つ存在する $*$ 1。その点 $z$ を $\Pi_{C^{X}}$ と表し，$\Pi_{C}$ は $E$ から $C$ の

上への一般化射影 (generahzed projection) $*2$ と呼ばれる。
$C$ を $J(C)$ が $E^{*}$ で閉凸となる $E$ の部分集合とする。 このとき，[22, Theorem 3.3]

より，$C$ は sunny generahzed nonexpansive retract であり，$E$ から $C$ の上への sunny

generalized nonexpansive retraction が存在する $*$ 3。
$A\subset E\cross E^{*}$ を単調作用素 $*$4, $r$ を正の実数とする。 このとき，次の 1価写像が定義で

きる。. $K_{r}=(I+rJ^{-1}A)^{-1}$ : ran$(I+rJ^{-1}A)arrow$ dom$(A)$ ;. $L_{r}=(J+rA)^{-1}J:J^{-1}($ran$(J+rA))arrow$ dom$(A)$ ;. $(I+rA^{-1}J)^{-1}$ : ran$(I+rA^{-1}J)arrow J^{-1}(dom(A^{-1}))$ 。

ここで，$J^{-1}$ は $E^{*}$ の双対写像である。 これらの写像は，$A$ のリゾルベントと呼ばれ，単調
作用素の零点の近似理論，例えば近接点法$*$5において重要な役割を演ずる。 $K_{r}$ について

は [6, 9, 19, 27, 33] を，$L_{r}$ については [2-4, 7, 8, 16, 18, 20, 21, 23-26, 28, 29] を，$M_{r}$ につい

ては [13,14,22] などを参照するとよい。

3 P 型，Q 型，R 型写像

本節では，特に断らない限り，$E$ を滑ら力$\searrow$ 狭義凸かつ回帰的な Banach 空間，$C$ を $E$

の空でない部分集合とする。

まず，P 型，Q 型，R 型写像の定義を述べる。. 写像 $S:Carrow E$ が $P$ 型であるとは，すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$\langle$Sx–Sy, $J(x-Sx)-J(y-Sy)\rangle\geq 0$

$*1\phi$ は，$x,y\in E$ に対して $\phi(x,y)=\Vert x\Vert^{2}-2\langle x,$ $Jy\rangle+||y||^{2}$ で定義される実数値関数である。
$*2$ 一般化射影については，[1, 18] を参照するとよい。
$*3$ 詳しくは，[13, 14] を参照するとよい。
$*4$ すべての $(x,x^{*}),$ $(y,y^{*})\in A$ に対して $\langle x-y,x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$ が成り立つ。
$*5[31]$ および [17,33] を参照するとよい。
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が成り立つときをいう。. 写像 $T:Carrow E$ が $Q$ 型であるとは，すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$\langle Tx$ – $Ty$, $Jx-JTx-(Jy-JTy)\rangle\geq 0$ (3.1)

が成り立つときをいう $*6$
。. 写像 $U:Carrow E$ が $R$ 型であるとは，すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$\langle x$ – $Ux$ –($y$ – $Uy$), $JUx-JUy\rangle\geq 0$ (3.2)

が成り立つときをいう $*7$
。

$E$ が Hilbert 空間のとき $J$ は恒等写像であるから，$P$ 型，$Q$ 型，$R$ 型写像は，いずれも
Hilbert 空間上の堅非拡大写像 $*$8の一般化であることがわかる。さらに，閉凸集合の上へ
の距離射影は $P$ 型であり，閉凸集合の上への一般化射影は $Q$型であり，sunny generalized
nonexpansive retraction は $R$ 型であることが知られている [5, Examples 3.1, 4.1, 5.1].
単調作用素 $A\subset E\cross E^{*}$ のリゾルベント $K_{r}=(I+rJ^{-1}A)^{-1}$ は $P$ 型写像の代表例で

あるが，すべての $P$ 型写像は，ある単調作用素のリゾルベントとして表せる。

命題 3.1 ([5, Proposition 3.3]). 写像 $S:Carrow E$ に対して，$A_{S}\subset E\cross E^{*}$ を $A_{S}=$

$J(S^{-1}-I)$ で定義する。 このとき，$S$ が $P$ 型であることと，$A_{S}$ が単調であることは同
値である。 さらにこのとき，$S$ は $A_{S}$ のリゾルベント $K_{1}=(I+J^{-1}A_{S})^{-1}$ である。

$P$ 型写像については次の結果が知られている。

命題 3.2 ([6]). $S:Carrow E$ を $P$ 型写像とするとき，以下が成り立つ。

1. $C$ が閉凸ならば，$F(S)$ も閉凸である。

2. $\hat{F}(S)=F(S)$ が成り立つ。

3. $\lambda\in[0,1]$ ならば，$\lambda I+(1-\lambda)S$ も $P$ 型写像である。

単調作用素 $A\subset E\cross E^{*}$ のリゾルベント $L_{r}=(J+rA)^{-1}J$ は $Q$ 型写像の代表例であ

るが，すべての $Q$ 型写像は，ある単調作用素のリゾルベントとして表せる。

$*6$ 文献 [24] では，この写像を “firmly nonexpansive type” と呼んでいる $\circ$

$*7$ 文献 [15] では，この写像を “firmly generahzed nonexpansive type” と呼んでいる。
$*8C$ を実 Hilbert 空間 $H$ の空でない部分集合とするとき，$V:Carrow H$ が堅非拡大であるとは，すべての

$x,$ $y\in C$ に対して $\langle$x–Vx–(y–Vy), $Vx-Vy\rangle\geq 0$ が成り立つときをいう。
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命題 3.3 ([25, Proposition 3.1]). 写像 $T:Carrow E$ に対して，$A_{T}\subset E\cross E^{*}$ を $A_{T}=$

$JT^{-1}-J$ で定義する。 このとき，$T$ が $Q$ 型であることと，$A_{T}$ が単調であることは同値

である。 さらにこのとき，$T$ は $A_{T}$ のリゾルベント $L_{1}=(J+A_{T})^{-1}J$ である。

Q 型写像については次の結果が知られている。

命題 3.4 ([24, Lemma 5.1]). $E$ を一様 G\^ateaux微分可能なノルムを持つ狭義凸 Banach

空間，$C$ を $E$ の空でない部分集合，$T:Carrow E$ を $Q$ 型写像とする。 このとき，$\hat{F}(T)=$

$F(T)$ が成り立っ。特に，$F(T)$ が空でないとき，$T$ は強擬非拡大 $*$9である。

定理 3.5 ([24, Theorem 3.2]). $C$ を $E$ の閉凸部分集合，$T:Carrow C$ を $Q$ 型写像とする。

このとき，$\{T^{n}x\}$ が有界となる $x\in C$ が存在することと，$T$ の不動点が存在することは同

値である。

単調作用素 $A\subset E^{*}\cross E$ のリゾルベント $M_{r}=(I+rAJ)^{-1}$ が $R$ 型写像の代表例であ

るが，すべての R型写像は，ある単調作用素のリゾルベントとして表せる。

命題 3.6 ([5, Proposition 5.3]). 写像 $U:Carrow E$ に対して，$Au\subset E^{*}\cross E$ を $A_{U}=$

$(U^{-1}-I)J^{-1}$ で定義する。 このとき，$U$ が $R$ 型であることと，$A_{U}$ が単調であることは

同値である。 さらにこのとき，$U$ は $A_{U}$ のリゾルベント $M_{1}=(I+A_{U}J)^{-1}$ である。

R 型写像については次の結果も得られる。

命題 3.7 ([5, Proposition 5.4]). $R$ 型写像 $U:Carrow E$ に対して，以下が成り立っo

1. $C$ が閉凸ならば $U^{-1}0$ は閉凸である。

2. $\{x_{n}\}$ が $C$ の点列で，$x_{n}arrow p\in C$ かつ $U_{X}narrow 0$ とする。 このとき，$p\in U^{-1}0$ で

ある。

4 P 型，Q 型，R 型写像の相互関係

$V$ を Hilbert 空間上の堅非拡大写像とすると，$I-V$ も堅非拡大であり，$V$ の不動点は

$I-V$ の零点であることが容易にわかる。 $P$ 型，$Q$ 型，$R$ 型写像の間にもこれと似た関係

がある。

$*9$ 強擬非拡大写像 (strongly relatively nonexpansive mapping) については，[8,23,29] を参照するとよ
い。

12



以下、特に断らない限り，$E$ を滑ら力 $\backslash$ , 狭義凸かつ回帰的な Banach 空間，$C$ を $E$ の空

でない部分集合とする。

命題 4.1 ([5, Proposition 6.1]). $P$ 型写像 $S:Carrow E$ に対して，写像 $T_{*}:J(C)arrow E^{*}$ ,
$U:Carrow E$ を，それぞれ $T_{*}=J(I-S)J^{-1},$ $U=I-S$ で定義する。 このとき，$T_{*}$ は $E^{*}$

で $Q$型，$U$ は $R$ 型であり，$F(S)=(T_{*}J)^{-1}0=U^{-1}0,$ $S^{-1}0=J^{-1}F(T_{*})=F(U)$ が成

り立っ。

命題 4.2 ([5, Proposition 6.2]). $Q$ 型写像 $T:Carrow E$ に対して，写像 $S_{*}:J(C)arrow E^{*}$ ,
$U_{*}:J(C)arrow E^{*}$ を，それぞれ $S_{*}=I_{*}-JTJ^{-1},$ $U_{*}=JTJ^{-1}$ で定義する。 ここで，
$I_{*}$ は $E^{*}$ 上の恒等写像である。このとき，$S_{*}$ は $E^{*}$ で $P$ 型，U、は $E^{*}$ で $R$ 型であり，
$F(T)=(S_{*}J)^{-1}0=J^{-1}F(U_{*}),$ $T^{-1}0=J^{-1}F(S_{*})=(U_{*}J)^{-1}0$ が成り立っ。

命題 4.3 ([5, Proposition 6.3]). $R$ 型写像 $U:Carrow E$ に対して，写像 $S:Carrow E$ ,
$T_{*}:J(C)arrow E^{*}$ を，それぞれ $S=I-U,$ $T_{*}=JUJ^{-1}$ で定義する。 このとき，$S$ は $P$

型，$T_{*}$ は $E^{*}$ で $Q$ 型であり，$F(U)=S^{-I}0=J^{-1}F(T_{*}),$ $U^{-1}0=F(S)=(T_{*}J)^{-1}0$ が

成り立っ。

命題 34および 43より，直ちに次の結果が得られる。

命題 4.4 ([5, Proposition 6.4]). $E$ は滑らかかつ回帰的な Banach 空間で，一様 G\^ateaux

微分可能なノルムを持つとする。 $C$ を $E$ の空でない部分集合，$U:Carrow E$ を $R$ 型の写像，
$\{x_{n}\}$ を $C$ の点列とする。 このとき，$Jx_{n}-u^{*}\in J(C)$ および $Jx_{n}-JUx_{n}arrow 0$ ならば

$J^{-1}u^{*}\in F(U)$ が成り立っ。

定理 35および命題 43より，直ちに次の不動点定理が得られる。

定理 4.5 ([5, Theorem 6.5]). $C$ を $J(C)$ が $E^{*}$ で閉凸となる $E$ の空でない部分集合，
$U:Carrow C$ を $R$ 型写像とする。 このとき，$\{U^{n}x\}$ が有界になる $x\in C$ が存在すること

と，$U$ が不動点を持つことは同値である。

5 P 型，Q 型，R 型写像の連続性

本節では，特に断らない限り，$E$ を滑ら力 $\backslash$ , 狭義凸かつ回帰的な Banach空間とし，$C$ を
$E$ の空でない部分集合とする。

次の定理は，$R$型写像の連続性に関するものである。
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定理 5.1([5, Theorem 7.1]). $R$型写像 $U:Carrow E$ に対して，以下が成り立つ。

1. 有界集合の $U$ による像は有界である。

2. $\{x_{n}\}$ を $C$ の点列とし，$x_{n}arrow x\in C$ とする。 このとき，$Ux_{n}arrow Ux,$ $JUx_{n}arrow$

$JUx$ および $\Vert Ux_{n}\Vertarrow\Vert Ux\Vert$ が成り立っ。

3. $JU:Carrow E^{*}$ は単調かつデミ連続 $*$ 10である。

4. $E$ が Kadec-Klee性を持つとき $*11,$ $U$ は連続である。

5. $E$ が一様凸のとき，$U$ は $C$ の有界集合上で一様連続である。

6. $E$ が一様凸かつ一様に滑らかなとき，$JU$ は $C$ の有界集合上で一様連続である。

$E$ 全体で定義された単調かつデミ連続な関数は極大単調である [9, Corollary 42] から，

定理 51より次の系を得る。

系 5.2 ([5, Corollary 7.2]). $U:Earrow E$ が $R$型写像ならば $JU$ は極大単調である。

$P$ 型写像 $S:Carrow E$ が与えられたとき，命題 41より $I-S$ は $R$ 型であるから，定理
51より $J(I-S)$ は単調でデミ連続である。 これと [32, Theorem 718] などを用いると

次の不動点定理を得る。

定理 5.3 ([5, Theorem 7.4]). $C$ を $E$ の空でない有界な閉凸部分集合，$P_{C}$ を $E$ から $C$

の上への距離射影，$S:Carrow E$ を $P$ 型写像とする。 このとき，$F(P_{C}S)$ は空ではない。特

に，$S(C)\subset C$ ならば，$S$ は不動点をもつ。

また，系 52から次も得られる。

系 5.4([5, Corollary 7.5]). $S:Earrow E$ が $P$ 型ならば，$J(I-S)$ は極大単調である。

この系より，次の定理が得られる。

定理 5.5 ([5, Theorem 7.6]). $S:Earrow E$ を $P$ 型写像，$r>0,$ $T=(J+rJ(I-S))^{-1}J$

とする。 このとき，$T$ は $E$ から $E$ への $Q$ 型 1価写像であり，$F(S)=F(T)$ が成り立つ。

極大単調作用素 $A\subset E\cross E^{*}$ のリゾルベント $K_{1}=(I+J^{-1}A)^{-1}$ は $E$ から $E$ への $P$

型写像であるから，定理 55より $T=(J+J(I-K_{1}))^{-1}J$ は，$E$ から $E$ への $Q$ 型写像

$*10$ 写像 $B:Carrow E^{*}$ がデミ連続であるとは，$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ に対して，$x_{n}arrow x\Rightarrow Bx_{n^{arrow}}^{w}Bx$ が成り立

つときをいう [33]。
$*11E$ の点列 $\{x_{n}\}$ に対して，$x_{n}arrow X$ かつ $||x_{n}||arrow||x||$ ならば $x_{n}arrow x$ が成り立つとき。
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で，$A^{-1}0=F(K_{1})=F(T)$ が成り立つことがわかる。
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