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この原稿では、 まず最初にカスプ形式の空間の次元と保型表現の数と四元数体の極
大整環の類数とタイプ数が同一視できることを解説する。 そのあと、 カスプ形式もし
くは 2次のジーゲルカスプ形式の空間の次元についての法 2の合同式が虚二次体の類
数と PGSp(2) のアーサー予想に関係することについて紹介する。オリジナルの結果の
次元についての法 2の合同式については自分の論文 [16] で詳しく書いた。しかし保型
表現と関係付けるための議論について詳しく説明しなかったので、 この原稿で保型表
現による解釈を詳しく解説することにした。カスプ形式の空間の次元を保型表現の数
として解釈すると、 従来と少し異なる視点で保型形式の空間の次元の数値を楽しむこ
とができると思う。

1. 四元数体の類数とタイプ数と保型表現の数とカスプ形式の空間の次元について

四元数体の類数とタイプ数と保型表現の数とカスプ形式の空間の次元の間にある関
係について説明する。
有理数体 $\mathbb{Q}$上の正定値四元数体 $B$ を考えよう。簡単のため、 $B$ の判別式を素数 $p$ と

する。環 $R$ に対して $R^{\cross}$ を $R$ の可逆元全体からなる群とする。 $J\supset$ を $B$ の一つの極大整
環とする。 $\mathbb{Q}$ の各素点 $v$ に対して $B_{v}=B\otimes_{Q}\mathbb{Q}_{v}$ とする。 同様に有限素点 $v<\infty$ につ
いて $D_{v}=O\otimes_{\mathbb{Z}}Z_{v}$ とする。 そして $Kfin=\prod_{v<\infty}\mathfrak{O}_{v}^{\cross}$ と置く。A を $\mathbb{Q}$ のアデール環、

$A^{\cross}$ を $\mathbb{Q}$ のイデール群、 $B_{A}^{\cross}$ を $B$ のイデール群とする。 $B$ の類数 $H_{B}$ は

$H_{B}=|B^{\cross}\backslash B_{A}^{\cross}/(B_{\infty}^{\cross}Kfin)|<+\infty$

と定義される。ただし、有限集合 $S$ に対して $|S|$ はその位数を意味する。特に、 $J\supset$ の右
イデアルの同値類の数と $H_{B}$ は一致し、 そして、 $H_{B}$ は極大整環 $O$ の選択によらないこ
とが知られている。次に二つの整環 $D_{1}$ と O2が同じタイプであるとは、ある $a\in B^{\cross}$

が存在して $J\supset_{1}=al\supset_{2}a^{-1}$ が成り立つことを意味する。 これは $B$ の極大整環全体の集合
上に同値関係を与える。そして、その同値類の数のことを極大整環のタイプ数と呼び、
この論文では聡と記述する。もし $B_{A,D}^{\cross}=\{x\in B_{A}^{\cross}|xJ\supset x^{-1}=J\supset\}$ とすると、

$T_{B}=|B^{\cross}A^{\cross}\backslash B_{A}^{\cross}/B_{A,O}^{\cross}|<+\infty$

となる (cf. [8]). ただし、 $x=(x_{v})_{v}$ とすると、 $xOx^{-1}$ は $\bigcap_{v<\infty}(x_{vv}J\supset x_{v}^{-1})$ を意味するも
のとする。
二つの数 $H_{B}$ と $T_{B}$ を保型表現の言葉に翻訳してみよう。まず $L^{2}$空間 $L^{2}(B^{x}A^{\cross}\backslash B_{A}^{\cross})$

を考える。 この空間上の $B_{A}^{\cross}$ の右正則表現 $R_{B}$ は可算個の既約ユニタリ表現の直交直和
に分解する。 $B_{A}^{\cross}$ は $B_{A}^{\cross}$ の既約ユニタリ表現の同値類とし、 $m_{\pi}$ は非負の整数 $(\pi$ の重
複度) とすると、

$R_{B}\cong\oplus m_{\pi}\cdot\pi$

$\pi\in\overline{B_{A}^{\cross}}$

と書くことができる。ただし、右正則表現 $R_{B}$ における中心 $A^{\cross}$ の作用は自明であるの
で、 $m_{\pi}>0$ を満たす $\pi$ における中心の作用は自明である。 また重複度 1の定理が成り
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立つので、 $m_{\pi}$ は零でないなら $m_{\pi}=1$ が成り立つ。 ここで、 $B_{A}^{\cross}$ の任意の部分群 $G$ に
対して $\pi$ の表現空間 $V_{\pi}$ の部分空間 $V_{\pi,G}$ を

$V_{\pi,G}=$ { $v\in V|$ 任意の $g\in G$ について $\pi(g)v=v$ が成り立つ}

と定義する。 $B^{\cross}$ の中心は $\mathbb{Q}^{\cross}$ であり $A^{\cross}=\mathbb{Q}^{\cross}(\mathbb{R}^{\cross}\prod_{v<\infty}Z_{\text{。}}^{\cross})$ となることに注意した上
で $H_{B}$ の定義をみると、

$H_{B}= \sum m_{\pi}\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi,B_{\infty}^{\cross}Kfin}$

$\pi\in\overline{B_{A}^{\cross}}$

となる。 $\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi,B_{\infty}^{\cross}Kfin}\neq 0$ となる既約ユニタリ表現 $\pi=\otimes_{v}\pi_{v}$ を考えよう。実素点に
おいては $B_{\infty}^{\cross}$ 上不変なのだから、 $\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi,B_{\infty}^{\cross}K_{hn}}.\neq 0$ となる $\pi=\otimes_{\text{。}}\pi_{v}$ について $\pi_{\infty}$ は自
明な表現となる。素点 $p$ について $\mathbb{Q}_{p}^{\cross}J\supset_{p}^{\cross}$ で固定されるベクトルを持つ表現 $\pi_{p}$ を考えよ
う。 $B_{p}$ は $\mathbb{Q}_{p}$ 上の division algebra なのだから、 $\mathfrak{Q}_{p}$ は四元数体 $B_{p}$ の唯一の極大整環で
あり、 素元 $\varpi_{p}$ について $\varpi_{p}l\supset_{p}$ は $O_{p}$ の極大イデアルとなる。 $(\varpi_{p}D_{p})^{2}=pl\supset_{p}$ となるの
だから、 $[B_{p}^{\cross}:\mathbb{Q}_{p}^{\cross}D_{p}^{\cross}]=2$ を得る。 こうなると、 $\pi_{p}$ は既約なのだから 1次元表現しかあ
りえなく、 しかも不分岐であることを考慮すると、 dimc $V_{\pi,B_{\infty}^{x}Kfin}\neq 0$ となる $\pi=\otimes_{v}\pi_{v}$

についての $\pi_{p}$ は自明な表現もしくは不分岐な 2次指標で自明な表現をひねったものと
なる (cf. [5, p.62])。以下、 $1_{v}$ を $B_{v}^{\cross}$ の自明な表現とし、 $\chi_{v}$ を $\mathbb{Q}_{p}^{\cross}$ 上の不分岐な 2次指
標とし、 $\chi_{v}1_{v}$ を自明な表現を 2次指標でひねったものとする。つまり、 $n_{v}$ を $B_{v}$ 上の
ノルムとすると、 $\chi_{v}1_{v}(g_{v})=\chi_{v}(n_{v}(g_{v}))$ と与えられる。そして、 dimc $V_{\pi,B_{\infty}^{\cross}K_{Rn}}\neq 0$ な
らば $\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi,B_{\infty}^{\cross}Kfin}=1$ となることも分かる。以上の考察により、

(11) $H_{B}=|\{\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in\overline{B_{A}^{\cross}}|m=1,.\pi=1_{\infty},$$\pi_{p}=t_{0}\backslash$
つ $\int f\vec{\Rightarrow\text{、}}$の $v\neq\infty,pl_{\vec{L}}$つ

$\iota^{o}\backslash$

て
$\chi\pi$pvlpは不分岐 $\}|$

と類数 $H_{B}$ を保型表現の言葉で記述することができた。 $B_{A}^{\cross}$ の自明な表現 $1_{B}=\otimes_{v}$ 1。は
必ず右辺の集合に含まれることに注意されたい。 また $1_{B}$ と異なる表現については素点
$v\neq\infty,p$において $\pi_{v}$ . は不分岐な主系列表現となっている。つぎに $T_{B}$ について考える。 [8,
Lemma 10] に書かれているように、 $B_{A,l\supset}^{\cross}$ は $B_{\infty}^{\cross}Kfin$ を含み、 $[B_{A,\mathfrak{Q}}^{x}A^{\cross};(B_{\infty}^{\cross}Kfin)A^{\cross}]=2$

となる。 さらに $B_{A,!\supset}^{\cross}$ は元 $(x_{v}),$ $x_{p}=\varpi_{p},$ $x_{v}=1(^{\forall}v\neq p)$ を含む。 その結果、

(12) $T_{B}=|\{\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in\overline{B_{A}^{\cross}}|m=1,\pi=1_{\infty},\pi_{p}=l0^{\backslash }$

つ
$\int\neq’\grave{e}_{\backslash }^{a}$の $v\neq\infty,p\iota_{\llcorner}^{-}$ついて $\pi_{v}$ は不分岐

$\}|$

が導かれる。 これにて $H_{B}$ と $T_{B}$ の保型表現的な意味がはっきりした。
次に正則カスプ形式の空間の次元を保型表現の言葉に翻訳しよう。上半平面め $=\{z\in$

$\mathbb{C}|$ Im(z) $>0\}$ に SL $($ 2, $\mathbb{R})$ が

$g\cdot z=(az+b)(cz+d)^{-1}$ , $g=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in$ SL $($ 2, $\mathbb{R}),$ $z\in \mathfrak{H}$

と作用する。素数 $P$ に対して離散群 $\Gamma_{0}(p)$ が

$\Gamma_{0}(p)=xM(2, Z)x^{-1}\cap$ SL(2, Z), $x=(\begin{array}{ll}1 00 p\end{array})$
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と定義される。 SL $($ 2, $\mathbb{Q})$ の算術的部分群 $\Gamma$ について、 $k$ を 2以上の偶数としたとき、 $\Gamma$

に関する重さ $k$ の正則カスプ形式の空間 $S_{k}(\Gamma)$ が

$S_{k}(\Gamma)=\{f:\mathfrak{H}arrow \mathbb{C}|su|{\rm Im}(z)^{k/2}f(z)|<+\infty f()=(cz+d)^{k}f(z)^{\forall}z\in\hslash f$

は正
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1\rfloor},,,$

$\forall_{\gamma=}(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\Gamma,$ $\}$

と定義される。次に $S_{k}(\Gamma_{0}(p))$ の部分空間 $S_{k}^{01d}(\Gamma_{0}(p))$ が

$S_{k}^{old}(\Gamma_{0}(p))=\{c_{1}f(z)+c_{2}f(pz)|c_{1},$ $c_{2}\in \mathbb{C}$ and $f\in S_{k}$ (SL(2, $Z))\}$

と定義される。
$\dim_{C}S_{k}^{01d}(\Gamma_{0}(p))=2\cross\dim_{C}S_{k}$ (SL(2, $Z)$ )

となることが知られている。そして、部分空間 $S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))$ を Petersson 内積による
$S_{k}(\Gamma_{0}(p))$ 上の $S_{k}^{old}(\Gamma_{0}(p))$ の直交補空間とする。 $S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))$ に属するカスプ形式を新
形式と呼ぶ。続いて Atkin-Lehner involutionを導入する。 $S_{k}$ (Fo $(p)$ )上の線型作要素 $W_{p}$

を
$(W_{p}\cdot f)(z)=p^{-k/2}z^{-k}f(-1/pz)$

と定義する。定義より $W_{p}\circ W_{p}=id_{S_{k}(\Gamma_{0}(p))}$ であり、 tr $W_{p}|_{S_{k}^{\circ 1d}(\Gamma_{0}(p))}=0$ が分かる。 そ
して、

$S_{k}^{new\pm}(\Gamma_{0}(p))=\{f\in S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))|W_{p}\cdot f=\pm(-1)^{k/2}f\}$

と置く。 こうすると、 $S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))$ がさらに直交直和に分解して、
$S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))=S_{k}^{new+}(\Gamma_{0}(p))\oplus S_{k}^{new-}(\Gamma_{0}(p))$

が成り立つ。符号 $+$ と – はみ関数の関数等式の符号を意味することに注意しよう。これ
より空間 $S_{k}^{new\pm}(\Gamma_{0}(p))$ の次元を保型表現の言葉に翻訳することを目標に議論する。 $L^{2}$

空間 $L^{2}($PGL(2, $\mathbb{Q})\backslash PGL(2,$ $A))$ の離散スペクトル上への右正則表現 $R_{dis}$ は PGL(2, A)
の可算個の既約ユニタリ表現の直交直和に分解する。つまり、 PGL(2, A) を PGL(2, A)
の既約ユニタリ表現の同値類の集合とすると、

$R_{dis}\cong$ $\oplus$ $m_{\pi}^{dis}\cdot\pi$

$\pi\in P\overline{GL(2,}A)$

となる。重複度 1定理より、 $m_{\pi}^{dis}=0$ または 1である。極小 K-type を SO(2) に制限し
たときの既約成分の一つが $e^{i\theta}\mapsto e^{ki\theta}$ であるような PGL(2) の離散系列表現を $\sigma_{k}$ と書
く。 有限素点 $v$ について $K_{v}=$ GL $($ 2, $Z_{v})$ として $K= \prod_{v<\infty}K_{v\text{、}}$ そして

$K_{0}(p)=K_{0,p} \cross\prod_{v<\infty,v\neq p}K_{v}$
, $K_{0,p}=\{(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in K_{p}|c\in pZ_{p}\}$

と置く。 $\pi=\otimes_{v}\pi_{v}$ に対して $\pi fin=\otimes_{v<\infty}\pi_{v}$ と置く。 $\pi$ の表現空間稀について $H=K$
or $K_{0}(p)$ とすると部分空間

$V_{\pi,k,H}=\{x\in V_{\pi}|\pi fin(h)x=x$ for any $h\in H$ and $\pi_{\infty}(r_{\theta})x=e^{ki\theta}x\}$

が定義される。 ただし、 $r_{\theta}=(\begin{array}{ll}cos\theta sin\theta-sin\theta cos\theta\end{array})$ と置いた。 こうすると、

$\dim_{\mathbb{C}}S_{k}$(SL(2, $Z)$ )
$=,m_{\pi}^{dis}\dim_{C}V_{\pi fin,k,K}\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in PG^{\frac{\sum}{L(2}}A),\pi_{\infty}\cong\sigma_{k}$

,
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$\dim_{\mathbb{C}}S_{k}(\Gamma_{0}(p))=,m_{\pi}^{dis}\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi_{hn},k,Ko(p)}\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in P^{\frac{\sum}{GL(2}}A),\pi_{\infty}\cong\sigma_{k}$

.

が成り立つことが既約分解から従う。さらに Casselman[2] の結果より、 $\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi fln,k,K}\neq$

$0$ なら
$\dim_{C}V_{\pi fin,k,K}=1$ かつ $\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi_{6n},k,K_{0}(p)}=2$

となり、 dimc $V_{\pi fi\mathfrak{n},k,K}=0$ かつ $\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi fin,k,K_{0}(p)}\neq 0$ のときは

$\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi fin,k,K_{0}(p)}=1$

となる。 空間 $S_{k}(\Gamma_{0}(p))$ を $L^{2}$ 空間に持ち上げると空間

$\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in P^{\frac{\oplus}{GL(2}}A),\pi_{\infty}\cong\sigma kV_{\pi,k,K_{0}(p)}$

に一致して、 空間 $S_{k}^{old}(\Gamma_{0}(p))$ を $L^{2}$ 空間に持ち上げると空間

$\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in P^{\frac{\oplus}{GL(2}}A),\pi_{\infty}\simeq\sigma_{k}(\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi,k,K})\cdot V_{\pi,k,K_{0}(p)}$

に、 最後に空間 $S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))$ を $L^{2}$ 空間に持ち上げると空間

$\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in PG^{\frac{\oplus}{L(2}}A),\pi_{\infty}\cong\sigma_{k}(1-\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi,k,K})\cdot V_{\pi,k,K_{0}(p)}$

と一致する。有限素点 $v$ について、 GL $($ 2, $\mathbb{Q}_{v})$ の Steinberg表現を $St_{v}$ と記述する。 $\mathbb{Q}_{v}^{\cross}$

上の不分岐な 2次指標を $\chi_{v}$ とし、 $\chi_{v}$ St. を $\chi_{v}$ で $St_{v}$ をひねったものとする。 つまり、
$\chi_{v}St_{v}(g_{v})=\chi_{v}(\det g_{v})\cross St_{v}(g_{v})$ となる。 Casselman [2] の証明を見れば分かるように、
$\dim_{\mathbb{C}}V_{\pi,k,K_{0}(p)}=1$ の場合は、 $\pi_{p}$ は $St_{p}$ もしくは $\chi_{p}St_{p}$ のどちらかになる。そうすると、
以上の議論によって

(1.3) $\dim_{C}S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))=$

$|\{\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in PG\overline{L(2,}A)|m_{\pi}^{dis}--1,\cong\sigma_{k},\pi_{p}\cong h^{1}$

っ $lf,\Rightarrow\underline{\Leftrightarrow}$、の $v\neq\infty,p\iota_{\llcorner}^{arrow}$つ
$t\chi_{p}St\iota^{p}\backslash$

て $\pi_{v}f3$不 $f_{J^{\backslash }}$岐
$\}|$

が成り立つ。Atkin-Lehner involutionについて St は $-1$ の固有値を、 $\chi_{p}St_{p}$ は 1の固有
値を持つことが知られている (cf. [13])。その結果、 もし $k/2$ が奇数 (resp. k/2が偶数)
ならば

(1.4) $\dim_{\mathbb{C}}S_{k}^{new+}(\Gamma_{0}(p))=$

$|\{\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in PG\overline{L(2,}A)|m--1,\cong\sigma_{k},\pi_{p}\cong t(resp.St)/0^{\backslash }$

つ $\int\pm^{B},\iota_{\overline{\llcorner}}$つ $\iota^{p}\backslash ,$ $\}|$ ,

$\dim_{C}S_{k}^{new-}(\Gamma_{0}(p))=$

$|\{\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in PG\overline{L(2,}A)|$ mカ$\grave$

d
$\pi$つ is–lfl$\acute=$e-,

$\grave$
の

$v\neq\infty,pl_{\overline{\llcorner}}\cong\sigma_{k},\pi_{p}\cong$

つ $|\backslash$て
$\pi_{v}f\ovalbox{\tt\small REJECT} pS(resp$

不
$t_{J^{\backslash }}^{t_{p})}\mathbb{I}R\}|$

が成り立つ。 これにより次元を保型表現の数で表すことができた。
保型表現の数に関する等式 (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) を用いて $H_{B}$ と $T_{B}$ と次元の間に

ある関係式を導こう。そのため GL(2) の Jacquet-Langlands対応を思い出す。局所対応
として、無限素点 $\infty$ では $B_{\infty}^{\cross}$ の自明な表現 1

$\infty$。と PGL $($ 2, $\mathbb{R})$ の離散系列表現 $\sigma_{2}$ が対応
し、 有限素点 $p$ においては $B_{p}^{\cross}$ の自明な表現 $1_{p}$ (resp. 自明な表現を $\chi_{p}$ でひねった表
現 $\chi_{p}1_{p})$ と PGL $($2, $\mathbb{Q}_{p})$ の Steinberg表現 $St_{p}$ (resp. Steinberg表現を $\chi_{p}$ をひねった表
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現 $\chi_{p}St_{p})$ が対応する。定数関数の存在に注意しながら、等式 (1.1), (1.2), (1.3), (1.4)
を用いれば

(1.5) $H_{B}=\dim_{C}S_{2}^{new}(\Gamma_{0}(p))+1$ and $T_{B}=\dim_{\mathbb{C}}S_{2}^{new+}(\Gamma_{0}(p))+1$

が従う。 ただし、 $S_{2}$ (SL(2, $Z)$ ) $=\{0\}$ なので $S_{2}^{new}(\Gamma_{0}(p))=S_{2}(\Gamma_{0}(p))$であることに注
意する。 これらの等式は明示的公式の比較によっても得られる (cf. [4])。

2. 算術的公式と合同式

類数 $H_{B}$ とタイプ数賄の公式が知られている (cf. [3, 8])。 $d_{\mathbb{C}}S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))$ と

dimc $S_{k}^{new\pm}(\Gamma_{0}(p))$ の公式も知られている (cf. [6, 17])。前セクションで述べた等式
(15) を通じて、どちらの数も一致するし、公式としても一致している。そのため、公
式としては片方の場合だけで良い。このセクションでは、カスプ形式の空間の次元の
公式を紹介する。
まず次の公式は [6] とかを見れば、すぐに分かる。 2以上の偶数 $k$ と素数 $p$ に対して

$\dim_{C}S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))=\frac{k-1}{12}(p-1)+\frac{1}{4}(-1)^{k/2}\cdot\nu_{p,2}+\frac{1}{3}t_{k,3}\cdot\nu_{p,3}+\{\begin{array}{ll}-1 if k=20 if k>2^{\cdot}\end{array}$

ただし、

$( \frac{-1}{p})=\{$lif $p\equiv$ lmod4,

$0$ if $p=2$
$( \frac{-3}{p})=\{$

$-1$ if $p\equiv 3mod 4$

$0$ if $p=3$

lif $p\equiv 1$ mod3,
$-1$ if $p\equiv 2mod 3$

$t_{k,3}=\{\begin{array}{ll}1 if k\equiv 0 mod30 if k\equiv 1 mod 3, \nu_{p,2}=((\frac{-1}{p})-1), \nu_{p,3}=((\frac{-3}{p})-1)-1 if k\equiv 2 mod3\end{array}$

と置いた。Atkin-Lehner involution の跡の公式は [17] で与えられている。記述の簡略
化のため素数 $p$ に対して $p>3$ を仮定すると、 2以上の偶数 $k$ について

$trW_{p}=-\frac{(-1)^{k/2}}{2}h(-p)\eta_{p}+\{\begin{array}{l}1if k=20 if k>2\end{array}$

となる。ただし、 $h(-p)$ は $\mathbb{Q}(\sqrt{-p})$ の類数とし、 $\eta_{p}=\{\begin{array}{l}1 if p\equiv 1 mod42if p\equiv 7 mod8\text{と定める。}4 if p\equiv 3 mod8\end{array}$

前セクションで述べた性質により、

$\dim_{\mathbb{C}}S_{k}^{new+}(\Gamma_{0}(p))=\frac{(-1)^{k/2}trW_{p}+\dim_{\mathbb{C}}S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))}{2}$

なのだから、 dimc $S_{k}^{new\pm}(\Gamma_{0}(p))$ に関する公式もすぐに分かる。
当然、 これらの公式は非負の整数をはじき返すのだけれども、公式を見た感想とし

て [これらの公式の数値は何故に整数になるのか?」「数値そのものに数論的な意味が
あるのか?」 という疑問を良く聞く。おそらく Pizer はそれらの疑問に対する一つの返
答として、彼自身の $T_{B}$ の公式より虚二次体の類数の満たす 2の幕を法とする合同式を
導いた (cf. [8, 9])。我々は [16] において Pizer の [8, 9] での $T_{B}$ の公式を用いた計算を
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カスプ形式の空間の次元公式を用いて解釈し直した。 [16] での計算結果をまとめる。公
式からの直接計算により、偶数 $k>2$ と素数 $p>3$ に対して

$\dim_{\mathbb{C}}S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))\equiv\{\begin{array}{l}0 mod2 if p\equiv 1or3 mod81mod2 if p\equiv 5or7 mod8\end{array}$

が成り立つ。そして、 $\dim_{\mathbb{C}}S_{k}^{new+}(\Gamma_{0}(p))$ が整数であることから上述の等式より $trW_{p}\equiv$

$\dim_{\mathbb{C}}S_{k}^{new}(\Gamma_{0}(p))mod 2$ となるので、上の tr$W_{p}$ の明示的公式より、偶数 $k>2$ と素数
$p>3$ について

$\dim_{\mathbb{C}}S_{k}(\Gamma_{0}(p))\equiv h(-p)\cross\{\begin{array}{ll}1/2 mod2 if p\equiv 1 mod41mod2 if p\equiv 7 mod80 mod2 if p\equiv 3 mod8\end{array}$

が成り立つ。 カスプ形式の空間の次元の偶数奇数は虚二次体の類数 $h(-p)$ の 2の幕の
合同式と関係していることが分かる。

3.2次のジーゲルカスプ形式の空間の次元について

まずは 2次のジーゲルカスプ形式の空間について復習する。既約有理表現 $\rho_{k,j}$ :
GL $($ 2, $\mathbb{C})arrow$ GL $(i+1, \mathbb{C})$ を $i$ 次の対称テンソル表現 Symj によって $\rho_{k,j}=\det^{k}\otimes Sym_{j}$

と定める。 2次のジーゲル上半空間め 2を
$\mathfrak{H}_{2}=\{Z\in M(2,$ $\mathbb{C})|{}^{t}Z=Z$ かつ ${\rm Im}(Z)$ は正定値 $\}$

と定める。 ただし、 $M(2, \mathbb{C})$ は複素数 $\mathbb{C}$ を成分とする 2行 2列の行列全体とし、勿は
$Z\in M(2, \mathbb{C})$ の転置行列とする。 $\mathbb{Q}$ 上定義される階数 2のシンプレクティツク群 SP(2)
を

$Sp(2)=\{g\in GL(4)|g(\begin{array}{ll}O_{2} I_{2}-I_{2} O_{2}\end{array}){}^{t}g=(\begin{array}{ll}O_{2} I_{2}-I_{2} O_{2}\end{array})\}$

と定める。 Sp $($ 2, $\mathbb{R})$ はめ 2に
$g\cdot Z$ $:=(AZ+B)(CZ+D)^{-1}$

$(Z\in Ji2$ かつ $g=(\begin{array}{ll}A BC D\end{array})\in Sp(2, \mathbb{R}))$ と作用する。 Sp $($2, $\mathbb{Q})$ の算術的部分群 $\Gamma$ に対し

て、 ジーゲルカスプ形式の空間 $S_{k,j}(\Gamma)$ を次の二つの条件 (1) と (2) を満たす正則関数
$f$ : $i$う $2arrow \mathbb{C}^{j+1}$ 全体から成る空間として定義する。

(1) $f(\gamma\cdot Z)=\rho k,j(CZ+D)f(Z)\chi(\gamma)(^{\forall}\gamma=(\begin{array}{ll}A BC D\end{array})\in\Gamma,$ $\forall Z\in \mathfrak{H}_{2})$ ,

(2) $|\rho_{k,j}({\rm Im}(Z)^{1/2})f(Z)|_{\mathbb{C}^{j+1}}$ はめ 2上有界である。ただし ${\rm Im}(Z)^{1/2}$ は $({\rm Im}(Z)^{1/2})^{2}=$

${\rm Im}(Z)$ を満たす対称行列とする。
もし $-I_{4}\in\Gamma$ かつ $i$ が奇数ならば，$S_{k,j}(\Gamma)=\{0\}$ となることに注意しよう。
続いて次元 dimc $S_{k,j}(\Gamma)$ と PGSp(2) の保型表現の数の関係について考えよう。 まず

$\mathbb{Q}$ 上定義される代数群 GSp(2) を

GSp(2) $=\{g\in$ GL(4) $|^{\text{ョ}}\lambda(g)\in$ GL(1) st. $g(\begin{array}{ll}O_{2} I_{2}-I_{2} O_{2}\end{array}){}^{t}g=\lambda(g)(\begin{array}{ll}O_{2} I_{2}-I_{2} O_{2}\end{array})\}$

と定める。そして、 $Z$ を $GSp(2)$ の中心として、

$G=$ PGSp (2) $=$ GSp(2) $/Z$
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と置く。 $\overline{G(A)}$ を $G(A)$ の既約ユニタリ表現の同値類の集合とする。 $L^{2}(G(\mathbb{Q})\backslash G(A))$ の

離散スペクトル $L_{dis}^{2}(G(\mathbb{Q})\backslash G(A))$ は

$L_{dis}^{2}(G( \mathbb{Q})\backslash G(A))\cong_{\pi\in}m_{\pi}^{dis}\cdot\pi\frac{\oplus}{G(A)}$

と可算個の既約ユニタリ表現の直交直和に分解する。ただし、 $m_{\pi}^{dis}$ は非負の整数で、
$\pi$ の重複度と呼ばれる。 $GSp(2, \mathbb{R})^{+}=\{g\in$ GSp(2, $\mathbb{R})|\lambda(g)>0\}$ と置く。 そして、
$K fin=\prod_{v<\infty}K_{v}$ を GSp $($ 2, $Afin)$ の開コンパクトな部分群とする。 ここで、各有限素点
$v$ について

$K_{v}\supset\{diag(x,$ $x,$ $y,$ $y)\in$ GSp(2, Z.) $|x,$ $y\in Z_{v}^{\cross}\}$

と仮定する。算術的部分群 $\Gamma$ を

$\Gamma=$ GSp $($ 2, $\mathbb{Q})\cap(GSp(2,\mathbb{R})^{+}Kfin)$

によって定義する。 $G(A)$ の保型表現 $\pi=\otimes_{v}\pi_{v}$ に対して、 $\pi fin=\otimes_{v<\infty}\pi_{v}$ と置く。 そ
して、 $\pi f\ln$ の表現空間を $V_{\pi,fin}$ として、 その部分空間 $N_{\pi,K_{6n}}$ を

$N_{\pi,Kfl_{11}}=\{v\in V_{\pi,fin}|\pi fin(k)v=v (^{\forall}k\in Kfin)\}$

とする。 もちろん $\pi$ は許容表現なので、 dimc $N_{\pi,Kfin}$ は有限になる。 $G(\mathbb{R})$ の正則離散
系列表現 $\sigma_{k,j}$ を、極小 $K$-type が $Sp(2, \mathbb{R})$ の極大コンパクト群 $U(2)$ に制限した時に
$\det^{k}\otimes Sym_{j}$ を既約成分に持つものとする。 $k\geq 3$ と $j\geq 0$を仮定する。以上の設定の
下で次の等式が成り立つ。

(3.1)
$\dim_{\mathbb{C}}S_{k_{\dot{\theta}}}(\Gamma)=\sum_{\pi\in\overline{G(A)},\pi_{\infty}\cong\sigma_{k,j}}m_{\pi}^{dis}\cdot\dim_{\mathbb{C}}N_{\pi,Kfin}$

.

セクション 1での議論と同様にこの等式により、 [11, 14] の局所新形式の結果を用いれ
ば、 次元と保型表現の数を関係付けることがでる。

$G(\mathbb{Q}_{p})$ のコンパクト部分群 $K_{0,p}=G(\mathbb{Z}_{p})$ ,

$K_{1,p}=G(\mathbb{Z}_{p})\cap x_{1}M(2, Z_{p})x_{1}^{-1}$ , $x_{1}=$ diag $($ 1, 1, $p,p)$ ,

$K_{2,p}=G(\mathbb{Q}_{p})\cap x_{2}M(2, Z_{p})x_{2}^{-1}$ , $x_{2}=$ diag $($ 1, 1, $p,$ $1)$

を考える。 そして、 $l=0,1$ , or 2について

$K_{l,fi:)}= \prod_{v<\infty,v\neq p}G(Z_{v})\cross K_{l,p}$

とコンパクト群 $K_{l,fin}$ を定める。明らかに

Sp $($ 2, $\mathbb{Z})=$ GSp $($ 2, $\mathbb{Q})\cap(GSp(2, \mathbb{R})^{+}K_{0,fin})$

が成り立つ。さらに

$\Gamma_{0}^{(2)}(p)=$ Sp$($ 2, $\mathbb{Z})\cap x_{1}M(4, Z)x_{1}^{-1}$ , $K(p)=$ Sp $($ 2, $\mathbb{Q})\cap x_{2}M(4, \mathbb{Z})x_{2}^{-1}$

と置くと、
$\Gamma_{0}^{(2)}(p)=$ GSp $($2, $\mathbb{Q})\cap(GSp(2,\mathbb{R})^{+}K_{1,fin})$ ,

$K(p)=$ GSp $($ 2, $\mathbb{Q})\cap(GSp(2, \mathbb{R})^{+}K_{2,fin})$
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と対応する。次の様なこれらの離散群に対する空間の次元の関係式を考える。

$Y(k,j,p)=\{\begin{array}{l}\dim_{\mathbb{C}}S_{j+2}^{new-}(\Gamma_{0}(p))\cross\dim_{\mathbb{C}}S_{j+2k-2}^{new-}(\Gamma_{0}(p))+\dim_{\mathbb{C}}S_{j+2}^{new+}(\Gamma_{0}(p))\cross\dim_{\mathbb{C}}S_{j+2k-2}^{new+}(\Gamma_{0}(p)) if k is even\dim_{\mathbb{C}}S_{j+2}^{new-}(\Gamma_{0}(p))\cross\dim_{C}S_{j+2k-2}^{new+}(\Gamma_{0}(p)) ‘+\dim_{\mathbb{C}}S_{j+2}^{new+}(\Gamma_{0}(p))\cross\dim_{\mathbb{C}}S_{j+2k-2}^{new-}(\Gamma_{0}(p)) if k is odd\end{array}$

$SK(k, j,p)=\{\begin{array}{ll}0 if j>0\dim_{C}S_{2k-2}^{new+}(\Gamma_{0}(p)) if j=0 and k is even,-\dim_{\mathbb{C}}S_{2k-2}^{new-}(\Gamma_{0}(p)) if j=0 and k is odd\end{array}$

$E(k,j,p)=\dim_{\mathbb{C}}S_{k,J(\Gamma_{0}^{(2)}(p))-\dim_{\mathbb{C}}S_{k,j}(K(p))-2\cdot\dim_{\mathbb{C}}S_{k,j(Sp(2,Z))}}$

$-Y(k,j,p)-SK(k,j,p)$ .
我々の明示的次元公式 (Hashimoto, Ibukiyama, W., Tsushima による) と計算機を用
いることで、 [16, Theorem 3] において $k\geq 5,$ $j\geq 0$ に対して $E(k, j,p)$ が非負の偶数に
なることを示した。
これより $E(k,j,p)$ が非負の偶数になる意味を考えてみよう。まずは保型表現の数

に関する記号から定めよう。Roberts と Schmidt の表 (cf. [11, 14]) に合わせて Sally-
Tadic[12] の GSp $($ 2, $\mathbb{Q}_{p})$ の許容表現の分類の記号を用いる (IIaや IIIb など)。 $R$ をその

分類のクラスの一つとする。そして、 $X(R, k,j,p)$ を表現 $\pi=\otimes_{v}\pi_{v}\in G(A)$ で

(i) $\pi_{\infty}\cong\sigma_{k,j}$
フ

(ii) $\pi_{p}$ belongs to the class $R$ ,
(iii) 各 $v\neq p,$ $\infty$ について $\pi_{v}$ は不分岐

を満たすものから成る $\overline{G(A)}$ の部分集合とする。 まず Schmidt の局所新形式の空間の
次元と等式 (31) より

$\dim_{\mathbb{C}}S_{k,j}(\Gamma_{0}^{(2)}(p))-\dim_{\mathbb{C}}S_{k,j}(K(p))-2\cdot\dim_{\mathbb{C}}S_{k,j}$(Sp(2, $Z)$ )

$= \sum_{\pi\in X(IIIa,k,j,p)}2\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X(IIIbk,j,p)},(-2)\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X(IVb,k,j,p)}2\cdot m_{\pi}^{dis}$

$+ \sum_{\pi\in X(IVck,j,p)},(-2)\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X(IVdk,j,p)},(-2)\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X(VIa,k,j,p)}m_{\pi}^{dis}$

$+ \sum_{\pi\in X(VIb,k,j,p)}m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X(VIc,k,j,p)}(-1)\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X(VIdk,j,p)},(-1)\cdot m_{\pi}^{dis}$

が成り立つ。 当然この等式では偶数になる理由が全く分からない。偶数なることを説
明するためにはアーサー予想が必要となる。以下、 $G$ の保型表現に関するアーサー予
想を仮定する。 $L^{2}$-保型表現 $\pi=\otimes_{v}\pi_{v},$ $\pi_{\infty}\cong\sigma_{k,j}$ は次の三つのタイプに分類される (cf.
[1] $)$

。

(G) 一般タイプ (Y) 吉田タイプ (SK) 斎藤-黒川タイプ
(Y) と (SK) の保型表現のパケットは GL(2) の保型表現によって構成される。つまり、
その数は GL(2) の保型表現の数によって記述できる。 Roberts[10] によりタイプ (Y)
のパケットは構成されており、 アーサー予想の仮定と局所表現の分類より、 $Y(k, j,p)$

は $S_{k,j}(\Gamma_{0}^{(2)}(p))$ におけるタイプ (Y) の保型形式から成る部分空間の次元と等しくな
る。 また $S_{k,j}(K(p))$ と $S_{k,j}$ (Sp(2, $Z)$ ) は (Y) の保型形式を持たない。 $SK_{k,j}(\Gamma)$ をタイ
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プ (SK) の保型形式から成る $S_{k_{\dot{\theta}}}(\Gamma)$ の部分空間とする。一方、 (SK) のパケットは [7, 15]
で構成されており、仮定と局所表現の分類から $SK(k,j,p)=$ dimc $SK_{k,j}(\Gamma_{0}^{(2)}(p))-$

dimc $SK_{k,j}(K(p))-2$ .dimc $SK_{k,j}(Sp(2,Z))$ が導かれる。 よって、 もし $X_{G}(R, k,j,p)$

をタイプ (G) から成る $X(R, k,j,p)$ の部分集合とすると、

$E(k,$ $j,$
$p)=\pi\in X_{G}($

IIIa,
$k,j,p)^{2}$ $m_{\pi}^{dis}+_{\pi\in X_{G}}($

IIIb,
$k,j,p)^{(-2)}$ $m_{\pi}^{dis}+_{\pi\in X_{G}}($

IVb,
$k,j,p)^{2}$

$m_{\pi}^{dis}$

$+ \sum_{\pi\in X_{G}(IVck,j,p)},(-2)\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X_{G}(IVdk,j,p)},(-2)\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X_{G}(VIak,j,p)},m_{\pi}^{dis}$

$+ \sum_{\pi\in X_{G}(VIbk,j,p)},m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X_{G}(VIck,j,p)},(-1)\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X_{G}(VIdk,j,p)},(-1)\cdot m_{\pi}^{dis}$

を得る。アーサー予想によると (G) に属する保型表現は一般ラマヌジャン予想を満た
すため、局所表現はすべて緩増加である。そのため、

$E(k,j,p)= \sum_{\pi\in X_{G}(IIIak,j,p)},2\cdot m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X_{G}(VIak,j,p)},m_{\pi}^{dis}+\sum_{\pi\in X_{G}(VIbk,j,p)},m_{\pi}^{dis}$

を得る。あとは VIa と VIbの適切な二つの元が局所 L-パケットを構成することに気を
つければ、アーサー予想の仮定の下で $E(k,j,p)$ が非負の偶数になることが理解できる。
これが $E(k,j,p)$ が非負の偶数になるになることの表現論的な解釈になる。 $E(k,j,p)$ が
偶数であることより空間の次元と虚二次体の類数についてのいくつかの合同式も得ら
れる。
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