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1 はじめに

ディラック構造はシンプレクティック構造とボアソン構造を一般化した幾何学的構造であり，力学では，

非ホロノミック拘束系や退化したラグランジュ系を取り扱うことが可能な陰的なハミルトン系及びラグ

ランジュ系の枠組みで用いられる．ディラック構造は，物理的な解釈として，パワ保存を保つ相互接続

(interconnection) として理解できることが知られている．本論文では，ディラック構造に関するテンソル

積図を定義し，複数の異なる多様体 $M_{1},$
$\ldots,$

$M_{n}$ 上のディラック構造 $D_{1},$
$\ldots,$

$D_{n}$ が与えられた時，直積空
間 $M=M_{1}\cross\cdots\cross M_{n}$ 上に相互作用のディラック構造 $D_{int}$ を導入することで，$D_{int}$ による $D_{1},$

$\ldots,$
$D_{n}$ の

相互接続を $D=(D_{1}\oplus\cdots D_{n})$ 図 $D_{int}$ として定義する．特に $D$ が $TM\oplus T^{*}M$ の滑らかな部分バンドル

である時，$M$ 上のディラック構造となることを示す．さらに，ディラック構造に付随するラグランジュ．

ディラック系の相互接続についても示す．

2 ディラック構造と力学

線形ディラック構造．はじめに，線形空間上のディラック構造の定義を述べる (Courant and Weinstein[S]

参照). ある有限次元の線形空間 $V$ を考え，その双対空間を $V^{*}$ としよう．$V^{*}$ と $V$ のペアリングを $\langle\cdot,$ $\cdot\}$

として，$V\oplus V^{*}$ 上に対称なベアリング $\langle\langle\cdot,$ $\cdot\}\}$ を

$\langle\langle(v, \alpha),$ $(\overline{v},\overline{\alpha})\rangle\}=\langle\alpha,\overline{v}\rangle+\{\overline{\alpha}, v\}$ , for $(v, \alpha),$ $(\overline{v},\overline{\alpha})\in V\oplus V^{*}$

のように定義する．$V$ 上のディラック構造は，対称なベアリング $\{\langle\cdot, \cdot\rangle\}$ に関して，$V\oplus V^{*}$ の極大な等方的

部分空間 (maximally isotropic subspace), すなわち，$D=D^{\perp}$ を満たす部分空間 $D\subset V\oplus V^{*}$ として定

義される．但し，$D^{\perp}$ は $D$ の $\{\{\cdot,$ $\cdot\}\rangle$ に関する直交補空間である．
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多様体上のディラック構造．$M$ を滑らかな多様体とする．$TM\oplus T^{*}M$ は $M$ 上のホイットニー和であ

り，各点 $x\in M$ 上のファイバーが $T_{x}M\cross T_{x}^{*}M$ と等しい．ここでは，$TM\oplus T^{*}M$ を $M$ 上のポントリヤー

ギンバンドルと呼ぶ．本論文では，特に断らない限り，多様体，ベクトルバンドル，切断など幾何学的な

対象は全て滑らかであると仮定する．多様体 $M$ 上の概ディラック構造 (almost Dirac structure) は，各点

$x\in M$で，$D(x)$ が $T_{x}M$ 上の線形ディラック構造となるものである．特に，$M$ 上の 2形式 $\Omega$ と正則なディ

ストリビューション $\triangle_{M}\subset TM$ によって，$M$上のディラック構造は，$M$ の各点 $x$ におけるファイバーが

$D(x)=\{(v, \alpha)\in T_{x}M\cross T_{x}^{*}M|$ &ての $w\in\triangle_{M}(x)l\overline{\circ}$対して
(1)

$v\in\triangle_{M}(x)$ 及び $\alpha(w)=\Omega_{\triangle_{M}}(x)(v, w)\}$

となるものとして定義できる．ここに，$\Omega_{\triangle_{M}}$ は $\Omega$ の $\triangle_{M}$ への制限である．$\Omega$ の誘導写像 $\Omega^{b}$ : $TMarrow T^{*}M$

を用いて，$M$ の各点 $x$ で

$D(x)=\{(v, \alpha)\in T_{X}M\cross T_{X}^{*}M|v\in\triangle_{M}(x)$ 及び $\Omega^{b}(x)v-\alpha\in\triangle_{M}^{o}(x)\}$

として表すこともできる．但し，$\triangle_{M}^{o}$ は $\triangle_{M}$ の零化元である．

補題 2.1. 部分バンドル $D\subset TM\oplus T^{*}M$ が $\{\{\cdot,$ $\cdot\}\rangle$ に関して極大等方的である (maximaj isotropic) ため

の必要かつ十分条件は $\{\langle(v, \alpha), (v, \alpha)\rangle\}=0,$ $\forall(v, \alpha)\in D$ である．

証明は Yoshimura and Marsden [20], または Courant [7] を参考のこと．

Courant括弧積．$\Gamma(TM\oplus T^{*}M)$ を $TM\oplus T^{*}M$ の局所切断の集合としよう．$\Gamma(TM\oplus T^{*}M)$ には，以

下に与えられる括弧積 [, I: $\Gamma(TM\oplus T^{*}M)\cross\Gamma(TM\oplus T^{*}M)arrow\Gamma(TM\oplus T^{*}M)$ が自然に備わっている．

すなわち，

$[(X_{1}, \alpha_{1}), (X_{2}, \alpha_{2})J:=([X_{1}, X_{2}], f_{X_{1}}\alpha_{2}-f_{X_{2}}\alpha_{1}+d\langle\alpha_{2}, X_{1}\})$

$=([X_{1}, X_{2}|, i_{X\text{、}}d\alpha_{2}-i_{X_{2}}d\alpha_{1}+d\langle\alpha_{1}, X_{2}\})$

であり，この括弧積は一般にヤコビの恒等式を満たさない．特に，概ディラック構造 $D\subset TM\oplus T^{*}M$ の

積分可能条件は，$\Gamma(D)$ が Courant 括弧積に関して閉じる条件，すなわち，

$[\Gamma(D),$ $\Gamma(D)I\subset\Gamma(D)$

として与えられる (Dorfman[9] を参照).

誘導ディラック構造．力学で最も重要なディラック構造の一つは，配位多様体上の正則なディストリビュー

ションから誘導されるディラック構造である．以下に，誘導ディラック構造について述べる (詳細は Yoshimura

and Marsden [20] を参照).

$Q$ を配位多様体としよう．$TQ$ と $T^{*}Q$ は $Q$ の接バンドルと余接バンドルである．いま，$\triangle_{Q}\subset TQ$ を $Q$

上の正則なディストリビューションとして，射影 $\pi_{Q}$ : $T^{*}Qarrow Q$ の微分写像 $T\pi_{Q}$ : $TT^{*}Qarrow TQ$ を用いて

$\triangle_{TQ}=(T\pi_{Q})^{-1}(\triangle_{Q})\subset TT^{*}Q$

22



としてリフトすることによって，$T^{*}Q$ 上のディストリビューションを定義する．ここで，$T^{*}Q$ 上の 2形式

$\Omega$ を用いて，$\triangle_{Q}$ から誘導される $T^{*}Q$ 上のディラック構造 $D$ を，各点 $(q,p)\in T^{*}Q$ で

$D(q,p)=\{(v, \alpha)\in T_{(q,p)}T^{*}Q\cross T_{(q,p)}^{*}T^{*}Q|$ 全ての $W\in\triangle_{T^{*}Q}(q,p)$ に対して

$v\in\triangle_{TQ}(q,p)$ 及び $\alpha(w)=\Omega_{\triangle_{Q}}(q,p)(v, w)\}$ (2)

なるファイバーを有する $TT^{*}Q\oplus T^{*}T^{*}Q$ の部分バンドルとして定義する．これは，式 (1) の特別な場合で

あるが，陰的なラグランジュカ学及びハミルトンカ学を構成する最も基本的なディラック構造である．上

式 (2) のディラック構造は誘導バンドル写像 $\Omega^{b}$ : $TT^{*}Qarrow T^{*}T^{*}Q$ を用いて，次のように定義することも

可能である．

$D(q,p)=\{(v, \alpha)\in T_{(q,p)}T^{*}Q\cross T_{(q,p)}^{*}T^{*}Q|v\in\triangle_{TQ}(q,p)$及び

$\alpha-\Omega^{b}(q,p)\cdot v\in\triangle_{\mathring{T}\cdot Q}(q,p)\}$.

但し，$\triangle_{TQ}^{o}$ は $\triangle\tau\cdot Q$ の零化元である．

注意．一般に，拘束ディストリビューション $\triangle_{Q}\subset TQ$ は積分不能であり，したがって，誘導ディラック
構造も一般に積分不能となる．

注意．拘束がない場合，すなわち，$\triangle_{Q}=TQ$の時，$D$ は $\Omega^{b}$ : $TT^{*}Qarrow T^{*}T^{*}Q$ のグラフによって与え

られる．この $D=$ graph $\Omega^{b}$ を正準ディラック構造と呼ぶ．

局所表現．$V$ を $Q$ のモデル空間とし，$V$ の開部分空間を $U$ としよう．このとき，$TQ$ は局所的に $U\cross V$

として，$T^{*}Q$ は局所的に $U\cross V^{*}$ として表すことができる．これらの局所表現のもと，$(q,\dot{q})$ を $TQ$ の局所

座標，$(q, p)$ を $T^{*}Q$ の局所座標とする．さらに，$TT^{*}Q$ は局所的に $(U\cross V^{*})\cross(V\cross V^{*})$ として，$T^{*}T^{*}Q$

は $(U\cross V^{*})\cross(V^{*}\cross V)$ として表され，$TT^{*}Q$ に対応する局所座標を $(q,p,\dot{q},\dot{p}),$ $T^{*}T^{*}Q$ の局所座標を

$(q,p, \beta, v)$ と置く．

射影 $\pi_{Q}$ : $T^{*}Qarrow Q$ は局所的に $(q, p)\mapsto q$ として，また，その微分写像は $T\pi_{Q}$ : $(q, p,\dot{q},\dot{p})\mapsto(q,\dot{q})$ と

表され，これを用いると，ディストリビューションは

$\triangle_{TQ}=\{(q,p,\dot{q},\dot{p})|q\in U,\dot{q}\in\triangle(q)\}$

と表される．その零化元は

$\triangle_{TQ}^{o}=\{(q,p, \beta, 0)|q\in U, \beta\in\triangle^{o}(q)\}$

となる．$w=(q, p,\dot{q},\dot{p})\in\triangle\tau\cdot Q$ に対する局所表現として $\Omega^{b}(q,p)\cdot w=(q,p, -\dot{p},\dot{q})$ より，条件 $\alpha-\Omega^{b}(q,p)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$w\in\triangle_{TQ}^{o}$ より，$\beta+\dot{p}\in\triangle^{o}(q)$ 及び $v-\dot{q}=0$ が得られる．ここに，$\alpha=(q,p, \beta, v)$ である．こうして，
誘導ディラック構造の局所表現は

$D(q,p)=\{((\dot{q},\dot{p}), (\beta, v))|\dot{q}\in\triangle(q), v=\dot{q}, \beta+\dot{p}\in\triangle^{o}(q)\}$ (3)

23



と与えられる．但し，$\Delta^{o}(q)\subset T_{q}^{*}Q$ は $\Delta(q)\subset T_{q}Q$ の零化元である．

ラグランジュ．ディラックカ学系．次に，Yoshimura and Marsden [20; 21] に従って，誘導ディラック構
造に付随する陰的なラグランジュ系，あるいは，ラグランジュディラックカ学系について述べる．

いま，$L:TQarrow \mathbb{R}$ ラグランジアンとしよう．但し，退化していても良い．$\triangle_{Q}\subset TQ$ から $T^{*}Q$ 上に誘

導されるディラック構造 $D$ を式 (2) のように定義する．一般化エネルギー $E_{L}$ : $TQ\oplus T^{*}Qarrow \mathbb{R}$ を

$E_{L}(q, v,p):=\{p,$ $v\rangle-L(q, v)$

として与えると，ラグランジュディラック系は，各点 $(q, v,p)\in TQ\oplus T^{*}Q$ において

$(X(q, v,p), dE_{L}(q, v,p)|_{T_{(q,p)}P})\in D(q,p)$ (4)

を満たす $(E_{L}, D, X)$ で与えられる．但し，$X$ : $TQ\oplus T^{*}Qarrow TT^{*}Q$ は $TQ\oplus T^{*}Q$上の部分ベクトル場であ

り，各点 $(q, v,p)\in TQ\oplus T^{*}Q$ に対して，$(q,p)=FL(q, v)\in P$ におけるベクトル $X(q, v,p)=(q,p,\dot{q},\dot{p})\in$

$T_{(q,p)}T^{*}Q$ を対応づける写像である．ここに，$(q, v)\in\triangle_{Q}$ であり，$FL:TQarrow T^{*}Q$ はルジャンドル変換を

表す．また，$\dot{q}=dq/dt,\dot{p}=dp/dt$ である．$E_{L}$ の微分 $dE_{L}(q, v,p):T_{(q,v,p)}(TQ\oplus T^{*}Q)arrow \mathbb{R}$ は点 $(q, v,p)$

の接空間 $T_{(q,v,p)}(TQ\oplus T^{*}Q)$ 上の関数であり，$T_{(q,p)}P$ に制限すると，$dE_{L}(q, v,p)|_{T_{(q,p)}P}\cong(-\partial L/\partial q, v)$

となり，$T_{(q},{}_{p)}P$上の関数と見なすことができる．

局所表現．式 (3) より，ラグランジュディラック系 $(X, dE_{L}|_{TP})\in\Gamma(D)$ は局所的に

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$ , $\dot{q}=v\in\Delta_{Q}(q)$ , $\dot{p}-\frac{\partial L}{\partial q}\in\triangle_{Q}^{o}(q)$

として表される．運動学的な拘束がない場合，すなわち，$\Delta_{Q}=TQ$ の時，陰的なオイラーラグランジュ
方程式を得る．

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$ , $\dot{q}=v$ , $\dot{p}=\frac{\partial L}{\partial q}$ .

注意．部分ベクトル場 $X$ : $TQ\oplus T^{*}Qarrow TT^{*}Q$ が条件 (4) を満足する時，ルジャンドル変換 $(q,p)=$

$(q, \partial L/\partial v)\in P=FL(\Delta_{Q})$ はベース点の等価性を保証しており，これにより，2階ベクトル場の条件 $\dot{q}=v$

を得ることができる．言い換えると，部分ベクトル場 $X$ は，ルジャンドル変換のグラフ上で唯一定まる．

3 ディラック構造のテンソル積

本節では，異なるディラック構造の相互接続に関する数学的なモデルを作るために，ディラック構造の

テンソル積図を導入する．さらに，異なるディラック構造の間に相互作用を与えるディラック構造 $D_{int}$

を定義する．力学に現れる典型的な相互作用のディラック構造はニュートンの第 3法則によって与えら

れる．特に，$D_{int}$ とディラックテンソル積図を用いて，異なるディラック構造 $D_{1},$
$\ldots,$

$D_{n}$ の相互接続が

$D=(D_{1}\oplus\cdots\oplus D_{n})\otimes D_{int}$ のように表されることを以下に見て行こう．
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ディラック構造の直和．2つの異なるディラック構造の場合を考えてみよう．$M_{1}$ と $M_{2}$ を異なる滑らか

な多様体としよう．$pr_{M_{l}}$ : $M_{1}\cross M_{2}arrow M_{i},$ $i=1,2$ , を自然な射影とし，Dir $(M_{i})$ を $M_{i}$ 上の (概) ディ

ラック構造の集合としよう．

定義 3.1. $D_{1}\in$ Dir $(M_{1})$ 及び $D_{2}\in$ Dir $(M_{2})$ を与えると，$D_{1}$ と $D_{2}$ の直和は，各点 $m=(m_{1}, m_{2})\in$

$M_{1}\cross M_{2}$ で

$D_{1}\oplus D_{2}(m)=\{((v_{1}, v_{2}), T_{m}^{*}pr_{M_{1}}(\alpha_{1})+T_{m}^{*}pr_{M_{2}}(\alpha_{2}))\in T_{m}(M_{1}\cross M_{2})\cross T_{m}^{*}(M_{1}\cross M_{2})|$

$(v_{1}, \alpha_{1})\in D_{1}(m_{1})$ , $(v_{2}, \alpha_{2})\in D_{2}(m_{2})\}$

として定義できる．

命題 3.2. $D_{1}\in$ Dir $(M_{1}),$ $D_{2}\in$ Dir $(M_{2})$ なら $lf’ D_{1}\oplus D_{2}\in$ Dir $(M_{1}\cross M_{2})$ である．

証明．$(v, \alpha)\in D_{1}\oplus D_{2}(m)$ としよう．各点 $m\in M$ で $\dim(D_{1}\oplus D_{2}(m))=\dim(D_{1}(m_{1}))+\dim(D_{2}(m_{2}))=$

$\dim(M_{1}\cross M_{2})$ である．定義より，ある $\alpha_{1}\in T_{m_{1}}^{*}M_{1}$ と $\alpha_{2}\in T_{m_{2}}^{*}M_{2}$ に対して，$(v_{1}, \alpha_{1})\in D_{1}(m_{1})$ と

$(v_{2}, \alpha_{2})\in D_{2}(m_{2})$ となるように，$v=(v_{1}, v_{2})\in T_{m}(M_{1}\cross M_{2})$及び $\alpha=T_{m}^{*}pr_{M_{1}}(\alpha_{1})+T_{m}^{*}pr_{M_{2}}(\alpha_{2})$ が

成立する．この時，点 $m\in M_{1}\cross M_{2}$ における $(v, \alpha)\in D_{1}\oplus D_{2}(m)$ に対して，

$\{\langle(v, \alpha), (v, \alpha)\}\rangle=2\langle\alpha,$ $v\}$

$=2(T_{m}^{*}pr_{M_{1}}(\alpha_{1})+T_{m}^{*}pr_{M_{2}}(\alpha_{2}),$ $v\rangle$

$=2\langle\alpha_{1},$ $T_{m}pr_{M_{1}}(v)\}+2\{\alpha_{2},$ $T_{m}pr_{M_{2}}(v)\rangle$

$=2\{\alpha_{1}, v_{1}\}+2\langle\alpha_{2},$ $v_{2}\}$

$=0$

が成り立つ．これは，$(v_{1}, \alpha_{1})\in D_{1}(m_{1})$ 及び $(v_{2}, \alpha_{2})\in D_{2}(m_{2})$ より明らか．一方，$D_{1}\oplus D_{2}$ は，補題 21

より，$T(M_{1}\cross M_{2})\oplus T^{*}(M_{1}\cross M_{2})$ の極大の等方的部分空間となり，$M_{1}\cross M_{2}$ 上のディラック構造とな

ることが判る 口

誘導ディラック構造の直和．$Q_{1}$ と $Q_{2}$ を異なる多様体とする．$\triangle_{Q_{1}}\subset TQ_{1}$ と $\triangle_{Q_{2}}\subset TQ_{2}$ を滑らかな拘束

ディストリビューションとする．これにより，ディラック構造 $D_{1}$ 及び $D_{2}$ が定義できる．但し，$\triangle_{Q_{1}}\cap\triangle_{Q_{2}}=\emptyset$

を仮定する．2つの配位多様体の直積として拡大配位空間 $Q=Q_{1}\cross Q_{2}$ を導入し，$TQ=T(Q_{1}\cross Q_{2})$ と

$TQ_{1}\cross TQ_{2},$ $T^{*}Q=T^{*}(Q_{1}\cross Q_{2})$ と $T^{*}Q_{1}\cross T^{*}Q_{2}$ を同一視する．さらに，$0_{Q}=\triangle_{Q_{1}}\cross\triangle_{Q_{2}}\subset TQ$ か

ら誘導される $T^{*}Q$ 上の拘束ディストリビューション $0_{TQ}=(T\pi Q)^{-1}(0_{Q})$ を定義する．

命題 33. $\Omega_{i}$ を $T^{*}Q_{i}$ 上の正準 2形式とし，$\triangle_{Q_{i}}\subset TQ_{i}$ から誘導される $T^{*}Q_{i}$ 上のディラック構造 $D_{i}$ を定

義しよう．この時，$D_{1}\oplus D_{2}$ は，$0_{Q}$ から誘導される $T^{*}Q$上のディラック構造 $D$ と等しく，各点 $(q,p)\in T^{*}Q$
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で

$D(q,p)=\{(w, \alpha)\in T_{(q,p)}T^{*}Q\cross T_{(q,p)}^{*}T^{*}Q|w\in \mathfrak{d}_{T\cdot Q}(q,p)$

及び $\alpha-\Omega^{b}(q,p)\cdot w\in \mathfrak{d}_{TQ}^{\circ}(q,p)\}$ (5)

と表される．ここに，$\Omega^{b}$ : $TT^{*}Qarrow T^{*}T^{*}Q$ は $\Omega=\Omega_{1}\oplus\Omega_{2}$ の誘導バンドル写像である．

証明．$\Omega$ は $T^{*}Q$上の正準 2形式であり，$D$ は $\Delta_{Q}$ から誘導されるディラック構造であり，式 (5) で表され

ることは明らか．次に，各点 $(q,p)\in T^{*}Q$ で $(w, \alpha)\in D_{1}\oplus D_{2}(q,p)$ を選ぶと，$(w, \alpha)$ を $w=(w_{1}, w_{2})$ 及び

$\alpha=T_{(q,p)}^{*}pr_{T\cdot Q_{1}}(\alpha_{1})+T_{(q}^{*},{}_{p)}Pr_{TQ_{2}}(\alpha_{2})$として $(w_{1}, \alpha_{1})\in D_{1}(q_{1},p_{1})$及び $(w_{2}, \alpha_{2})\in D_{2}(q_{2},p_{2})$ となるよ

うに分解できる．この時，$\alpha_{1}-\Omega_{1}^{b}(q_{1},p_{1})\cdot w_{1}\in\triangle_{TQ_{1}}^{o}(q_{1},p_{1})$ 及び $\alpha_{2}-\Omega_{2}^{b}(q_{2},p_{2})\cdot w_{2}\in\triangle_{\mathring{T}Q_{2}}(q_{2},p_{2})$ と

なる．但し，$w_{1}\in\triangle\tau\cdot Q_{1}(q_{1},p_{1})$ 及び $w_{2}\in\Delta_{TQ_{2}}(q_{2},p_{2})$ である．$\Omega^{b}(q,p)=\Omega_{1}^{b}(q_{1},p_{1})\oplus\Omega_{2}^{b}(q_{2},p_{2})$ 及び
$w=(w_{1}, w_{2})\in\Delta_{TQ_{1}}(q_{1},p_{1})\cross\triangle\tau\cdot Q_{2}(q_{1},p_{2})$であることに注意すると，$\alpha-\Omega^{b}(q,p)\cdot w\in\triangle_{\mathring{T}Q_{1}}(q_{1},p_{1})\cross$

$\triangle_{T\cdot Q_{2}}^{o}(q_{2},p_{2})$ を得る．さらに，$T\pi_{Q}(\triangle\tau\cdot Q_{1}\cross\triangle_{T\cdot Q_{2}})=\triangle_{Q_{1}}\cross\triangle_{Q_{2}}=0_{Q}\subset TQ$ である．これによ
り，各点 $(q,p)$ のファイバー $T_{(q,p)}T^{*}Q$ ごとに，$\mathfrak{d}_{TQ}=\triangle_{TQ_{1}}\cross\triangle_{TQ_{2}}$ と置くことができる．また，

$0_{TQ}^{o}=\Delta_{TQ_{1}}^{o}\cross\triangle_{TQ_{2}}^{o}$ は明らか．全てをまとめると，各点 $(q,p)\in T^{*}Q$ ごとに，$w\in V_{TQ}(q,p)$ 及び

$\alpha-\Omega^{b}(q, p)\cdot w\in \mathfrak{d}_{TQ}^{o}(q,p)$ が成立する．こうして，$D_{1}\oplus D_{2}$ と $D$は等しいことが判る．口

相互作用のディラック構造．異なるディラック構造を相互接続するために，相互作用のディラック構造と

呼ばれる特別なディラック構造を導入する．

定義 34. 滑らかなディストリビューション $\Sigma_{Q}\subset TQ$ を与えよう．但し，

$0_{Q}\neq\Sigma_{Q}$ 及び $0_{Q}\cap\Sigma_{Q}\neq\emptyset$

が成立すると仮定する．さらに，$\Sigma_{Q}$ を $T^{*}Q$ 上にリフトして

$\Sigma_{int}=(T\pi Q)^{-1}(\Sigma_{Q})\subset TT^{*}Q$

を定義する．$\Sigma$翫を $\Sigma_{int}$ の零化元とする時，$T^{*}Q$ 上の相互作用のディラック構造は，各点 $(q,p)\in T^{*}Q$ で

$D_{int}=\Sigma_{int}\cross\Sigma_{int}^{o}$ (6)

として定義できる．この相互作用のディラック構造は，力学ではニュ一トンの作用反作用の法則から導か

れる．以下に，例を示す．

例: 接触する 2物体の運動．ベクトル空間 $V=\mathbb{R}^{3}\cross \mathbb{R}^{3}$ 中を接触して運動する 2物体 (質点) を考えよう．

速度を $(v_{1}, v_{2})\in V$ と置く．2つの物体は接触点で共通の速度を持っているので

$(v_{1}, v_{2})\in\Sigma_{int}\subset V$
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である．ここに，$\Sigma_{int}=\{(v_{1}, v_{2})|v_{1}=v_{2}\}$ は $V$ の拘束ディストリビューションである．この拘束に付随

して，力 $(F_{1}, F_{2})\in V^{*}$ は，ニュートンの作用反作用の法則より

$(F_{1}, F_{2})\in\Sigma_{int}^{o}\subset V^{*}$

を満たす．ここに，$\Sigma_{i}^{O}=nt\{(F_{1}, F_{2})|F_{1}=-F_{2}\}$ は $\triangle$

int の零化元である．よって，$V$ 上のディラック構造

として，Dint $=\Sigma_{i}nt\cross\Sigma_{i}^{O}nt$ が定義できる．ここに，$(v_{1}, F_{1}),$ $(v_{2}, F_{2})\in D_{int}$ であることは言うまでもない．

注意 上に述べた相互作用のディラック構造は，拘束ディストリビューションとその零化元の直積によっ

て定義されるものであるが，$T^{*}Q$ 上の 2形式 $\Omega_{int}$ と拘束ディストリビューション $\Sigma_{int}$ で定義される一般

的なクラスの相互作用のディラック構造を考えることもできる．実際，$D_{int}$ として，磁場中を運動する質

点の定式化において，$Q$ 上の磁場的な 2形式から誘導されるディラック構造を定義することができる．こ

のような一般的な場合は，それに付随するラグランジュ．ディラック系を導く変分構造は，ラグランジュ簡

約に関連して極めて複雑なものであることが予想されるため，ここでは，標準的な相互作用のディラック

構造として拘束ディストリビューション $\Sigma$

int とその零化元 $\Sigma_{int}^{o}$ から導かれるものについてのみ考察する．

ディラック構造のテンソル積 ディラック構造の相互接続を定義するための数学的な準備として，ここ

では，ディラック構造のテンソル積を定義しよう．

定義 3.5. 2つのディラック構造 $D_{a},$ $D_{b}\in$ Dir$(M)$ を考え，$d:Marrow M\cross M$ を $M\cross M$ への対角埋め込

み写像とする．$D_{a}$ と $D_{b}$ のテンソル積は

$D_{a} \otimes D_{b}:=d^{*}(D_{a}\oplus D_{b})=\frac{(D_{a}\oplus D_{b}\cap K^{\perp})+K}{K}$ (7)

と定義できる．ここに，

$K=\{(0,0)\}\oplus\{(\beta, -\beta)\}\subset T(M\cross M)\oplus T^{*}(M\cross M)$

はコディストリビューションであり，その直交補空間 $K^{\perp}\subset T(M\cross M)\oplus T^{*}(M\cross M)$ は

$K^{\perp}=\{(v, v)\}\oplus T^{*}(M\cross M)$

として与えられる．

定理 36. $D_{a}\oplus D_{b}\cap K^{\perp}$ は各点 $x\in M$ の近傍でランクが一定であると仮定すると，$D_{a}\otimes D_{b}$ は $M$ 上の

ディラック構造となる．
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注意．$D_{a},$ $D_{b}\in$ Dir$(M)$ に関するテンソル積 $\otimes$ は

$D_{a}\otimes D_{b}=\{(v, \alpha)\in TM\oplus T^{*}M|\exists\beta\in T^{*}M$

但し，$(v, \alpha+\beta)\in D_{a},$ $(v, -\beta)\in D_{b}\}$
$arrow$ (8)

として定義できる．

注意．式 (7) で与えられたテンソル積は，Gualtieri [11] 及び Alekseev, Bursztyn and Meinrenken [2]

によって，各々，complex geometry 及び pure spinor に関連して導入された．著者等は，これらとは独立

に古典力学の観点から式 (8) で与えられるディラック構造のテンソル積を考案した．但し，記号としては

図ではなく $M$を用いて，$D_{a}$ rxl $D_{b}$ と書き，Bowtie Product と呼んだ (Yoshimura, Jacobs and Marsden

[23] 及び Jacobs, Yoshimura and Marsden [12] を参照). その後，Gualtieri 等が既に同様のテンソル積

を定義していることが判明したため 1, 本論文では，Gualtieri の定義 35及び記号図を採用したが，式 (7)

と式 (8) とは全く等価であることは言うまでもない．

テンソル積の性質．式 (1) で見たように，$M$上のディラック構造 $D$ は $M$ 上の 2形式とディストリビュー

ション $\Delta_{M}$ で定義できるが，逆に，$M$上のディラック構造 $D$ を与えると，$\Delta_{M}=pr_{TM}(D)\subset TM$ と 2形式

$\Omega_{\Delta_{M}}$ が定義できる (Courant and Weinstein [8] 及び Courant [7] を参照). ここに，$pr_{TM}$ : $TM\oplus T^{*}Marrow$

$TM;(v, \alpha)\mapsto v$ であり，$\triangle_{M}$ は滑らかであると仮定する．

命題 3.7. $D_{a}$ と $D_{b}\in$ Dir$(M)$ を与え，$\Delta_{a}=pr_{TM}(D_{a})$ と $\triangle_{b}=pr_{TM}(D_{b})$ を考える．$\Omega_{a}$ と $\Omega_{b}$ は $D_{a}$

及び $D_{b}$ に対応する 2形式である．もしも，$\triangle_{a}\cap\triangle_{b}$ 力 $\grave\grave$

$x\in M$ の各点の近傍で一定のランクを持つとき，

$D_{a}\otimes D_{b}$ は滑らかなディストリビューション $pr_{TM}(D_{a}\otimes D_{b})=\Delta_{a}\cap\Delta_{b}$ と 2形式 $(\Omega_{a}+\Omega_{b})|_{\Delta_{a}\cap\Delta_{b}}$ を有

するディラック構造である．

証明．各点 $x\in M$ で $(v, \alpha)\in D_{a}$ 図 $D_{b}(x)$ としよう．式 (8) の定義より，$\beta\in T_{x}^{*}M$ が存在して，各点
$x\in M$ で $(v, \alpha+\beta)\in D_{a}(x),$ $(v, -\beta)\in D_{b}(x)$ を満たす．こうして，各点 $x\in M$ で

$\Omega_{a}^{b}(x)\cdot v-\alpha-\beta\in\triangle_{a}^{o}(x)$ 及び $\Omega_{b}^{b}(x)\cdot v+\beta\in\triangle_{b}^{o}(x)$

が成立する．ここに，$v\in\triangle_{a}(x)$及び $v\in\triangle_{b}(x)$ である．このことより，$(\Omega_{a}^{b}+\Omega_{b}^{b})(x)\cdot v-\alpha\in\Delta_{a}^{o}(x)+\Delta_{b}^{o}(x)$

及び $v\in\triangle_{a}\cap\triangle_{b}(x)$ となる．しかし，$\triangle_{a}^{o}(x)+\triangle_{b}^{o}(x)=(\triangle_{a}\cap\triangle_{b})^{o}(x)$ であり，$\Omega_{c}=\Omega_{a}+\Omega_{b}$ 及び

$\triangle_{c}=\triangle_{a}\cap\triangle_{b}$ と置くことで，$\Omega_{c}^{b}(x)\cdot v-\alpha\in\triangle_{c}^{o}(x)$ 及び $v\in\triangle_{c}(x)$ , すなわち，$(v, \alpha)\in D_{c}(x)$ が成立す

る．ここに，$D_{c}$ は $\Delta_{c}$ と $\Omega_{c}$ で定義される．こうして，$D_{a}\otimes D_{b}\subset D_{c}$ が判る．等号は $D_{a}\otimes D_{b}(x)$ 及び

$D_{c}(x)$ が乃 $M\cross T_{x}^{*}M$の部分空間で同じ次元を有することから成立する．口

系 3.8. もし $\Omega_{b}=0$ならば，$D_{b}=\triangle_{b}\oplus\triangle_{b}^{o}$ となる．この時，$D_{c}=D_{a}\otimes D_{b}$ は $\triangle$

。
$\cap\triangle_{b}$ と $\Omega_{a}|_{\Delta}$

。
$\cap\triangle_{b}$ か

ら誘導される．

1著者が Iberoamerican Meeting on Geometry, Mechanics and Control in honor of Hern\’an Cendra at Centro At$6mico$

Bariloche, January 13, 2011で発表した際に，Henrique Bursztyn から既に $\triangleright\triangleleft$ と笛価なテンソル秋が知られていることを指摘さ
れた．
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異なる誘導ディラック構造の相互接続．$Q_{1},$ $Q_{2}$ を異なる多様体としよう．$D_{1}\in Dir(T^{*}Q_{1})$ と $D_{2}\in$

$Dir(T^{*}Q_{2})$ を滑らかなディストリビューション $\Delta_{Q_{1}}\subset TQ_{1}$ と $\triangle_{Q_{2}}\subset TQ_{2}$ から誘導されるディラック構

造とする．さらに，$\Sigma_{Q}$ を $Q=Q_{1}\cross Q_{2}$ 上のディストリビューションとし，$D_{int}$ を定義 34で与えられる

相互作用のディラック構造としよう．

定義 39. $D_{int}$ による $D_{1}$ と $D_{2}$ の相互接続は，

$D=(D_{1}\oplus D_{2})\otimes D_{int}$

として定義される．

$\triangle_{Q}=(\triangle_{Q_{1}}\cross\triangle_{Q_{2}})\cap\Sigma_{Q}$ は $Q$ の各点の近傍で一定のランクを持つ時，$D$ は $\triangle_{Q}$ から誘導される $T^{*}Q$

上のディラック構造となり，各点 $(q,p)\in T^{*}Q$ で

$D(q,p)=\{(w, \alpha)\in T_{(q,p)}T^{*}Q\cross T_{(q,p)}^{*}T^{*}Q|$

$w\in\triangle_{TQ}(q,p)$ 及び $\alpha-\Omega^{b}(q,p)\cdot w\in\triangle_{\mathring{T}Q}(q,p)\}$

と表される．ここに，$\Omega=\Omega_{1}\oplus\Omega_{2}$ 及び $\Delta_{T^{*}Q}=T\pi_{Q}^{-1}(\triangle_{Q})$ である．

$n$個のディラック構造の相互接続．$n$個の異なる多様体 $M_{1},$ $M_{2},$
$\ldots,$

$M_{n}$上のディラック構造 $D_{1},$ $D_{2},$
$\ldots,$

$D_{n}$

を考えよう．但し，$n>2$ とする．直和 $\oplus$ は結合律を満たし，$(D_{a}\oplus D_{b})\oplus D_{c}=D_{a}\oplus(D_{b}\oplus D_{c})$ とする

ことができる．そこで，

$\bigoplus_{i=1}^{n}D_{i}=D_{1}\oplus D_{2}\oplus\cdots\oplus D_{n}$

と置く．ここで，直積空間 $M=M_{1}\cross\cdots\cross M_{n}$ 上に，適当な相互作用のディラック構造

$D_{int}\in$ Dir$(M)$

を与え，各点 $x\in M$ の近傍で rank$(pr_{TM}(\oplus D_{i})\cap pr_{TM}(D_{int}))$ が一定であると仮定すると，$n$ 個のディ

ラック構造 $D_{i}$ は $D_{int}$ を介して

$D=( \bigoplus_{i=1}^{n}D_{i})\otimes D_{int}$

のように相互接続され，$M$ 上のーつのディラック構造を得ることができる．

4 ラグランジュディラック系の相互接続

$n$個の異なるラグランジュ．ディラック系．ここでは，$n$ 個の異なるラグランジュ．ディラック系を与え，

ディラック構造と共に相互接続された一つのラグランジュ．ディラック系として理解できることを示す．

まず，$T^{*}Q_{i},$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$ 上のディラック構造 $D_{i}$ を考えよう．各々は，滑らかなディストリビューション

$\triangle_{Q_{i}}\subset TQ_{i}$から誘導されるものとする．但し，$\triangle_{Q_{i}}\cap\triangle_{Q_{j}}=\emptyset,$ $i\neq j$ を仮定する．$TQ_{i}$ 上にラグランジア
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ン $L_{i}$ を与えよう．これらのラグランジアンは退化していても良い．$E_{L_{i}}$ を現に付随する $TQ_{i}\oplus T^{*}Q_{i}$ 上

の一般化エネルギーとする．また，$X_{i}:TQ_{i}\oplus T^{*}Q_{i}arrow TT^{*}Q_{i}$ を $\Delta_{Q_{i}}\oplus P_{i}$ の各点で定義された部分ベク

トル場とする．ここに，$P_{i}=FL_{i}(\Delta_{Q:})$である．$n$ 個の異なるラグランジュディラック系は $(E_{L_{i}}, D_{i}, X_{i})$

で与えられ，条件

$(X_{i}, dE_{L_{:}}|_{TP_{l}})\in\Gamma(D_{i}),$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$

を満たす．これより，直ちに，$(E_{L_{t}}, D_{i}, X_{i})$ の局所表現として

$\dot{q}_{i}=v_{i}\in\Delta_{Q_{:}}(q_{i})$ , $\dot{p}_{i}-\frac{\partial L_{i}}{\partial q_{i}}\in\Delta_{Q_{i}}^{o}(q_{i})$ , $p_{i}= \frac{\partial L_{i}}{\partial v_{i}}$ , $i=1,$ $\ldots,$
$n$

を得る．$(E_{L_{i}}, D_{i}, X_{i})$ は各々が独立しており，物理的な相互作用は無いことに注意する必要がある．

ラグランジュディラック系の相互接続．次に，相互作用のディラック構造 $D_{int}$ を与えることにより，$n$

個のラグランジュディラック系を相互接続してみよう．そのために，拡大配位空間 $Q=Q_{1}\cross\cdots\cross Q_{n}$

及びディストリビューション $0_{Q}=\Delta_{Q_{1}}\cross\cdots\cross\triangle_{Q_{n}}\subset TQ$を考える．また，$0_{Q}\neq\Sigma_{Q}$ と $0_{Q}\cap\Sigma_{Q}\neq\emptyset$ を

仮定して，滑らかなディストリビューション $\Sigma_{Q}\subset TQ$ を考える．さらに，$\triangle_{Q}=0_{Q}\cap\Sigma_{Q}\subset TQ$ を定義

し，rank$(\triangle_{Q}(q))$ が各点 $q\in Q$ で一定であると仮定する．これにより，式 (6) のように，相互作用のディ
ラック構造 $D_{int}=\Sigma_{int}\oplus\Sigma_{int}^{o}$ を定義する．ここに，$\Sigma_{int}=(T\pi_{Q})^{-1}(\Sigma_{Q})$ . また，$q=(q_{1}, \ldots, q_{n})\in Q$ ,

$(q, v)=(q_{1}, \ldots, q_{n}, v_{1}, \ldots, v_{n})\in TQ$ 及び $(q,p)=(q_{1}, \ldots, q_{n},p_{1}, \ldots,p_{n})\in T^{*}Q$ と置く．

定義 4.1. 条件 $(X_{i}, dE_{L_{i}}|_{TP_{i}})\in\Gamma(D$のを満たす $n$ 個のラグランジュディラック系 $(E_{L_{i}}, D_{i}, X_{i})$ を

考える．$TQ$ 上のラグランジアンとして $L=L_{1}+\cdots+L_{n}$ を定義し，$L$ に付随する一般化エネルギー

$E_{L}:TQ\oplus T^{*}Qarrow \mathbb{R}$ を $E_{L}=(p,$ $v\rangle-L(q, v)$ と置く．$\triangle_{Q}\oplus P$ で定義された部分ベクトル場を $X=$

$X_{1}\oplus\cdots\oplus X_{n}$ : $TQ\oplus T^{*}Qarrow TT^{*}Q$ とする．但し，$P=FL(\triangle_{Q})$ である．また，相互接続されたディラッ
ク構造を $D=(D_{1}\oplus\cdots\oplus D_{n})\otimes D_{int}$ とする．

この時，$n$個のラグランジュディラック系の相互接続は $(E_{L}, D, X)$ で与えられ，各点 $(q, v,p)\in TQ\oplus T^{*}Q$

で

$(X(q, v,p), dE_{L}(q, v,p)|_{T_{(q}{}_{p)}P})\in D(q,p)$

を満たす．ここに，$(q, v)\in\Delta_{Q}$ 及び $(q, p)=FL(q, v)\in P$ である．

命題 42. ラグランジュディラック系の局所表現は

$\dot{q}=v\in\triangle_{Q}(q)$ , $\dot{p}-\frac{\partial L}{\partial q}\in\triangle_{Q}^{o}(q)$ , $p= \frac{\partial L}{\partial v}$

と与えられる．ここで，$\triangle_{Q}(q)=0_{Q}(q)\cap\Sigma_{Q}(q)=(\triangle_{Q_{1}}(q_{1})\cross\cdots\cross\triangle_{Q_{n}}(q_{n}))\cap\Sigma_{Q}(q)\subset T_{q}Q$は最終的な

ディストリビューションであり，$\triangle_{Q}^{o}(q)=\mathfrak{d}_{Q}^{o}(q)+\Sigma_{Q}^{o}(q)=(\triangle_{Q_{1}}^{o}(q_{1})\cross\cdots\cross\triangle_{Q_{n}}^{o}(q_{n}))+\Sigma_{Q}^{o}(q)\subset T_{q}^{*}Q$

はその零化元である．
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命題 42の証明は簡単にできるので省略する．以下に，ラグランジュ．ディラックカ学系の相互接続に

関する重要な定理を述べる．

定理 43. あるベクトル場 $F_{i}$ : $TQ_{i}\oplus T^{*}Q_{i}arrow T^{*}Q_{i},$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$ を考える．$pr_{Q_{t}}$ : $TQ_{i}\oplus T^{*}Q_{i}arrow Q_{i}$

を自然な射影とする．$F=F_{1}\oplus\cdots\oplus F_{n}:TQ\oplus T^{*}Qarrow T^{*}Q$ 及び $\rho\tau Q_{i}\oplus T.Q_{i}$ : $TQ\oplus T^{*}Qarrow TQ_{i}\oplus$

$T^{*}Q_{i;}(q, v,p)\mapsto(q_{i}, v_{i},p_{i})$ と置く．ここに，$TQ$ と $TQ_{1}\cross\cdots\cross TQ_{n}$ を，また，$T^{*}Q$ と $T^{*}Q_{1}\cross\cdots\cross T^{*}Q_{n}$

を同一視する．

以下の言明は等価である．

(i) 曲線 $(q(t), v(t),p(t))\in TQ\oplus T^{*}Q,$ $t_{1}\leq t\leq t_{2}$ は

$((\dot{q}(t),\dot{p}(t)),dE_{L}(q(t), v(t),p(t))|_{T_{(q(t),p(t))}P})\in D(q(t),p(t))$

を満たす．但し，$(q(t),p(t))=FL(q(t), v(t))\in P$ .

(ii) 曲線 $(q_{i}(t), v_{i}(t),p_{i}(t))=\rho_{TQ_{i}\oplus T^{*}Q_{i}}(q(t), v(t),p(t)),$ $t_{1}\leq t\leq t_{2}$ は

$((\dot{q}_{i}(t),\dot{p}_{i}(t)), (dE_{L_{i}}-pr_{Q_{i}}^{*}F_{i})(q_{i}(t), v_{i}(t),p_{i}(t))|_{T_{(q_{\iota}(t),p_{\iota}(t))}P_{i}})\in D_{i}(q_{i}(t),p_{i}(t))$

を満足する．但し，$(q_{i}(t),p_{i}(t))=FL_{i}(q_{i}(t), v_{i}(t))\in P_{i}$であり，速度と力に関して，

$\dot{q}(t)=(\dot{q}_{1}(t), \ldots,\dot{q}_{n}(t))\in\Sigma_{Q}(q(t))$ 及 $F(q(t), v(t),p(t))\in\Sigma_{\mathring{Q}}(q(t))$

を満たす．

証明．$D=(D_{1}\oplus\cdots\oplus D_{n})\otimes D_{int}$ に注意して，条件

$((\dot{q}(t),\dot{p}(t)), dE(q(t), v(t),p(t))|_{T_{(q(t),p(t))}P})\in D(q(t),p(t))$, for all $t_{1}\leq t\leq t_{2}$

より，あるコベクトル

$(F, w)=(F_{1}, \ldots, F_{n}, w_{1}, \ldots, w_{n})\in T_{(q,p)}^{*}T^{*}Q$

が存在して，

$(\dot{q},I^{j,-\frac{\partial L}{\partial q}-F,v+w)}\in D_{1}(q_{1},p_{1})\oplus\cdots\oplus D_{n}(q_{n},p_{n})$ (9)

及び

$(\dot{q},\dot{p}, F, -w)\in D_{int}(q,p)$ (10)

を満たす．条件 (9) より，

$(\dot{q}_{i},\dot{p}_{i},$ $- \frac{\partial L_{i}}{\partial q_{i}}-F_{i},$ $v_{i}+w_{i})\in D_{i}(q_{i},p_{i}),$ $i=1,$
$\ldots,$

$n$
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であるが，条件 (10) より，$\dot{q}\in\Sigma_{Q}(q),$ $w=0$ 及び $F\in\Sigma_{Q}^{o}(q)$ である．ここに，$\partial L/\partial q_{i}=\partial L_{i}/\partial q_{i}$を用い

た．こうして，曲線 $(q_{i}(t), v_{i}(t),p_{i}(t)),$ $t_{1}\leq t\leq t_{2}$ は，条件

$((\dot{q}_{i}(t),\dot{p}_{i}(t)),$ $(dE_{i}-pr_{Q_{i}}^{*}F_{i})(q_{i}(t), v_{i}(t),p_{i}(t))|_{T_{(q_{1}(\ell),p_{i}(t))}P_{1}})\in D_{i}(q_{i}(t),p_{i}(t)),$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$

を満足する．但し，$(q_{i}(t),p_{i}(t))=FL_{i}(q_{i}(t), v_{i}(t))\in P_{i}$である．逆も同様に示すことができる．口

5 おわりに

本論文では，異なるディラック構造の相互接続について考察を行った．特に，相互作用のディラック構造

及びディラック構造のテンソル積を導入することにより，ディラック構造の相互接続に関する数学的な定

義を与えた．さらに，ディラック構造に付随するラグランジュカ学系の相互接続についても明らかにした．

この理論的枠組みにより，物理や工学に現れる大規模かつ複雑な力学系に現れるエネルギーの相互作用に

ついて，ディラック構造とその相互接続によって組織的な理解が可能となることが期待できる．

本論文では述べなかった，相互接続されたラグランジュ．ディラック系の変分構造や非ホロノミック系

への応用については，Jacobs and Yoshimura[13] を参照されたい．
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