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「ガラス・ジャミング転移における剛性の発生」

大阪大学大学院理学研究科 吉野元 1

「水髄方円 J (水は方円の器に従う)2という言葉にあるように、液体は入れ物の形にやすやすと従う。

こうならないのが固体である。自然界に存在する固体には、結晶とともにアモルブアス固体、すなわち

ガラスがある。ガラスは液体のように空間的に乱れた原子・分子配置を持ちながら剛性を持っている。

普段当たり前のことのように受け止められていることであるが、どのようにしてそのようなことが可能

になっているのだろうか?そもそも物の固さとは一体何なのだろうか?近年、粉体のジャミング転移を

含めた広汎な系においてこの基本的な問いに答えようとし寸研究が活発に行われている。このサプゼミ

ではまず、ガラスやジャミング転移に関する初歩的な解説から始める。次に、実験、理論による最近の

研究の進展の概要を説明する。最後に、スピングラスなどランダム系の統計力学で発展したレプリカ法

と、伝統的な液体論を組み合わせたクローン液体論という第一原理的なアプローチに基づいて、ガラス

系の剛性を研究する試みを紹介する。

1 はじめに

粉体やガラスなどは、構成する粒子(分子)が液体のように乱れた配置をとる固体である。その内部

で粒子聞に働く力の場の様子をみると、図 1のようになっていて、力が強く働いている部分が鎖状につ

らなった応力鎖 (forcechain)のネットワーク構造が観察される。力はベクトル量で、あるから、応力鎖は

「流れ」に例えられる。鎖が通過している各点においては、入ってくる「流れ」と出て行く「流れ」が丁

度バランスし、力の釣り合いがとれているのである。理想化された「連続体」ではこのような構造はな

い。この構造は、こうした系で、の力のバランスのあり方の微妙さを示唆している [1]0
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図 1:アモルファス固体内部の応力場:a)粉体(応力が掛かると屈折率が変わる光弾性体を用いたデモ(デューク
大 Behringer教授の webpagehttp:j jwww.phy.duke.edurbobjより転載)、 b)構造ガラス(シミュレーション A.
TanguyぅJ.P. WittmerぅF.Leonforteぅ andJ.-L. Barrat (2002) [2]より転載)、 c)フラストレートした磁場中ジョ
セフソン接合配列での電流鎖(シミュレーション H.Yoshinoぅ T.Nogawa and B. Kim (2009) [3]より転載)

物質の硬さ、剛性 (rigidity)を調べる標準的な方法は、シア歪み (shearstrain)をかけることである。

例えば、図 2のように、注目する系を二枚の壁ではさみ、壁をスライドさせれは良い。シアの一つの重

要な特徴は、圧縮などと異なり、系の体積、したがって密度を変えない操作であることである。

シア応力 σがシア歪みの増大 γにフックの法則に従って線形 σ 二 μγ のように増大するとき(図 3

a) )系は弾性的(elastic)であるという。ここで比例係数μが剛性率 (rigidity)とも呼ばれるシアモジュラ

lE-ma剖凶i臼l上:yo凶shino⑬ess.sci.osak王a-制一寸u.ac.j臼pURLし:h批1此tt旬p:ザ//μthma抗t8.es邸s.日ci.o白aka-u.a配C伊;-yo凶shin
2萄子(じゆんし中国の戦国時代末の思想想、家.儒学者)の言葉。
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図 2:シア (shear): r壁」をスラ
イドさせることにより系にシア歪
み(shearstrain)を与える。
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図 3:シアに対する応答:(左)シア応力とシア歪の関係(右)シア応
力とシア歪速度の関係。静的/動的な降伏応力を σミ/σ平と区別して
記している。

ス (shearmodulus)である。一般に、この線形応答は歪み γが大きくなると破綻し、塑性変形 (plastic

deformation)が始まる。その時の応力の値を降伏応力 (yieldstress)と呼ぶ。

また、典型的なレオロジ一実験では、壁を一定速度でスライドさせてゆく。シア応力 σがシア歪み速

度守に比例し、 σ=η?となる場合(図 3b))、系はニュートン流体と呼ばれ、比例係数ηをシア粘性率

(shear viscosity)と呼ぶ。この線形則が破綻する流体を一般に非ニュートン流体と呼ぶ。特に守→ 0の

極限で応力 σがOでない有限の値に収束するとき、これを動的な意味での降伏応力と呼ぶ。

この先のおおまかな流れについてここで説明する。次の第 2章でガラス転移、ジャミング転移を示す

系に普遍的に見られる特徴的な物理現象を紹介して行く。また関連して、スピングラスの平均場理論と

ガラスの物理との興味深い関係について紹介する。このあたりはハイキング気分で読んで頂ければ、 と

思う。続く第3章では剛性率の一般的な定義とその意味について議論し、また粘弾性の線形応答理論に

ついて簡単にまとめておく。第4章ではレプリカ理論と液体論が結び、ついて生まれた「クローン液体論」

の方法について紹介する。「みそ」はどこにあるのか探しながら、また批判的に読んで、頂ければと思う。

最後の第 5章では、ガラスの剛性率をクローン液体の方法で求めるという、個人的に関わった最近の研

究について紹介する。全体を通して、どのようなことでも批判、感想、コメントを頂ければ大変幸いで

ある。

液体を冷やして行くと、あるところで固体になる。これは通 エント口ピー

常ある温度Tm(図 4)で、結晶になる 1次転移である。しかし、

急冷するなどして過冷却状態(準安定状態)に系を持ち込むこ

とも可能である。この状態を過冷却液体 (supercooledliquid) 

と呼ぶ。この過冷却液体をそのままそっと冷やして行くとどう

なるのか、が物理学の重要な未解決問題のーっとして残されて

いる「ガラス転移」の問題である。

比熱測定によってエントロビーを求め、図 4にあるように

過冷却液体のラインを低温に延ばすと結晶のラインにぶつかる

ように見える。ぶつかる温度を Kauzman温度TKと呼ぶ [4]0

(注:TKでのエネルギーは、結晶の方が低い。)しかし、実際

に液体をある一定の冷却速度 Tで冷却しながら測定して行くと

そこにはたどり着かず、ある「ガラス転移温度JT.で急に折れ 図 4:エントロビーから見たガラス転移

曲がるようにみえる。何が起こったのかというと〉が非平衡 て開?度の代わりに密度の逆数にし

状態、に陥って「ガラスイんしたのである。(実際の系で測定され

た比熱の例として図 8a)を参照)。なぜそうなったのかというと、この過冷却液体のラインを降りて行く

にしたがって緩和時間 7が急激に増大してゆき、同じ冷却速度を保ったままでは系は平衡状態にとどま

2 ガラス転移、ジャミング転移、スピングラス

2.1 ガラス転移
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れなくなったのだ。そこで冷却速度Tをより遅くすると、ガラス化はもう少し低温で起こる。冷却速度

Tは実験室の時間スケール、つまり人間の時間スケールで、決まっているわけで、 Tgは絶対的な意味を持

つ温度ではない。したがって、九から TKまでは、どうなっているのかまだ本当のところは何もわかっ

ていない区間である。この過冷却液体のライン上で知られている重要な「道しるべ」としてモード結合

理論 (MCT:mode coupling theory)の動的(疑似)臨界温度九がある。その意味は以下で説明しよう。

2.2 ケージ構造と 2段階緩和

過冷却液体状態では、粒子(分子)がまわりの粒子に取り固まれて自由な運動を阻害されている。この

固い込みの構造は、高温の液体にはないもので、「ケージ構造」と呼ばれる。図 5にあるように、コロ

イドや粉体で実空間での粒子の運動を追跡すると実際に見ることができる。

ケージ構造の存在は、マクロな動的観測量に特徴

的な 12段階緩和」として表れる。散乱実験、数値

シミュレーションでしばしば調べられる物理量とし

て中間散乱関数F(qぅt)や自己中間散乱関数凡(qうの
がある。これらは 2つの時刻での粒子の配位の相

関を見る時間相関関数で、

(1) 図 5:共焦点顕微鏡で捉えられた過冷却液体状態にあ
るコロイド分散系での粒子の運動 (E.Weeks and D. 
Weitz (2002) [5]より転載) 体積分率ゆ=0.52 (コロ

のように定義される。ここで、ri(S)= (Xi(S)ぅ抗(S)ぅ勾(S))イド結晶への相転移密度ゆm = 0.42よりも高密度側、
は時刻 sでの粒子の位置座標である。 ガラス転移密度内 rv0.58よりも低密度側にいる。)、

υ V や コロイド粒子の粒径は α=1.18μillo 10分間(この密
図6を見ると、平坦部 (plateau)が現れる」とか 度で、の構造緩和時間九の程度)での変位が相対的に

注目される。これは桓子の配置が時間的に凍結す 大きい粒子を明るい色で表示している。矢印は 0.2μm

ることを表わし、平坦部の高さはスピングラスで 以上変位した粒子について、その変位の方向を表わす

提案された Edwards-Anderson(EA)秩序ノ《ラメー 単位ベクトルを 2次元面に射影したもの。差し込み図

タqEA[7]に相当する。この平坦部に入って行く緩 は、ある粒子の軌跡 (120分間)。ケージ内の運動に加
え、ケージの組み替えによる大変位が 1回見られる。

和をベータ (β)緩和、平坦部を抜けて 0まで落ちて 交流のシアで、揺すった粉体でも同様な運動の階層構造
行く過程をアルフア(α)緩和と呼ぶ。 β緩和では、 が観測されている [6]。
粒子はケージ内で運動している。その運動によって

時間相関はある程度減衰するが、ケージが崩れない限り、 0までは減衰しない。しかしケージは有限の

寿命で崩壊し、新たなケージが作り直される。この過程がα緩和で、その緩和時間アαは構造緩和時間

とも呼ばれる。

寸八l

F(ωυ州う，tの)二古 ξζ1叫

寸 N

凡(ι←方E叫 q.(rj(t) -rj(O))) 

2.3 モード結合理論:(疑似)臨界温度九

モード結合理論 (MCT)は過冷却液体におけるこの 2段階緩和を捉えることに成功した初めての微視

的な理論である [9ぅ15](図 6b))o MCTでは、上記の自己中間散乱関数凡(qぅt)や中間散乱関数F(qうりの

ような時間相関関数の時開発展を自己無撞着に定める MCT方程式と呼ばれる微積分方程式をある種の

近似のもとで導き、これを解析する。 MCTの重要な帰結はある温度 Tcに向かつて緩和時間 7α が臨界

温度までの円距離"E= IT/Tc -11のベキ乗で発散し、エルゴード性が破れる動的転移がある、というこ

とである。後述するように、これは MCTが本質的に平均場理論であることによっていて、実際には、

真の転移はそこにはない。 3しかしこの九が、緩和の機構が切り替わるクロスオーバー温度となっている

3ただし、現在の標準的な MCTは、まだそのままでは高次元極限で厳密になるような真の意味での平均場理論にはなって
いない [16]。後述のクローン液体論についても、「ある種の平均場近似」である以上に、無限大次元で厳密になる真の意味で
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図 6:2段階緩和 a)過冷却液体で
の自己中間散乱関数凡(qぅt)の時間t
依存性(波数は静的構造因子 S(q)の
第 1ピークの波数 q= 7.25) (2成分
Lennard-Jonnes粒子系の分子動力学
(MD)シミュレーション w.Koband 
H. C. Andersen (1995) [8]より転載)

b)中間散乱関数 F(たうt)につい
ての MCT方程式(コロイド分散系)
の数値解(宮崎州正 (2007)[9]より
転載) MCT臨界点に対する距離

ε= lO-n (n = 1，2ぅ3ぅ・ー)での緩和
関数をフ。ロットしている。
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図 7:線形粘弾性測定に現れる 2段階

緩和 a)過冷却液体(フタル酸ジプ
チル DBP)の貯蔵弾性率の周波数依
存性。 (Maggiet. al. (2008) [10]より
転載) Tm = 238 K、MCTによる
(疑似)転移温度は丸 rv226 K [11]0 
b)コロイド分散系(エマルジョン)の
貯蔵弾性率(Eq.(16)を参照)の周波
数依存性 (Masonet. al (1997) [12] 
より転載) 縦軸は対数であること

に注意。 MCTによる(疑似)転移密
度は供 rv0.580 

「第56回物性若手夏の学校 (2011年度)J

b) T 1 K 
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図 8:熱力学量の振る舞い・急冷し
て作成したガラス(トルエン)を昇温
しながら測定した比熱(白丸)(Ya-

mamuro ct. al. (1998) [13]より転
載)比較のために結晶化させた場合

のデータも示されている。(黒丸)b) 
p=3球形平均場スピングラス模型で
の熱平衡状態での比熱 (A.Crisanti 
and H. -J. Sommers (1992) [14]より
転載)

との予想、がある。すなわち、より高温側では、 MCTの記述する臨界的なダイナミックス、低温側では、

MCTでは記述できない熱活性型のダイナミックスが緩和を主導するというものである [17，18]0 そのよ

うなクロスオーバー温度の存在自体は MCT以前から推測されていた [19]0

2.4 線形粘弾性測定:プラ卜ーモジ、ュラス

結晶では、それぞれの分子はまわりの分子に固まれて作られた平衡位置を中心として熱振動している。

ケージ構造が有限の時間とはし=え、存在しているということは、過冷却液体は液体でありながら、構造

緩和時間ァα よりも短い時間スケールでは「固体的」に振る舞うことを示唆する。実際、図 7にあるよ

うな線形粘弾性(線形レオロジー)の測定を行うと、過冷却液体は力学的にまさに固体と液体の両方の

性格、すなわち弾性と粘性を併せ持っていることが明らかになる。線形粘弾性に詳しくはまた後で (3.3

節)議論するのでここでは大づかみの特徴を紹介しよう。測定方法は、系に弱いシア歪みを周波数 ωの

交流で掛け、応答として発生するシア応力を測定するというものである。図 7には貯蔵弾性率 (storage

modulus)と呼ばれる、摂動に対して位相の遅れのない応答成分を示している。 (Eq.(16)参照)明らかな

特徴として、中間的な振動数領域に平坦部 (plateau)がある。これはこの時間スケールで、過冷却液体が

有限の剛性率 (shearmodulus)を持つ弾性体として振る舞うことを意味する。この平垣部の高さで決ま

る「実効的な剛性率」をプラトーモジュラス (plateaumodulus)と呼び、以下これを兵と記すことにす

の平均場理論になっている確証がまだない。(スピングラスの平均場理論はそうなっていると強く信じられている。) 高次元

極限で厳密に成立する過冷却液体・ガラスの理論の厳密な手続きによる導出は、理論としては重要で、、興味深い課題である。
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α) 

図 9:非線形レオロジー: a)過冷却液体(2成分 Lennard-Jonnes粒子系の MDシミュレーション F.Varnik 
and O. Henrich (2006) [21]より転載)) b)粉体 (DEMシミュレーション T.Hatano (2008) [23]より転載)右側
は この系の非線形レオロジーがジャミング転移点仇近傍では動的臨界現象となっていることを仮定したスケー
リンングプロット c)磁場中高温超伝導体での電流電圧特性 (Kochet. al. (1989) [25]より転載。 a)b)との対応
を見やすくするため原論文の x，y軸を入れ替えている。)

る。平坦部よりもさらに低振動数側では、応答は Oに下がってゆき、過冷却液体は十分長い時間スケ一

ル(>>T，九α)で

温度の低下(あるいは密度の増大)によつて過冷却液体に深く入つて行くと、明らカか冶な特徴として、プ

ラトーモジュラス兵が増大してゆき、系がより「固く」なって行くのがわかる。このゼミの後半で、兵

を、液体論とレプリカ法を融合させたクローン液体の方法で第一原理的に計算する我々の研究を紹介す

る [20]01つの重要な問題は、その温度依存性である。どの温度以下で有限になるのか、つまり「固く」

なるのか、とし寸問題を後に詳しく議論する。

非線形レオロジ-

シア速度?をパラメータとしてシア応力 σを測定すると、図 9にあるようにガラス、粉体で特徴的な

非線形レオロジーが観測される。また非常に良く似た現象が超伝導体の非線形電気伝導として見られる。

液体では、図 9a)にあるように高温ではニュートン則 σ=η今が今→ 0で成り立つ。これを過冷却液

体にし、温度を下げて行くと有限の降伏応力 σ平二 limぅ→oσ が現われるように見える。この「見かけ上

の」降伏力の発生は九付近で起こっていると報告されている [21]0

粉体でも図 9b)のように、特徴的な非線形レオロジーが観測される [22-24]0粉体では、粒子の衝突に

ともなうエネルギー散逸がある。このためにニュートン則ではなく、ノfグノルド則 σα(守)2が低密度側

(unjam相)の守→ Oで成り立つ。一方、高密度側 (jam相)では有限の降伏力が出現しているように見え

る。両者の問、臨界密度。Jrv 0.64で非自明な指数uを用いて σcx(守)Yと表せるようなベキ則になって

いて、臨界点近傍では図 9b)右図にあるような動的スケーリングプロットができる。このスケーリング

解析から、降伏応力σ?が臨界点から連続的に、。Jーののベキ的に立ち上がることが示唆されている。

後述 (2.6節)するように静的な観測量からものが臨界点になっていることがわかっている。

同様の非線形レオロジーは、超伝導体の電気伝導特性で、も観測されている。例えば図 9c)にあるよう

な高温超伝導体では系にランダムに入っている不純物の効果によってある転移温度九でいわゆる vortex

glass転移と呼ばれるスピングラス転移に似た熱平衡相転移を起こす。それに伴って過冷却液体や粉体

の非線形レオロジーに良く似た非線形電気伝導現象が起きる。シア応力 σに対応するのは駆動電流 J

である。一方、シア速度すに対応するのは電圧 Eで、これは超伝導位相変数のシア速度に比例してい

る。高温では、 E→ 0極限でニュートン則に対応するオーム則 JαEが成り立ち、低温では臨界電流

Jc = limE→o J(降伏応力に対応)が存在する非線形電気伝導になっている。この場合も、臨界点付近で

は電流電圧特性がベキ的で、図 9b)右図と良く似た動的スケーリング解析ができる [3，25-27]0

ハ
h
U

F
O
 

2.5 



「第56回物性若手夏の学校 (2011年度)J

l____f μ/kl }く/k

Zcト柑…
2:d 

J φ.J 
OB 怒

Z 争 Zc Zc Z 

図 11:摩擦のない理想的な粉体模型における接触点数 (contactnumber)z、剛性
図 10:ジャミング相図 (A.率μ(shearmodulus)体積弾性率 K (bulk modulus)の振る舞い。 (M.van Hecke 
Liuヲ S.Nagel (1998) [28] (2010)を参考にした模式図 [29])Zcニ 2d(dは空間次元)は、ジャミング転移点
より転載) 直上での接触点数。弾性定数をスケールしているたは粒子の変形に対するポテン

シャルの 2回微分V(γ)の平均粒子間距離での値。

2.6 ジ、ヤミング転移

粉体、ガラス、さらにはペーストなどまで含めてジャミング (jamming)・ガラス転移を統一的に理解

しよう、という壮大な提案がなされた [28ぅ30]。その際、図 10にあるような模式的な相図(ジャミング相

図)が提示された。温度、密度というおなじみの軸に加えて、加重 (Load)あるいは駆動力の軸がある。

上でも触れたように、粉体やぺーストでは個々の粒子の衝突によってエネルギーが散逸する(挑ね返

り係数が 1でない)。さらに一般には接触している粒子聞にはまさつ力も働くので、分子からなる普通の

液体、ガラスとはかなり異なるユニークな物性を示す [31]。その一方で、例えば非線形レオロジーを見

ると図 9にあるようにガラス、粉体で良く似た現象が起こっている。図 10の加重 (Load)の軸をシア速

度守(あるいはシア応力 σ)で置き換えると、この模式的な相図もそれなりに意味があると思われる。

理論的には摩擦の無い理想化された粉体模型の研究が集中的に行われてきた。具体的には、粒子同士

は接触していなければ相互作用せず、粒子間距離 γがある闘値を越えて近づくと反発力(中心力)f(ァ)=
-dV(r)/drが働くという模型を考える。前述の通り、この系の非線形レオロジーを解析すると、の rv0.64 

が臨界密度になっていて、その近傍での非線形レオロジーはある種の動的臨界現象になっている [22-24](図

9b)右図)。

興味深いことに、静的な観測量から見ても密度内が臨界点になっていることがわかっている。この密

度引はジャミング転移点 (point-J)と呼ばれ、次のような特別な意味を持っている密度である [32]0N 

個の粒子を箱につめて外から圧力 Pを掛けることを想定してみよう。内部では粒子同士が互いに接触し

あって力の釣り合いの取れた静的なジャミングした状態が出来ているとする。このとき、 1つの粒子が平

均して z個のまわりの粒子と接触しているとする。この zを平均接触点数 (averagecontact number)と

呼ぶ。この系の微小変形を仮想的に考える。どのような微小変形も(全体の回転や並進を除けば)、接触

する粒子聞の距離の変化で表すことができるので、独立な自由度の数は接触しているペアの数 zN/2で

ある。微小変形についてのエネルギーを各粒子の変位について最小化させると Nd個だけ自由度が減り

(dは空間次元)、残る自由度は zN/2-Ndとなる。したがってもし接触点数が十分大きく z>た =2d 
ならば、安定な配位を維持できることがわかる。ここで、外圧Pを準静的に減らすことを考えよう。こ

れによって体積分率。二ゆ(P)は減少し、それにともなって z(ゆ)も減少してゆく。あるところで z=み

となり、これよりも減圧するとジャミングした状態が保てなくなる。このときの体積分率がジャミング

密度。Jである。図 11に示すように、けまゆJでおから 0までの不連続な飛びを示す [32]0

平均接触点数zの不連続な振る舞いを見ると 1次転移的であるが、ジャミング転移は 2次転移的な臨

界特性を様々な形でしめす。平均接触点数の臨界値からの差 b ニ Zーたは図 11に示すように臨界点か

らの距離 dct=ゆーのに対して、必 αJ否のようにベキ的に振る舞う。さらに自明な「ばね定数J kで

規格化した剛性率μはぬに対して線形に 0になる。これらの性質はポテンシャル V(γ)の形にはよらな

いユニバーサルな性質で、ある [29ぅ32]。一方、興味深いことに体積弾性率 K は不連続に振る舞い、臨界

的ではない。このように 1次転移と 2次転移の性格を併せ持った奇妙な転移は粉体模型に先駆けて、あ

わ (bubble)系の問題で最初に発見されている [33]0後述するように、構造ガラスにおいても Z付近で

良く似た状況になっていると我々は考えている。
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2.7 Random First Order Theory:スピングラス平均場模型からの示唆

Kirkpatrick-Thirumalai-Wolynesらは 1980年代後半に、ある一群のスピングラス模型が様々な意味で

構造ガラスと共通する性質を持つ事を一連の研究によって明らかにした [34，35]。アナロジーをてこに研

究を始めることは、ちょっとずるいが物理学の常套手段である。彼らが注目したのはいわゆる 1段階のレ

プリカ対称性の破れ (lstepRSB)を示す模型で、連続的な RSBを示す Sherrington-Kir kpatrick (SK)模

型などとは質的に異なる動的/静的性質を示す4。例として次のようなハミルトニアンで与えられる p-spin

模型がある。

H二ーヱ Jij山内
tく]くk

(2) 

ここで針。 =1ぅ2ぃ・ぺ N)はスピン変数で、 p(>2)個のスピンが相互作用する。上の例では p=3で

あり、和乞i<j<kは3つのスピンからなる組についての和、ゐjkはその組の中での相互作用である。通

常は、すべての可能なスピンの組が、その中で正負ランダムな値をとる Jijkで相互作用する模型を考え

る。ただし、強磁性模型 Jijk= 1でも、スピンの組をランダムに選ぶと以下にまとめる「ガラス的な現

象」と本質的に同じ事が起こることが示されている [37]。興味深いことにこの場合、全てのスピンの向

きがそろった強磁性状態が基底状態であり、まさに過冷却状態としての常磁性状態からガラスが生まれ

てくる。

平均場スピングラス模型では、静的、動的な性質の両面を徹底して解析できる。特に有意義な点は、

エネルギー・ランドスケープの構造が明快で、起こっている物理現象のメカニズムが手に取るようにわ

かることである。一般に平均場模型は、空間次元が無限大で正しい結果を与えるが、有限次元系ではそ

の描像に様々な修正が必要になる場合が多い。それでも平均場模型のエネルギー・ランドスケープの構

造がはっきりしていることは、有限次元でどのような修正がなされるべきか考えるうえでも貴重な手が

かりを与える。スピングラス理論、特にそのエネルギー・ランドスケープ描像を基礎にした構造ガラス

に対するアプローチをまとめて RandomFirst Order Transition (RFOT)理論と呼ぶ。

第 1の特徴は、スピン自己相関関数の時開発展がモード結合

理論 [9ぅ15]と数学的に同じ微積分方程式に厳密に従って 2段階

緩和を示し(図 6b))、ある臨界温度TDに向かつて緩和時間が

発散する動的臨界現象を示し、そこでエルゴード性が破れるこ

とである [34]0したがって TDはMCT転移温度Tcに相当する。

前述のように、平坦部の高さは Edwards-Anderson(EA)秩序ノt

ラメータ qEAである [7]0実空間でのケージ構造に対応して、位

相空間で、はエネルギーランドスケープに「サドル構造」があら

われ、それがスローダイナミックスを支配している [17ぅ38]0
第2に、 TAP(Thouless-Anderson-Palmaer)方程式と呼ばれ

る状態方程式の解析から、 TDで多数の準安定状態が出現し、下
記の complexityと呼ばれる量が有限になることがわかった。構 図 12:Complexity(構造エントロピー)

注:動的転移温度目以下で存在する。
造ガラスにも inherentstructure [39]と呼ばれる沢山のエネル

ギー極小状態、があることが知られていて、 complexityはガラス

の「構造エントロビーJ (structural entropy)に対応する。

構造エントロビーはスピングラス模型では TAP方程式の解となっている準安定状態の状態密度に関

係づけられる。後の議論の準備も兼ねてそれを導入しておこう。準安定状態にラベルをつけ α=1ぅ2う

としておく。それぞれの自由エネルギーをんとすると、系全体の自由エネルギー Fは形式的に次のよ

うに書ける。逆温度を s= l/kBTとして、

2 
備 1fT

。fmin f叩 (T)

引二吃e-Nsんに ln.ldfe-N
(βf吋町 叫 T)三点吃b(f-fa(T)) ゆ)

α "α  

ここで導入された'E，(fぅT)がcomplexityと呼ばれるもので、ガラスの構造エントロビーに相当する [39]0
図 12にその典型的な形を示している。 Eq.(3)の第 1式右辺にある fについての積分は Nが十分大きい

4理論研究でよく用いられてきた 3次元 Edwards-Andersonイジング・スピングラス模型はどちらかというと SK模型に似

た、連続 RSBI的」な振る舞いを示す。しかし、磁気異方性の弱い希薄磁性合金など、実際のスピングラス物質には、ハイゼ

ンベルグ・スピングラス模型に近いものがむしろ多い。後者は lstepRSB的に振る舞うということが指摘されている [36]0

口

δP
O
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ときに鞍点法によって評価できる。鞍点の場所 fsp(T)はcomplexityの微係数 d'L，(J)/dfが逆温度グに

等しいところに他ならなv~o 温度を低下させて行くと、ある温度 Ts で鞍点での complexity の値が 0 に
なる。つまり、もはや指数関数的に多くの準安定状態が寄与することはなくなり、ごく少数の準安定状

態にボルツマン重みが凝集する。これがこの系の静的なスピングラス転移であり [35]、Kauzman転移

とまさに同じメカニズム、すなわち entropycrisisによって起こる相転移である。レプリカ法による解析

では、レプリカ対称性を 1段階破った解が九以下で熱力学的な安定解となる。図 8b)はレプリカ法に

よって求められた p=3平均場スピングラス模型における比熱で、カスプの場所がTsである。

上の議論でお <T<TDの温度領域は非常に奇妙なことになっている。この温度領域で鞍点 fsp(T)は

complexityが有限の高さのところにある ('L，(Jsp(T)ぅT)> 0)ので、指数関数的に沢山の準安定状態が全

体の自由エネルギーに寄与していることになる。その意味では「液体」判定される。しかし、ダイナミッ

クスを考えると既にエルゴード性は破れている。準安定状態聞のエネルギー障壁は無限大で、熱活性によっ

て乗り越えることはできない。こうしたことは有限次元系では起こらないであろう。すなわち、エネル

ギー障壁の高さはあくまで有限で、熱活性型のダイナミックスによって TDでのエルゴード性の破れは消

失していると考えるのが自然である。しかし RFOT理論の枠組みの中では、 TD(Tc)がある種のクロス

オーノてー温度としての意味を持つと考えられている。 Kirkpatrickらはお <T < TD (TK < T <丸)の温

度領域でモザイク描像というドロップレット描像を提案し、低温での熱活性過程について議論した [40]0
特に、多くの実験結果によって支持されている Adam-Gibbsの現象論 [41]を幾つかの仮定のもとにモザ

イク描像から導いた。この描像の妥当性を検証する研究が現在精力的に行われている [42-44]0

平均場理論では動的転移点で無数の準安定状態、が突然出現する。しかしこれらの準安定状態は TDで

ぎりぎりの安定性しかもっていないこと、そしてそのことがTDでの動的臨界現象のメカニズムになっ

ていることがわかっている [17ぅ38]0対応して、構造ガラスの inherentstructureにおける Hessian行列

の解析でも、れ付近で支配的な inherentstructureはマージナル安定になっていることが報告されてい

る [45]。後で議論するように、我々はこれが、過冷却液体・ガラスの実効的な剛性率であるプラトーモ

ジュラスが低温から Tcに向かっていって連続的に 0になることに反映される、と考えている [20]0興味

深いことに、こうした丸付近での臨界的な現象は、融点Tm 以上まで過熱 (superheating)した準安定な

結晶が、最後、スピノーダル点で、消えて行くときにも見られる [46ぅ47]。 過熱による融解 [48]とMCT

転移との聞には密接な関連がある [49]。そこでもサドルにつかまることによってダイナミックスが遅く

なり、 2段階緩和になる。 unjammingのダイナミックス [50]も広い意味でこのカテゴリーに属する。

最後に、スピングラスの動的平均場理論は 1990年代には TD以下の非平衡ダイナミックス、とくにエ

イジング効果について大きな進展を遂げたことを記しておく [51]0そこで「有効温度J [52]などの興味

深い問題が見いだされた。非平衡状態にある真の意味でのガラスの理解はまだこれからの課題で、ある。

3 剛性の発生

3.1 シアモジ、ュラスに関するゆらぎの公式

シア歪みを与えることはマクロな操作であるが、これに対す

る系の応答を粒子レベルからじっくり見て行きたい。そこで図

13のように N個の粒子が入った「箱」を考える。粒子系のハ 迄

N _2 

H=乞去十2ン(rij)ぅ

i=l -". i<j 

(4) 
Zi 

Î 

ミルトニアンを

とする。ここで ri= (町ぅYi，Zi)は粒子の位置座標、 Piは運

動量で Pi= Ipil、m は粒子の質量、 rij= Iri -rjlは粒子聞の

距離、り(γ)は粒子間に働く 2体相互作用である。温度Tでの熱

平衡状態における系の自由エネルギー Fおよび分配関数 Zは

Z 二土/品企~e-ß~iく3U(TZ3)
N!j J11冶

グF=lnZ (5) 

図 13:シア (shear)による「箱」の変形.
このような単純なシアは体積、したがっ
て密度を変えない。
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で与えられる。ここで入th= h/V2石市石Tは熱ドプロイ波長である。

ここで図 2のように系を収める箱にシア歪み γを微小に掛け、自由エネルギー F(γ)を歪み γに対し

て形式的に

(6) 

それぞれの微

F(γ)/N = F(O)/N +σγ+jJ+ 

μは剛性率(シアモジュラス)である。のようにテーラー展開する。ここでσはシア応力、

視的表式は以下のように得られる。 5

シア応力の微視的な表式は次のように得られる。

σ
 

工的
1
一
N

‘‘、、、、、、‘，，，，，，，，，
e

m
山一計

/
/
{
¥
¥
 

1
一N

河川一計

1
一
Nσ

 

(7) 

ここで(.. .)は温度 Tでの熱期待値、また企ij== (Xi -Xj)/rか初三 (Zi-Zj)/円jである。ここでは熱

平衡状態を仮定したが、上式で熱平均(.• .)を取ったものは、各瞬間でのシア応力の微視的表式である。

また剛性率(シアモジュラス)の微視的表現は

σij三 rv'(r)lr=rijXぷ

(8) μ= b -Ns[(σ2) _ (σ)2]. 

ここで右辺第一項はボルン項と呼ばれ、瞬間的な応答を表し、具体的には次式で与えられる。

bij三乏;j[ん"(r)x;j+問 '(γ)(1ーの]r=rij b三 K59〉=京芸州
となる。

(9) 

これはいわば「箱の変形」に系が完全に追随する応答ーアフィン (affine)変形ーを表わす。

上で得られた Eq.(8)が、シアモジュラスの「ゆらぎの公式」である60 これからの議論で極めて重要

になるのは、右辺第2項にあるシア応力の揺らぎに関する項である。後述するようにこれは動的には応

力の緩和をあらわし、アフィン変形からのずれ、非アフィン (non-a田ne)変形を表わす。ボルン項は正の

量である。我々は、液体ではシアモジュラスが Oであるということを当然のように期待するが、そのた

めにはボルン項とゆらぎの項が正確に打ち消し合わなければならない。ちょっと驚くことであるが、こ

れについては以下で議論しよう。

興味深いことに、剛性率についてのゆらぎの公式 Eq.(8)のT=O極限での表式も知られ [53-55]、

今→ 0極限 (AQS:athermal quasi-static shear)でのシミュレーション [55ぅ56]で用いられている。そこ

でも応力の緩和(非アフィン変形)をあらわす修正項があり、極めて重要な役割を担っている。

シアモジ、ュラスに関するパラドックスとその教訓

シアは系の体積、従って密度を一定に保ったままの変形である。熱力学量は「入れ物の形」に依存し

てはならず、したがってシア歪み γに対して不変である。これから熱力学的なシアモジュラス(すなわ

ち、 N→∞を向→ Oよりも先にとる)は、液体であろうと固体であろうと 0でなければならない(!)

これは「線形応答J (すなわち極限の順番を逆にして街→ 0をN →∞よりも先にとる)で有限の

シアモジュラスが出る可能性を排除しない。液体では、線形応答の意味でもシアモジュラスは 0。一方、

固体はまさに線形応答の意味で、有限のシアモジュラスを持っている。すなわち、液体では熱力学極限

N →∞と微小歪み極限街→ 0が可換になっているのに対し、固体では非可換になっている。 7

3.2 

• r水髄方円」 、すなわち液体は連続的シア歪みに対する対称性を破らないのに対し(これが液体

の定義とも言える)、固体はそれを(線形応答の範囲では)破っている-自発的対称性の破れ。つま

り、固体での弾性的なシア歪みはゴールドストーンモードとして捉えられる。同じようなゴール

ドストーンモードとして、例えばスピン波がある。

5図 2b)のように (x'，y'，z')= (x γz，y，z)となるような「歪んだ座標系J (どうjうど)を考える。こちらで見ると、壁は動

いていない。このことに注意すると導出できる。
6同様のゆらぎの公式がスピン波の剛性や超伝導体の位相ゆらぎの剛性についても知られていて、導出は簡単でーある。シア

応力に対応するのはスピン流、あるいは電流である。
7このように極限の非可換性が相転移によって起こる例は沢山ある。この意味で、「連続体」としての「弾性体」は熱力学的

に異常である。(流体力学的な記述で塑性を表わすことは簡単でない。)

1170 



「第56回物性若手夏の学校 (2011年度)J

-上記の非可換性は、線形応答の破綻を意味する。物理的には、塑性(非線形応答)を意味する。すな

わち、弾性はかならず塑性とセットで存在しなければならないことが熱力学的に要請されている。

弾性と塑性で、より面白いのは、レオロジーで重要な塑性(非線形応答)の方であろう [57]。弾性

(線形応答)の問題は、その入り口にすぎない。 しかし、弾性は塑性を理解する上で欠かせない。

上のような「パラドックス」は体積を変化させる圧縮にはない。従って、シアモジュラスとバルクモ

ジュラスは性格が本質的に異なるものであると言える。(おなじみの連続体描像では両者は全く等価に扱

われるのでそう思いにくいかもしれない。)バルクモジュラスは気体から固体まで Oになる事はない。シ

アモジュラスが「剛性率J (rigidity)とも呼ばれ、特別扱いされるのは理由のないことではない。

シア歪み γの代わりにシア応力 σを制御ノtラメータにしても良いだろうか?その場合は平衡統計力学

ではなく、前述のレオロジーの問題になる。「万物は流れてしまう 8のである。

3.3 粘弾性の線形応答理論

(σ(t) ) =主主寸「 =b-β[(0"2)一 (σ)2]

一方、レオロジーではシア速度守を制御ノtラメータと考えるのが自然である。そこで Eq.(10)で部分

積分を行ってみると次式を得る。

榊トs10t的川川t')+ [b 仲 2州

弾性と粘性とは密接な関係にある。このことを確認するために、シア歪みに対する線形応答理論 [59]
についてまとめておこう。平衡状態を仮定すると、時刻 fにおけるシア歪み 6γ(t')と、それに対する応

答として時刻 t(>t')に生ずるシア応力は次のように関係していることが導かれる。

rt 
3_，_'θ(σ( t)σ(t') ) 6(σ(t)) = Mγ( t) -s I dt' ~ ¥ ~ ¥:;:， ¥ v /， 6γ(t') (10) 

jδt' 

ここで右辺の bはボルン項Eq.(9)である。また σはシア応力でその表式は Eq.(7)で与えられている。

特別な場合として静的な摂動向(t)=針。(t)を仮定し、時間無限大極限をとると前出のシアモジュラ

スについてのゆらぎの公式 Eq.(8)が再び得られる。

6(σ(t) ) 
寸す一 =b-β[(σ2 (t))一(σ(t)σ(0)) ] 、、，

E

，，，
F

1
1
4
 

1
i
 

〆，l
t
、、

(12) 

ここで t::;oでは γ(t)= 0を仮定した。前に述べたように液体ではシアモジュラスは線形応答の意味で

もOである。その場合、 Eq.(12)の右辺第2項は 0となる。特にシア速度今(t)が一定の場合

rC幻

λqLd(σ(t)) =η今 η=sI dァ(σ(T)σ(0)) (13) 
JQ 

となり、 Newton則と粘性率ηについての Green-Kubo公式 [60]が得られる。

以上の簡単なまとめから、弾性と粘性はともにシア応力の時間相関関数

G(t) =β(σ( t)σ(0) ) (14) 

に結びついていることがわかる。液体の線形粘弾性測定では針。)= 6， sin(ωt)のように交流でシア歪

みを与える実験が標準的に行われる。この場合の応答は

川)二人dt'G(t-t')守(t')哨 (t)G'仙 (15) 

と表せる。ここで c'(ω)、G"(ω)はそれぞれ貯蔵弾性率 (storagemodu1us)、損失弾性率 (lossmodu1us) 

と呼ばれる量で
白 roo

G(ω) =ω I dTG( T) sin(ωT) 
JQ 

のように G(T)のFourier変換によって表せる。

8降伏応力 σ宇(図 3b))や臨界電流は、「見かけ上」のものである。外から掛ける応力がσ平よりも小さくても、いわゆるク

リープ過程によって、結晶 [58]でも、超伝導体の磁束系 [26]でも流れてしまう。実際上、重要になるのはデボラ数 De=tc!ら
である。ここでしは応力の緩和時間、らは観測時間。(ちなみに、「デボラ数」の名前の由来は旧約聖書に記された「デボラ

の歌」である: I山々は、シナイにいます神、主の御前に イスラエルの神、主の御前に溶け去った。」士師記5章 5節)

G"(ω) =ω10
00 

dTG(T) CO (16) 

円
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4 クローン液体の方法:液体論とレプリ力法の融合

4.1 基本的なアイデイア

先に述べたよう lにこ 1980年代に Kirk均E中pa剖trick←-Thi吐iruma叫la羽i
ガラスとのアナロジ一に気がつき、 RFOT(Random First Order Theory)の構想を最初に打ち立てた。

次にこれが単なるアナロジーを越えて実質的な展開を始めたのは Monasson[61]、Franz-Parisi[62]らが

スピングラスなどランダム系の統計力学で用いられてきたレプリカ法を応用して complexity(構造エン

トロビー)を求めることができることに気がついたことによる。これはレプリカ理論そのものが深化す

る契機にもなった。これに Mezard-Parisiらが伝統的な液体論 [63]を合流させ、いわゆるクローン液体

の方法 [64-66]が発展した。これはモード結合理論 [9ぅ15]と同様、微視的なハミルトニアンから出発し

て、ガラスの物性を予測できるという意味で第一原理的な理論である。以下にその基本的なアイディア

を簡単に説明する。

全く同じ形のハミルトニアンに従う m個の系(レプリカ)α=1うえ・・・ぅm からなる複合系を考える。

あえて問題を広げて m という「ハンドル」を導入したことにより、実際に知りたい m=1の系の情報

を引き出す事ができる、というトリックを以下に説明する。

それぞれのレプリカに属する i(=1ぅ・ぺN)番目の粒子に注目し、それらの間の平均2乗距離(l/N)2:~l(ri一
昨?がある大きさ Aになるように拘束されているとし(図 14a))、その自由エネルギーを Gm(A)とす

る。このような仮想的な拘束系の自由エネルギー [62]をFranz-Parisiポテンシャルと呼ぶ。(具体的には

4.2節で概説する。)ポテンシヤル Gm(A)の極小状態、すなわち 0=δGm(A)/δAの解に注目する。もし

系が純粋に液体ならば A=∞の解しか存在しないであろう。しかしもし A<∞の解が存在するとすれ

ば、少なくとも準安定状態として固体相が存在して、レプリカ α=1ぅ2γ..がその準安定状態 (inherent

structure)の中に留まる事が出来ていることを意味する。物理的にはこれはケージ構造(図的が出来て

いる事を意味する。そこでこのパラメータ Aをケージサイズと呼ぶ。ここで注意したいのは、固体が何

らかの空間的周期構造を持つか(結晶、準結晶)、持たないか(ガラス)などを一切問題にしていないこ

とである。つまりケージサイズ AはEA秩序ノtラメータ qEAに似た、秩序ノtラメータになっている。

Franz-Parisiポテンシャルは平均場スピングラス模型でも計算することができる [62]0 ポテンシャル

Gm(A)の形は一般的に図 14b)のようになっていると考えられている。すなわち T<TKではガラス相

が安定相、 TK <T<丸でガラス相が準安定相として存在し、 Tc< Tでは液相のみが存在する。この

ポテンシャルの形は、結晶の融解の問題での Ginzburg-Landau自由エネルギー(が模型など)[48]、あ

るいは密度汎関数理論 [63，67]での自由エネルギーに酷似していて対応関係が示唆される [49]0TKは融

点 Trn、MCT転移温度 Tc は準安定な結晶が消えるスピノタマル温度丸に対応する。

ケージサイズ Aが有限、すなわち m 個のレプリカが「共通の」準安定状態の中に留まっている状況を

考える。これをクローン系と呼ぶことにしよう。クローン系の自由エネルギーは形式的に

-smFm(T)三 lnZm(T) Zm(T)三 LeβmJ"， (T)= I dfe-N(州 ~(f，T)) (17) 
αv  

α) b) Tz丸 c) d) 

lJ| 記(/)

⑬ G(A)::/x /T = TK 

r¥:'1 
fτ4e-0例2 × "t-.  f 

V.fi 0 0・2 0.4 0.6 0.8 1 0 F ('7'向、 o TT.r T~ T 

Ao/A 

図 14: クローン液体法の概念図:a)クローン系におけるケージ構造 b)肝 anz-Parisiポテンシヤル×印をつ
けた極小はガラス相の解を表わす。 Ao/A= 0で、の極小は液相の解を表わす。 c)クローン系と構造エントロビー
(complexity) d)クローン系の相図。 m=1ぅTK< T < Tcの区間の点線は準安定なガラス相を示している。

つ臼
ウ
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と表せる。ここで~(fヲ T) は Eq. (3)で定義した complexityである。分配関数 Zm(T)の積分表示におけ

るf積分を鞍点法によって評価することを考える。これは図解すると図 14c)のようになる。鞍点の場

所 fsp(T，m) は complexity の微係数 d~ (fぅ T)/df が ßm に等しいところに他ならない。

ここで m はもともと自然数のパラメータとして導入されたが、これを実数に解析接続できるとする。

これを認めると、温度Tを固定したまま mを変えることによって鞍点の位置 fsp(Tぅm)を自由に変える

事ができるようになる。鞍点での complexityの値が次式で与えられることは直ぐにわかる。

qβF〓
~(f.叩(Tぅ m) ぅ T) = sm"Jポ (18) 

つまり、 m をパラメータとして変化させて complexity~ (fぅ T) の関数形を「スキャン」できるのである。
温度Tを固定し、 m を変化させるときの鞍点の動きを詳しく見てみよう。まずーっわかる事は、温度

T がどんなに低くても (TK 以下でも)、 m を十分小さくとれば、鞍点 fsp を右の方にずらして ~(fsp ， T) 
の値が有限になるようにできる、ということである。ここで注目すべきことは、温度Tが非常に低くて

も、このときクローン系の状態は「液体J (~> 0)であるということである。次に、そこから m を増加

させて行くと、鞍点は今度は左にずれてゆき、あるしきい値 m*(T) で ~U恥 T) = 0になる。 9後はこ

れ以上 m を増加させても鞍点の位置は変わらず、 したがって自由エネルギー Fm(T)も変化しない。こ

のことは、仮にもし m*(T)< 1であっても「液体」側 m :; m*(T)の計算だけで実際に求めたい m ニ 1

の系の自由エネルギー F1(T)が計算できることを意味する。

H(T) = F~*(T)(T) 、l
，ノ

Q
d
 

1
4
ム

ノ
'a『
h

、、

以上をまとめると、クローン系の自由エネルギー Fm(T)を何らかの方法で計算できればそれに基づいて

complexity ~(f， T)を求めることができ、さらに m*(T)、したがって H(T)をT→ Oまで計算できる、

ということである。図 14d)は期待される相図の形を示している。 Kauzman転移がTKで起こるとする

と、 m*(TK)= 1で、 m*(T)は温度Tの低下とともに減少し、 m*(O)= 0となっているはずである。

4.2 ケージ展開

ここでは具体的なクローン液体の方法の 1っとして、ケージ展開と呼ばれる低温展開によるアプロー

チを紹介する。個々のレプリカのハミルトニアンが Eq.(4)で与えられるような系をもとに、クローン

系を考えたい。そのために、まず、人工的な引力相互作用をレプリカ聞に導入しよう。 m レプリカ系の

分配関数は次の様に表せる。

1 ~ N m -1d~α 

Z 二二叶HHVeβHrn 

(JI.iリ jz=lα=1 "th r
 

m

乞
ゆ

N

乞
凶

1
一知

十り芝
川

m

玄凶
日
山 (20) 

である。第2式の右辺第2項が引力相互作用 (α>0)である。引力相互作用によってクラスターを作ら

せるので次のような座標系を導入するのが便利である。クラスターの重心座標を Riとし、そこからの

ずれを u?とすれば各粒子の座標は

rf = Ri + uf. (21) 

と表せる。したがって、分配関数における各粒子の座標に関する空間積分は Jrrt:l rrニldTf---=
J rrt:1 dd Ri rr:=l dduimddd (~:=1 ui)・・・と表せる。クラスターの重心からの変位 ufが小さいとする

9レプリカ法は当初、スピングラスなどランダム系において、自由エネルギーのランダム平均をとるための便法として導入

された。ランダム平均した後、 η個のレプリカが互いに相互作用する有効ハミルトニアンが得られる。この有効ハミルトニア

ンがもっレプリカの置換対称性 (permutationsymmetry)がいわゆるレプリカ対称性である。 lstepRSB(replica symmetry 
breaking)解は、このレプリカ対称性を 1段階破ったものである。すなわち、 η 個のレプリカをそれぞれ m 個のレプリカか

らなる η1m個のグループに分割し、レプリカ(置換)対称性がそれぞれのグルーフ。内にのみ残っている、というものである。

この際、パラメータ m についてレプリカ系の自由エネルギーの変分条件が課されるが、その物理的意味は明らかで、なかった。

Monasson はこれが ~=o を意味していることに気付き [61] の中で指摘している。

つり
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と、分配関数を次のように展開できる。

Nd 

， I (27rCt/入LP-1dNf N ddRt m 

m 制 mm m j Hxr H仇 fP( {Ui}) II 
t=1 L11α=1 tく3

| θυ(γ)[α グ δ2V(γ)[ (.，a .，a¥ (.，a .，a¥ 仰卜βmv向島)-βEJ371 (Ut一句)μ+EEJFす (uf-uj)μ(uf -uj)ν+"'1 
Lα，μ f-t Ir=Rij α，μぅV ¥../1 tVI  V Iγ=~ J 

ここで μ、νは変位ベクトルの民UぅZ成分を表す添字である。また
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(22) 

を導入した。これはクラスター内の変位u?の分布関数と見なせる。この分布関数による期待値を(.. • )cage == 
J TI~l TI~l ddUi P(Uia) ...と表すことにする。重要な性質は、重心が固定されていることからクラス

ター内の変位に非自明な相関が生じて

( (ぐ)μ (u~)川 (23) 

となることである。一方、重心座標に注目すると、有効温度 T*= T/mにある系のように見なせる

ことがわかる。そこでそのカノニカル分布についての期待値を次のように表すことにする: (.. .)* == 

f民 1内叫(一向乙<jv(Ri-Rj)).../ JTI~l内叫 (-βmL.i<j v(九 -Rj)) 

以上のことからクローン系の自由エネルギー -βmFm(ε)= lnZm(TぅE)は

α 
Fm(α) = F~(α) -(1 -m)コ乞(がり(九j))*+ O(α2) (24) 

i<j 

のように α で展開できる。ここで 0 次の項である F~(α) は次のように与えられる。

一βF~(α) 二 log Z;;.(α) 

Nd 

0 /_¥  !(2πα/入2)m-1 dN 
Z~(α)=1l mrmαパ ZCM(T/m) (25) 

ここで ZCM(T)は重心の分配関数で次のように与えられる。

んM(T)=訂甘叶社向-Rj)] (26) 

次に、人工的に導入していた引力相互作用を切っても、有限の大きさのケージが残り得るのかを見た

い。ケージサイズ Aは次の様に定義する。

(m-1)1N  m20(smFm(α)) 
NdA三 zZZ((rf-d))=

11¥-t -tl / 8(1/α) (27) 

ここでルジャンドル変換によって自由エネルギー Gm(A)を導入し、その極小値を求める。

m(m-1) )¥T _，A r. 8Gm(A) I smGm(A) = smFm(α) _ '<V\"~ ~I Nd:':" 0二一一一一 (28)
2 α δA IA=A目 t(T，m)

Gm(A)が極値をとるところで、引力相互作用は切れている 1/α 二一2/( m -1) (1/ N d)βθGm(A)/θA=O 
ことに注意する。以上によってケージサイズAについて展開したクローン系の自由エネルギーが求まり、

その極値を求めると、

d L._/___¥ ， d(1-m)L__(27rA凶¥ 1 
sF(Tぅm，Aext)二-2~ log(m) +ヲ友一阿hτ)-百万logZCM(T/m) + O(A~xt) (29) 
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となりケージサイズは
d 

A倒 (Tぅm) ..n 1 ____ I ......，~ /TO TO ¥¥ (30) 
2s合l:iくj(マ2v(Ri-Rj))* 

と求められる。またケージ内のゆらぎ ufの分布関数Eq.(22)を特徴づけるパラメータ αは

α=2mA倒 (Tぅm) (31) 

で与えられることがわかる。最後に、クローン系の自由エネルギー Fm(Tぅm)= Fm(TぅmぅAmin(Tぅm))

から complexityL;を Eq.(18)を用いて求め、L;= 0となる m二問*(T)を求める。

実際の計算において、重心の分配関数 ZCM(T) Eq. (26)の評価が必要である。これには例えば、 Hyper

Netted Chain (HNC)近似など、液体論 [63]で知られているものを用いる。同様に、 Eq.(30)での(一.)* 

などの評価には液体の 2体分布関数g(R)が必要になるが、これらも HNC近似などで求められる。

以上のようにクローン液体の方法 [64ぅ66]では、ガラスをある種のアインシュタイン模型によって表

現している。つまり、ケージサイズAが、粒子の平衡位置のまわりの振動のスケールを表していて、そ

れを決める理論になっている。この思想は、 Ramakrishnan-Yussouff[67]にはじまる液体ー結晶転移につ

いての密度汎関数理論のそれに良く似ている。これを「ガラスの有効デノTイ模型」にアップグレードす

る、というのが次章の目標である。

5 アモルファス固体の剛性ークローン液体の方法による理論計算

5.1 クローン系のシア応答

ここではクローン系の静的なシア応答を解析することによって、 (i)準安定状態内での応答:(s緩和

に対応。ケージ構造は壊さず、ケージ内での変位による応答)(ii)異なる準安定状態の聞をまたぐ応答:

(α緩和に対応、ケージ構造が組み替えられる応答)、の情報が得られることを説明する [20]0後者は、あ

る意味で「塑性」を表わしている。

クローン系で、各レプリカにそれぞれ異なるシア歪み ia (α=1ぅ2ぅ・・ぺ m)をかけることができると

してみよう。クローン系の自由エネルギー Eq.(17) 

-smFm(T)三 lnZm(T) Zm(T)三 Le♂こ1J，白 (T川) (32) 
Q 

をシア歪みで形式的に展開すると

~， N 
mFm(γ)二 mん (0)+NE附 α+EZ1川 γb+ O(γ3) 

μαb三 (b)15αb一 β[(σ。σb)-(σα) (σb) ] 

のようになる。剛性率行列 μαbはレプリカに関する添字を 2つ持っているが

μαb = [1，15α，b+長

(33) 

(34) 

(35) 

のような形にまとめられる。ここで

α 
長二 -Ns[~(");，~α 一(午(σ)αPαrl (36) [1， = (b) -Nβ乞[(σ2)α(σ);]九

である。ここでPα 三 e-mβ(Nf白ーん(0))は準安定状態 αの温度T/mでの重み、(.• .)α は準安定状態 αの

中での熱揺らぎに関する熱平均である。また、(.• .)は、準安定状態内の熱ゆらぎと異なる準安定状態聞

を遷移する熱揺らぎの両方に関する熱平均(...)=乞αPα(.. .)α である。

兵は、ボルン項と、準安定状態内でのストレスの熱揺らぎを反映する修正項とからなる。したがって

これは準安定状態としてのガラス状態の一つに系が落ち込んでいるとき、すなわち構造緩和がおこる前、

9緩和の時間スケールで、観測される実効的な剛性率であるプラトーモジュラスと解釈できる。図 15に

模式的に示すように、自由エネルギーをシア歪み γの関数として描いたとき、系がある準安定状態に留

まっている限り、微小な γの変化に対しては自由エネルギーは放物型になっているはずで、、その曲率が

プラトーモジュラス品である。またそのとき、シア応力 σはγに対して傾き兵で線形に増大する。
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一方、戸は異なる準安定状態聞を選移する熱揺らぎによるストレスの揺

らぎによる剛性率のさらなる低下を表わしていて、負の量である。その意 れ

味を理解するために Kauzman温度以下の低温 T<TKについて考えてみよ F作γ‘

う。そこでは前述のようにボルツマン重みの凝集が起こり、図 15にあるよ

うに、 γ軸上のいたるところで一つの準安定状態が系の自由エネルギーを

支配していて、実効的な剛性率としてプラトーモジュラス Aが観測される

はずである。しかし、低励起状態としての他の準安定状態も同時に存在し

ていて、それらが歪み γを変化させてゆくとレベル交差を起こす。このと

き、剛性率は局所的に負になるがそれが長に相当する。すなわちこれはあ

る種の塑性変形、完全に静的、理想化された降伏現象を表わしている。同

様の「静的な間欠性」が見られる例として、 lstepRSBを示すスピングラス

平均場模型での磁化過程がある [68]0

シア歪み γ軸に沿って平均化した剛性率というものを考えると、それは

必ず 0になる。つまりこの意味で平均化された剛性率は、熱力学と整合し

たものになる。これに対応するものは、全ての揺らぎについて平均化した剛性率

講義ノート
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図 15: シア歪みとシア応
力、自由エネルギーランド
スケープの模式図。平均場
理論の範囲では、レベル交
差の間隔は1/0のように
スケールする。 [20う68]

(37) 

に対応すると考えられる。岡山室率行列 μゅの定義Eq.(34)からこれは温度 Tjmにある単一系の剛性率に

他ならないが、我々が用いるクローン液体の方法ではこれは単に「液体の剛性率」である。したがって、

2二μαb=O
b=l 

が和則 (sumrule)として要請される。 したがって「降伏点で、の岡肘生率」品は

1 
μ=一一μ-

m 

(38) 

(39) 

と表せる。ここに現われるパラメータ m = m*(T)は、低温でほぼ m*(T)r--.J TjTKのように振る舞うの

で、絶対零度極限 T→ Oで品は負に発散する。これはレベル交差(静的な降伏)する点において、温度

による「ぼけ」がなくなり、 F(γ)がそこでカスプ的な特異性を持つ事を意味する。

5.2 剛性率のケージ展開

最後に剛性率をケージ展開によって求める計算 [20]を紹介する。クローン系のシア応答における剛性

率行列 μゅについて、定義式 Eq.(34)右辺についてケージ展開によって μω=心)+dA十 O(A2)

と表わし、展開係数必)ι)ぅ を具体的に計算する。計算の詳細は省くが、方針は次の通りである。 (i)

Eq. (34)の右辺にあるシア応力 σ、ボルン項 bをそれぞれの微視的な表式 Eq.(7)、Eq.(9)で表わす。 (ii)

各レプリカに属する粒子の位置座標を、 Eq.(21)にあるようにクラスターの重心座標 Riとクラスター

内の変位ufで表示し直す (iii)クラスター内の変位u?についての熱平均を Eq.(23)、Eq.(31)を用いて

評価する。 (iv)和則 Eq.(38)およびこれを体積で微分したものを恒等式として用い、結果を整理する。

ケージ展開の 1次までの結果をまとめると次のようになる。

ここで J1，J2，hは非アフィン変形を表わし、次のように与えられる。

J1 = 2竺もう~ß¥ (3め 己主乞(マσ)ij (41) 
mlV  ~、'* -

j(戸)

A 1電---..， / ._，，_， ¥ 
J2ニー2-7U〉;((VZb)tj入 (42) 

VJ  

h 二 2~;rL玄グ(bij(マ2V)山一 (bij!*((マ2V)kl)*(必)
.. v _.  i<j k<l 

)1 

il = (b)* -m* J1 + (J2 + h)(l -m*) 

4戸一一一一目目的-ー一+

ゾ五

図 16:ケージ内の熱ゆらぎとシ
ア応力のゆらぎ
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特に注目されるのは Eq.(41)で定義され J1で、これは図 16で示すようにケージ内の粒子の揺らぎに

よって、その周りに起こるシア応力の揺らぎの効果を表わしている。粒子tがケージ内でゆらぐことに

よって、その周囲にいる粒子j1から受けるシア応力引]1 と、粒子j2から受けるシア応力 σ仰とに、互

いに相関をもったゆらぎが生じるのである。あるいは、「応答」の観点から見ると、ケージそのものは壊

さずに、粒子がケージ内で変位することによって解放される応力を表わしている。 Eq.(41)で定義され

た ~t は、 AQS による T=O での解析 [55] によれば、空間的に強く乱れたランダム場である。 Kauzman
温度TK 以上では、 m*二 1となり、プラトーモジュラスの表式は Aニ (b)-J1という簡明な形になる。

具体的に 2成分ソフトコアポテンシャル系 [69]で剛性率を計算した例 [20]を図 17に示す。 J1の評価

で必要な粒子の配位の 3体相関関数については、これを (HNC近似で求めた)2体相関関数g(γ)の積で表

わす Kirkwood近似を用いた。また 2体相関関数g(γ)、m*(T)ぅケージサイズA(T)などの計算では [65]

と同様に HNC近似を用いた。検証のために行ったモンテカルロ (MC)シミュレーションによる剛性率の

直接測定の結果は理論計算の結果に近い。 Barratらによって行われた MDシミュレーションの結果 [70]

も誤差の範囲で一致している。この方法の妥当性は今後さらに検証が必要である。

ボルン項 bとプラトーモジュラス兵の差は著しく、応力の揺らぎの効果、特に上記の J1の寄与が大き

い。またプラトーモジュラス兵は強く温度に依存して連続的に減少し、丸付近でほぼOになることがわ

かる。詳しく見ると、ランダム場 3i(Eq.(41))の強度の強い温度依存性がその主要因になっている。 興

味深いことにこのZ直上まで、ケージサイズ Aは非常に小さい。したがってZ直上までケージ展開は

破綻していないと考えられる。 れでケージサイズは不連続に変化すると期待されるが、残念ながらこの

計算精度では直接確認できない。これを見るにはより高次のケージ展開が必要である [66]0

Tcで秩序ノtラメータが不連続に変化する一方、剛性率

が連続的に変化するということは、ジャミング転移の場合

(図 11)に非常に良く似ている。また、前述のように過熱

(superheating)した準安定な固体のスピノダル温度で、も

同様の現象が見られる [46ぅ47]。後者については Born[72] 

が可能性として指摘していたものである。このように結

晶のスピノダル点で、の融解、ガラス・ジャミング転移で

類似した現象が見られることは興味深い。

6 まとめと今後の展望
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アモルファス固体における剛性発生(消失)のメカニズ

ムが直感的に一番わかりやすいのは摩擦のない理想的な

場合のジャミング転移である。ジャミング転移の臨界点

において平均接触点数 zが臨界値 Zc= 2dになっている

ということは系がぎりぎりの力学的安定性を持っている

(isostatic)にあることを意味している。その結果、デ、パ

イ模型における平面波とは全く異なるソフトモードが見

られる [73]0 これがシア歪みを与えたときの緩和(非ア

フィン変形)を担い、剛性率を z→ zfで連続的に 0する

メカニズムになっている [29]0(図 11)

過冷却液体でガラス化する場合の剛性の発生は、ジャミングほどクリアでなくなる o Tcは平均場模型

でのみ、真の動的転移点、スピノダル点になっていて、現実の系ではクロスオーバー温度にすぎない。

しかし、その付近から始まる弾性および塑性が、過冷却液体の緩和ダイナミックスにおける動的不均一

性 [74-76ト非線形レオロジーで、のシアバンド構造 [55ぅ77ぅ78]などに現れていると考えられる。こうし

た現象について、前節で紹介したアプローチを含め、粒子レベルからの研究が進展すると期待される。

最後に、共同研究者のMarcMezard教授 (Univ.Paris Sud.ヲOrsay)、能川知昭博士(東大工)、 Bongsoo

Kim教授 (ChangwonUniv・ぅ Changwon)、岩田真実博士(名古屋大)、川村研究室(阪大)の皆さん、サ

プゼミの世話人をして下さっている尾津岬氏(筑波大)に心より感謝申し上げます。

円
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ウ

i

図 17:2成分 soft-potential系で、の剛性率:実
線は理論計算値 [20](ボルン項 bとプラトーモ
ジ、ユラス兵)。記号は MCシミュレーションによ
る剛性率の直接測定の結果。クローン液体法に
よる計算 [65]から TK = 0.14と見積もられて
いる。また MDシミュレーションによるダイナ
ミックスの解析から MCT転移点は Tc= 0.22 
と見積もられている [71]0
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