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1 Introduction

! One of the Poisson’s themes is the reducibility of sum into integral, namely, how to calculate the microscopically
descriptive function of attraction and repulsion for formulation of fluid equations. In 1819, Poisson discusses
the so-called ’Poisson equations’ in Mémoire sur Uintégration de quelques équations linéaires aux différences
partielles. et particuliérement de 'équation générale du mouvement des fluides élastiques [14], and saying :

A défaut de méthodes générales, dont nous manquerons peut-étre encore long-temps, il m'a
semblé que ce qu’il y avait de mieux  faire, c’état de chercher a intégrer isolément les équations aux
différences partiellles les plus importantes par la nature des questions de mécanique et de physique
qui y conduisent. C’est la ’objet que je me suis proposé dans ce nouveau mémoire. [14, p.123]

MBI FANBL BB LIEL HRAEVRL, RAREBEROLONH-T, b, THIIMEHIHK
RBTH0IL, REIFBAX LM L HECHBROERICL > TRLVEERLOR BT ETHo7mL I8 R D,
IANIDOHFLVRITEROESIMEL YV Eo BN TH S (14, p.123]

He considers that it is the best to integrate separately particular solutions of partial differential equations (
PDE ), according to the individual nature of the problems. Poisson [14] explains his principle of transforming
separately the sum of particular solutions into integration as the solving method of PDE :

o= ZAe(tp+gx+hy+~~-) + Z AeltP+oz+hy+-) o (1)

= p= /e(tp+91+hy+~-)f(g’ h, - )dg dh---+ /e(tp’+gz+hy+~~)f'(g, h,---)dg dh---+--- (2)

Les limits de ces intégrales resteron indéterminées; en sorte qu’elles ne son pas des intégrales
définies. La substitution de la charactéristique 3, n’a pas changé de nature, la valeur de ¢ : cette
dérniére expression est toujours une série d’exponentiellés multipliées par des coéfficients arbitrairea,
dont chaque terme satisfait isolément & 'équation aux différences partielles proposées: et les fonctions
f. f'. ---. étant arbitraires, et pourvant étre discontinues, ces deux expressions (1) et (2) sont
équivaléntes 'une & l'autre. {14, pp.172]

TREY OBEBIIIERMIC, o DEZEZTVARND: 2ED, KEOR (2) BEIZEEDEHOHMS
HHEHORE T, FERBHEN-RESFEXZEMCHE LTS B [, f - MEET, LrbRESR
IZRVBBHOIZ, ThALDOZ2DORA(1) &£ (2 REVICEMTHS,)  [14, p.172]

Since these earlier papers of these sort of issues, he discusses ([15, 16, 17]) with Navier ([11, 12, 13]). and
introduces [22], in which he developes his new ideas of these problems between the integral and sum in the
additional note, (§7, “Notes et Additions” [22, pp.264-300]) immediately after issuing his main theories of fluid
{20, 21].

This note may be one of the last descriptions on these issues. We couldn’t follow Navier’s comments whether
Navier gave his opinion against it or not. We think this is the last counterargument by Poisson to Navier.
We introduce these scientific disputes between Poisson and Navier, and other book reviewers. We show below
our translation of the French narrations in Japanese, and of our own in English. In the all citations below of
original, fr,or, Fr,etc. mean the function of distance : r, viz. f(r), o(r), F(r), etc., sic respectively, except for
rRin Y rR. 2

2 Circular argument asserting consistency between physical theory
and mathematical principle

Poisson [15, 18, 20, 21] expresses two elastic constants of molecular forces defined in the sphare of an arbitary
molecular activity of M with sum as follows :

3 5d.lfr ‘
-2—7r-zr—fr§K, I rdafr_ 3)
3 a® 15 ab dr
112/21/2011. To establish a time line of these contributor, we list for easy reference the year of their birth and death: Euler(1707-
1783), d’Alembert(1717-1783), Lagrange(1736-1813), Laplace(1749-1827), Fourier(1768-1830), Gauss(1777-1855), Navier(1785-
1836), Poisson(1781-1840), Cauchy(1789-1857), Stokes(1819-1903).
2If over one parameter, they express it as f(r,---).
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These endless disputes started with Navier’s reply [11] to Poisson’s critical descriptions [15, 18] about Navier’s
calculus by integral, which we can summarize as 'Circular argument asserting consistency between physical
theory and mathematical principle’ in ( Fig.1 ). J.M.C.D., a book reviwer, 3 speaks for Poisson, summarising
the issues of our problem :
Poisson 7% Navier DR HIEET BILIIZ>OBEAH D, B (sum) IENC L 5 +HERRTLE
ERADELFBHRARZNI L, 25 LEMBOTRRTRPEE L TLWEDBRREDD T, EEDT
PORFREBHNELRIZAZD LV IRBEEZIANLARZNI &, THD, (J27)!

J.M.C.D. points out the theory of continuum from the viewpoint of scientific history :

* HIPBEBBV LD THNEE ThHIL, THEBRTIMODORBICHT 5 HI3E 1Tk e 2358
CTWEEDRETRFEELRY, Re B ZONBEETT2E2ROZEIC LA, £7-. SFEE
BEZDLTHERLL I ETHELOELEDR, B, b L. ZOHRESTETROIE. Wi
DPERRBOPTEAEY R LT, HFRERTALIOEMAL LB TLRE., Ebif. Wik
BELOHGBIEL TOTHALOERIZ L LAVESE LB L HI2A B, b 1o b~
Fiina, (J42)

o Navier 75 1821 FIZ 3 FOEENICEHE LESE L L THEERATEZHE LTV -0 LR L HE
X% Poisson LOPA TV EEREREBREALL ), Z0O8F0T 7 s 2 EBT3FEIT Laplace
Bitx ERMERSOBHKLMHT 2 DIZ - TV 07, Navier T FDHTEEEOBRIZZOF
EEBATIDOUGRERZELHEBEDE,  LirL, £TOEELEREDSFHHAE LTV,
% LT, Poisson BEHBIZBNTYHROER EOBE L —E L&, (I5-1)

o fTETHII, EMEDRRIIRENIZILFAERTHEH, BEDOFTEIRE LB S L,
Laplace DEIRIZFEEN LT ORT L-BEHLEBOETHIONE., HFESHICONTOC
DERIZ, REOKHBBIZHB T, Bh, BUEABRICBL TR ST SR =2 T O
DIRBEZIRD RS DITE D 2V AR -T2, (I5-2)

Another book reviewer, Cournot [4] introduces Navier [9]'s physical theory and mathematical principle as
the ‘consumption’® in his conclusion : [(Navier ®) Z OISBIZRIEV 2, ST 5750 DB DML e RE 57
LTWBE, H29BNEROMER, HFBOKBICHE L CRRUOEHShELO® THMEDOTIRA
V27 #ER. Navier DFTBRIZIZA DD LT, (ThETo) BREED LHREDREE L (REF] L EE D) BRI
DVTORZLL T NEDN? Bxldd B L 5 RREEE MR 5 HICBRME L TIZA2 b2V, €T
BROHBIEBIFOLTOH 22 Z ORI O—H L BEDHT B Lo\, |

Ces applications montrent sans doute un grand talent pour manier I'analyse; mais peut-on
prononcer avec certitude sur la valeur d’une théorie physique et la vérité d’un principe aprés tant
d’approximations accumlées ? En un mot, la nouvelle théorie de M.Navier rendra-t-elle moins em-
pirique la science de la conduite et de la dépense des fluides? Nous ne présumerons pas assez de nous
pour résoudre une semblable question. et nous ne pouvons que recommander la lecture de mémoire
& tous ceux que ce genre d'applications intéresse. A.C. [4. pp.13-14]

We start with citing Poisson’s explanation of result using sum instead of integral from (3) as follows :

 § 14. Cette équation donne lieu de faire une remarque importante ; c’est que les sommes >
du no.6, que représentent les lettres K et k, ne peuvent étre changées en des intégrales, quoique
la variable r croisse dans chacune d’elles par de trés-petites différences égales a a ; car si cette
transformation était possible, k serait zéro en méme temps que K ; d’o il résulterait qu’aprés le
changement de forme du corps, les forces P, Q, R, seraient nulles comme auparavant, et que des
forces données qui agiraient sur le corps ne pourraient se faire équilibre, ce qui est inadmissible.
Pour faire voir que k s’évanouirait au méme temps que K, observons qu’on aurait

2 [ o3 21 [ 5 1
== — . =— —d.= 4
K 3/, Cysf'rd1r, k 15/0 of 7‘f'r, 4)

en multipliant sous les signes 3" par ‘i—f, et remplagant ces signes par ceux de l'intégration.
Or, si 'on intégre par partie, et si l’'on fait attention que fr est nulle aux deux limites, il en
résultera

oo .3
27 r~ _ (5)

ce qui montre que la quantité K étant nulle, on aurait aussi k& = 0. [15, pp.398-399, §14]

3We haven’t identified this person in BSM(11) until now. The authors use usually the anonym in BSM. As the same example.
Cournot [4] issues the book review on Navier [9] over the signature of A.C. in the same BSM(10).

“We put the paragraph number of each disputers. This “J27” is the 27-th paragraph by J.M.C.D.[6]. By the same way, we mean
A:Arago [1], N:Navier [13], Note: Poisson[22]. In bellow, we call this note The Note.

5We mean the 'consumption’ of time or all sort of resouces including intellectual activities, etc.
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e § 16. Je substitute, en outre, dans les équations (3)p- a la place de P, Q, etc., leurs valeurs,
et je suppose le corps homogeéne: en observant que K = 0, il vient

d2u 2({d% | 2 d% 2d%w , 1d%u 4 1 —
X-GF ta (Fz tsfEt e tsap t3gr) =9
. _d% ofd?v 4 2.d%u | 2d%w | 1d%  1d%v) _
(6)P' Y dt? +a (dy2 + 3 dzdy + 3 dzdy + 3dz? + 3dz2 )~ 0, (6)
2w of d?w | 2.d%u | 2.d% 4 1d%w | 1d%w
Z_?F+G(EF+3hﬁ+3@M+3Eﬁ+3 ) =0,

a? étant un coefficient, égal a %,ﬁ. Ces équations ont la méme forme que celles qui ont été
données par M.Navier®, et qu’il a obtenues en partant de ’hypothése que les molécules du corps,
apres son changement de forme, s’attirent proportionnellement aux accroissements de leurs distances
mutuelles; et en admettant, de plus, que les résultantes de ces forces peuvent s’exprimer par des
intégrales, ce qui rendrait nul le coefficient a2, ainsi qu’on I'a vu plus haut. Les équations relatives &
la surface. formées de la méme maniére, se trouvent aussi dans le Mémoire de M.Navier. {15, pp.403-

4, §16]

Fig.1. Circular argument asserting consistency between physical theory and mathematical principle

Poisson ( including by J.M.C.D.)

ZOHERYTRTROITRK o BEBIZRD, of.(6)
IONEMHTRERVEIERAL TV

g

TIarERBLIERFII >0 TS IR
OBRITRT Y RERES TRT Z L IHR2.
ZNIRTORFOT 2 v a 2R TEBOBEOER %
RETEILOTHY, EuTRFRTS.

g

Poisson (I FIZ 2 2OHFAMAERTHARREOPTH
MeEnDTrsa 2273 LRET D,
ZLT, ZOREBLETELTILDIT,
BITEG . T r3f(r) =0 WV,
LipL, ZO&KFRRSERSEEDRVDT

T rd[Lf(r)] = 0 Lz oFITHE S,
&L Poisson D6 ILHB LRV, (J26)
Z#  [r3f(r)dr =0 &, FRXOZHDLLARIC
HTRDEROLBHEELRBR ST TV D, (J27)

3

Navier HE LB LFBREH L, ZHAZWMD TR0

Navier ¥ ¢« 7, Navier IZTFE L TV 555,
S a? & Navier D ¢ iR L7, (cf. Table 1, no.1,4)

o Z5%NIE, Navier ¥ 5 LEbBRRTHHERNETD
BEFRCHEAER:-T 73 VELT, DEOER L
BRI EIENHEINEZZ LORVDE, (A3)

o #% B, Navier ODFBRITIFADD LT, EBBRERNLFEED
EROERRICOVTOREIZLDN? (Cournot(4])

Navier

BEOBRFETECHBINTV S, BIb, P H
BEEaTHDr, 2. ARIEToTRVLR b0
ZL3laTiz¥aThsd, (N9

b3

Z# 507 (attraction & repulsion) OEHEEST
RTENHKD,

i

Poisson B3 F DT 7 v 3 DRSS E R TR (sum) »
METHOBLONLDV E VI BEEVIRD Z L ORIT
THL, BAWFTEDE, f(r) TRBBETERTHD

FEETII, k=-K &725) ¥,

£, (L rif(r) SABETEa L THIE) EHDR

KIZrif(r) =0 KRS THIBEL LTERIZR5EE

SHANRTRERLZVEBIRVRATH S,

BI% f(r) & LTHRAUKRIEROFISFET HH,

IO, TORRBRILZL 25ETHD, (N23)
¢

FLOEY ¢ & Poisson DM a2 L IR L DO TIIARL,

o HORITZ ORHLBE (Navier DX THEED B4 72
FETE LEF) % TH 5, (Cauchy(3])

o LS BRAFESHEDOBE T Navier KBTS
.04 % Poisson 740572 b DITIAVY, (Stokes(23])

Our issue is about (4) of the elastic body, which paper is previous to the fluid. (cf. In Table 1, the entry no. 1,3
and 4 discuss elastic body.) Poisson says his consistency between physics and mathematics on the expression

(4) and (6) :

3 LT. FhbO attraction LB L AR TOREDT 7 & a > LMERA SRRV BRIRE
CELNAMEORENOT T, HFE2SEL TV ARBMTIRIDFRASGEDOL TOEFT THRY
o TWAEEREEERIIRG2L, L, BOF-REZF IR ARNE. FLEREZRE-
T repulsive force 7% attractive force THN2 B¥ ZATICHAT 5, FTFORMHB - DOHFRANFE
LT AL DI ATARERDS, FLT, B f(r) BEITRRALTRVWEND, TNNLLD

8By Poisson’s footnote : Tome VII de ces Mémoires, which is Navier(8].
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PADOIE, WHAREBE VDI TERENELD, TORIEELFLBRETHREEERSB, iz No.b
TOBMIFK EkBFNTELENTVAD, NEBEPTELRARWES, 2212, THriz
o LERRICBD CTRAZERETRIBEAOZNDOFTTEKTS, LHsIch LI OEBRAETER 61X,
kiZK tRBIZE oL s, ZnbWEOERIZLDZHOESZ PQRIZIEF L THLLUREFELE
DL, MEICERTAMAOREZHTEEREL IR IVERVEVIBERBEL S, “hidZid
AN HLNRNET,

According to J.M.C.D., Poisson’s physical conception are as follows :

oPoisson 13RI 2 DD R FHRELERTERREDOPTMLLDT 7 a V2 BT B LBET
Do ELT, ZOREBEZWEELTHHIC, HITHRH: Z3f(r) =0 28/, LarL, ZofkH
IEAES ZEDRONOT Y rbdlf(r)] =0 L1326 PICHER, FTEIT Poisson O HIZTHEE L 72
VY, (J26)
o &M ¢ [rPf(rydr =0 &, FRADEE) L LAMICH TR EHOLEELRERSIT TS,
(327)

Navier explains null of molecular activity in his last paper [13] as follows :

o BIEEAKILED TN RBEBHC BN FOERE L LTHRB SN TV S, ThLDOSFITHEAR
ERT, 220K TH7 2 3, BIb attraction 725725 EH /1 & B0 FE TR 215 repulsion
EBERIET. H2HF M LECIHAEEDOHF M ORI, ZD2-50DFH (attraction &
repulsion) DETHD PBHFEL., WEROERKRETIIb—F 18T 73y ThHd PIIRF M 5
FHERETHLIP LYo HEICHBINS, WEOHEREESNET 73 PIRRRBE
DENERY, 2TOH 0 LHEICB HOBTEEREL 20, ZHICE > TRKROEERLEL
%, (N7-1)

e ENL20DES L T ISP ND N BHLELEEICBELTLIY, B0 ridblL, EMT
FETHERETHL. £T0H 7 OFTEEREL Y, FREOFENL, DEOERRET
BRETOH : PORPTEREREICRS, H 705 LTHREICHEEINZDT, EEREBIIER-
e CMEICERT AL ORI THET A EBPREERA D, (N7-2)

¢ IHRETNIE, ZZTEEBELT, 49— 20H 0 DMEBEO MM 255 2 50OMBEDHFD
HTHEDOEROBEIICL > TEREND EVIELRES, FLTINANID 15T 28EICE
RAT2H0E¢EEREIZTILOTHY. FRFNIC BUhEBEET D) BROEN 205 FRID
BERE MM 2 EZ-8ICHEI LT3, (N7-3)

o ZDJ IV IZEERE MM’ H#R 370 attraction (272 Y, BT 41T repulsion {2725, FhiZ,

RFONEEFEELESFECLLEELRNLD, 2L TABLTIELZEDL, @ENET
ETEIDPDGFIIR L TREDERICHED b0 L FHT. (NT-4)

Arago 3L, AL FLTWABEAERETHLE S, WECHRRKETIEZ F—FART 73
PRREo»MEICEEEND, ZOBMISMEITIIARV, N—FART 733 PRIOEDEZET
HRTDI0, HAVVIEZLIEDEER e, ZOBVWEHLTIRBELMICEEILAD ZFR—Z2EE
LbITH3, Bib, £2TOH  PHEF o, 23V AREeTRVBEALDELSIZTIEF o,
BIOBBEZEEROEFIIL TV, HEORBILIE<UEELAVW I ORI YW THRAT 5034
BTN THS, (N9)

o MBI DOVWTHATARZI LITR L TRYETIRRWVWEES, B, 7273 PHEB&h
DEEBILFIIEBRVEL, 7735 PlE « MEDERRATHEEL, o Br0HFIox
L TR OEMREOR TR TR RT3 a  IIOBSThsD r & FEREBIZRS, o fF@4
DEFITH LTI ORETERICEEREL 2S5 L+ 5, (N10-1)
IOXSIZRMETAZLIZL->TEHEIZH : PEHEIL, EROERPEICBETIENRTED,
(FEITD) H:r2BETHERRDHEOT, 1 7 FRORACL - T, B O FHERT 50
CREDRVMERF ST, N1 P EERIOLOTH Y, MARET BEBIHICHEMT 5. (N10-2)

FAD Arago ~DFHE (ACP,1829%E 1 AF 103 H) T o HEMRMBEEEXRELRZVDIZ, B
BOBRICEBLTHENTWRAZZE2RATSE, o Poisson DFNLEDBEVEFHBIZTIE., o F
H2EFR—% LT, BEOBRRETIHERD 2 204 FHD attraction & repulsion 2SFEEIZHET
BE, b, ZhooRFRITHEETAT7vay (I PLT3) BP¥uTHIE
ERTANT LB, AragolX 12 00RUSFRESFETHEAERTER LTWVT, BiEHR
HAPoDT I ERTBETRVICHALT, ZOERESILVIENDLI SV IERICRS
2] CHETLTWD, UESERICHOEZ THBFTE, (N11)

Aragoid THBEEIIAL < (Navier ®) ZDORBRICHERTHIES S, TR HKE REREHN
LIZH &N, I LELABBEOLTOAR, BRAERTT 7 Va3 VBRVWERROPR T, Hko
WREZBRBHEIHTRTLARY] TMEATNS, RREZOBCRBOBRICHHTE S LA
RIBHELROTORR, b LITESBS I OEEICE L Tho L BB L TR LW EE e 2 HITRAUT 2
IEITHASS TBRART2O09F M. M @ attraction iIEEBED MM’ 238 5 THNEADOEEIZ
£ % repulsion 2 X o CIERICHREINS Z ENFHTE S &, (N12)

At last, Navier may mend and correct his ideas of null which is attacked from all the physical disputer.



3 ”Notes and Additions” to [22]

3.1 Purposes of his new theory
Poisson criticises both Laplace and Gauss on the paper of capillary action.

e On a vu que je m’ecarte aussi de la Méchanique céleste, en ce qui concerne l'explication
des phénomeénes qui ont lien quand le liquide atteint I'extrémité supérieure du tube. La
démonstration que Laplace avait donnée de 'invariabilité de 'angles compris entre les no-
males & la surface du liquide et a celle du tube, menées par chaque point situé a une distance
insensible de leur commune intersection, n'a pas paru satisfaisante ;

e et M. Gauss en a donné une autre trés élégante, et qui ne laisse rien & désirer, lorsqu’on fait
abstraction de la variation de densité du liquide prés de sa surface et prés de celle du tube.

Poisson tells his selling point :

En eyant égard a cette variation, dont la loi est inconnu, j’ai démonstré la méme proposition,
dans le chapitre ITI,” d’une maniére qui, je crois, ne peut laisser aucun doute.

Poisson insists his new theory :

e La considération de cet angle i est également indispensable, lorsqu’on veut déterminer le
poids nécessaire pour détacher un disque solide de la surface d’un liquide, 'une des questions
les plus intéressantes des cette théorie, que 'on n’avait pas, ce me semble, considérée sous son
véritable point de vue.

o En effet, le disque et le liquide étant soulevés graduellement par un poids qui croit par pétites
parties, ce poides et la hanteur correspondantes du liquides sont, & chaque instant, des fonctions
de ’angle i qui représente 'inclination de la normale & la surface de I'aréte du disque sur un
plan horizontal ;

e c’est lorsque ces fonctions atteiguent leur mazimum par rapport a i, que le disque se détache
du liquide ;

o et il en résulte la condition d’aprés laquelle on détermine la grandeur du poids propre a opérer
la séparation du disque et du liquide.

194

3.2 Essential constitution of corps, and paticularly of fluid ; nature of the molec-

ular forces

Poisson explains two sorts of mutual action consisted of atrraction and molecular force, and moreover the latter

includes attraction and repulsion :

Toutes les parties de la matiére sont soumises & deux sortes d’actions mutuelles.

o L’une de ces forces est attractive, indépendante de la nature des corps ou de leurs molécules,
proportionnelle au produit des masses, et en raison inverse du carré des distances ; elle s’etend
indéfiniment dans I’espace, et produit la pesanteur universelle et tous les phénoménes qui sont
du ressort de la mécanique céleste.

o L’autre est en partie attractive et en partie répulsive ; elle dépend de la nature des molécules
et des leur quantité de calorique. On attribue la partie attractive & la matiére pondérable, et
la partie répulsive au calorique ; et, en effet, celle-ci change d’intensité, quoique le poids des
molécules n’ait pas changé.

o L’excés de I'une sur ’autre est ce qu’on appele proprement la force molé culaire.

o Elle tend & rapprocher ou & écarte les molécules, selon que action de la matiére pondérable
est plus grande ou moindre que I’action calorifique.

e Son intensité décroit trés rapidement quand la distance des molécules augmente, et devient
tout-a-fait insensible, des que cette distance a acquis une grandeur sensible.

Poisson explains attraction and repulsion :

Ainsi, tous les mouvenens que nous obserbons, nous devons les attribuer 4 des forces d’attraction
ou de répulsion, pour lequelles l’action est égale & la réaction, et qui varient avec les distances,
suivant une des deux lois précédentes. Les vibrations des corps élastiques et la communication du
mouvement, soit par le choc, soit par la pression, résultent de la force qui n’est sensible qu’a des
distances insensibles, c’est-a-dir de la moléculaire.

"Equation relative au contour de la surface capillaire. [22, pp.77-97)
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e Soient m et m’ les masses de deux molécules voisines, ¢ et ¢/ leurs quantités de calorique, M
et M’ leurs centres de gravité, et r la distance MM’

® et considérons I'action mutuelle de ces deux molécules.
® Supposons d’abord leurs dimmensions trés petites par rapport & l'intervalle qui les sépare.

® L’action dont il s’agit se réduira alors & une force unique. dirigée suivant la droit MM, et dont
Iintensité sera une fonction de r, que nous représenterons par R :

® en méme temps, leur répulsion mutuelle sera proportionelle au produit de ¢ et ¢, et leur
attraction au produit de m et m’.

e En considérant la force R comme positive ou comme négative, selon qu’elle tendra & augmenter
ou a diminer la distance r, sa valeur sera ’excés de la répulsion sur I’attraction ;

® et si l’'on suppose que 'attraction réciproque de la matiére pondérable et du calorique, qui retient
celui-ci dans chaque molécule, s’étend au-dehors, il faudra retrancher de cet excés I’attraction
du calorique attaché & m’ sur la matitre de m, et celle de la matiére de m’ sur le calorique
attaché & m, lesquelles forces seront proportionelles, la premigre au produit me’.

® De cette matiére, la valeur compléte de R sera
R=cdvy-mm'a—-md3~m'cs )

les coefficiens v, «, B, (3, étant des quantités positives.
o Le premier sera indépéndent de la nature de m et de celle de m/. le seconde dépendra de I’'une
et de 'autre, le triosiéme ne dépendra que de la nature de m, et le quatriéme de celle de m’.

Poisson reduces the last three terms of (7) to one term :

o En réunissante ces trois derniers termes en un seul, on pourra écrire la valeur de R sous la
forme :

R=Fr—-fr

» Chacune des deux fonctions Fr et fr n’aura que des positives ;

e et si l'on fait abstraction de 'attraction en raison inverse du carré des distances, qui n’aucune
influence sensible sur les phénoménes dépendans de la force moleculaire proprement dite, ces
valeurs décroitront trés rapidement et sans alternative, & mesure que la variable r augmentera,
et elles deviendront insensibles pour toute valeur sensible de r.

e Pour une certaine valeur de cette distance, on pourra avoir Fr = fret R=0:

le signe de R sera différent en-deca et audeld, soit que la répulsion Fr Pemporte d'abord sur
I'attraction fr, soit que le contraire ait lieu 4 I'égard de ces deux forces.
[22, pp.269-271]

4 Reducibility from sum into integral on a function made with at-
traction and/or repulsion

We discuss whether the sum is reducible into integral or not. Poisson points out this problem. We use the
expressions : @0 = (0), we = (<), 2 = p(2¢), --- below according to the then generally descriptive style.
Poisson expresses the sum of the function wz as follows :

Soit wx une fonction donnée de la variable z. Faisons croitre z par des différences constantes
dont la grateur sera représentée par €; supposons que p les valeurs de z s’etendent depuis z = ¢
jusqu’a T = oc ; et par p la somme des valeurs correspondantes de .

o0
p= Z Or = e + e + 3+ ple +- - .
x=tg, 1€EN
Here, using the integral of the function @, Poisson says. % fo°° prdr — %ch will become an approximate value
of sum of the function ¢z : 2 [° [Zf_’;l cos -2’—5”5} wzdz, which is espressed in (10). We think here is the point

of Poisson’s Note, then we cite from his original :
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L’intégrale fo yzxdz, divisée par ¢ et diminuée de 21,90, sera une valeur approachée de la somme
p: et l'on a vu, dans mon Mémoire sur Caleul numérique des Intégrales défines®, que la différence de
ces deux quantités peut s’exprimer par une autre intégrale définie, de sorte que I’on aura exactement

(8). [22, p.278]

We show the difference of integral from sum as following :

1 [ 1 2 = 2irz
= - rdl — — - xdx. 8
P E/; prdr 2900+E/0 Zcos ]cp.nd.L (8)
Here, % is necessary for adjustment of the series (10). We use a kuown result : 1+ -2-1; + 3% + 315 4= 3—’52-, then
1 11 1 &1 1 ” 1 =1 1
a=— =13 '=—Y) ==—, d'=— —=——, ---. 1€N
22;2 12’ 4§4 20’ 32#5;115 30240 '€
Here, we consider the following description :
1 o0
p= _/ gazd:r— 5‘/’ acy +a153¢/// a"€5<p’"”+ (9)
€ Jo

where by applying integration by parts to the second integral in (8), we get the series of terms having both even
power of ¢ and odd differential of @z. This means that according to Poisson :

Par le procédé de I’intégration par partie, on réduira la second intégrale contenue cette for-
mule, en une série ordonnée suivant les puissances paires de £, dont les coefficiens renfermeront les
différentielles impaires de ¢z, relatives aux deux values extrémes de x.

Namely, if mod (7,2) = 1. (i € N), for cos %’iﬂ' = 0, then the second integral in (8) is developed as follows :

2 [®re ‘)mz 2 2irx 7
: “ - s
€ /0 [ pe ]‘Pz 21773:2 sin ot € Jg 2mr
Zirz , 3 2 [, ¢ 2 2inz ,
= —_— - = —"zd
s[ 2inx Z cos <pr]o 5/0 (2i7r$) Zcos £ poxar
- 4 n 6 111 1
= a( (2,,.)2 Z z2 (271.)4 Z i (2.”)6 Z{' )

= —agp +d'e3p" —a"eSg"" +--- . (10)
where a, a’, a” are the same coefficients as (9). In the two limit value x = co and x = 0, it reserves only the
term at lower limit £ = 0 of the third terms in (9). Because

o this function ¢r and all the differential coefficients evaporate at z = oo

, 2., .
e, ¢, ¢, - are the values of yz, —d%”, d—df}, - .- which correspond to that at x = 0.

In this paper, Poisson asserted that in a singular case using integral, all the terms in (9) evaporate except for
top two terms. then we must use sum (8) as follows :

De plus, & quelque terme que ’on arréte la série (9), le reste qu’il y faudra ajouter pour avoir la
valeur exacte de p, sera exprimé par une intégrale définie, dont la valeur changera généralement d’un
terme & I'autre, et dont on pourra assigner des limites qui feront connaitre si la série est convergente.
Dans le Mémoire cité, j'ai examiné en détail le cas singulier ou le rest est constant, et ou les termes
de la série (9) s’evanouissent tous, excepté les deux premiers; ce qui oblige de recourir & I'équation
(8) pour calculer la valeuer de p.

Poisson asserted also that :

o En général, si 'on prend pour ¢z une fonction du genre de celles qui varient trés rapidment
et sont insensibles dés que la variable a aquis une grandeur sensible, les quantités :

pz, T82 o 2ddz ‘ 3‘23 .-- seront toutes du méme ordre de grandeur;
e pour que la série des prodmts :
@, €. 2", €3¢, .., et, & plus forte raison, la série (9), soient trés rapidment décroissantes,

il suffira donc que ¢ soit trés petite, eu égard & 'etendue des valeurs sensibles de yz;

8Tome VI des Nouveaur Mémoires de I’Académie des Sciences. sic.
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e et, dans cette hypothéese, la seconde integrale que contient la formule (8) sera toujours une
quantité extrémement petite,
— soit qu’elle se développe en série suivant les puissances de ¢,
— soit que ce développement n’ait pas heu a cause que toutes les quantitée ¢’. ", @ ,
sont égales & zero.

4.1 Reducible examples of sum transformable into integral

We suppose ¢.¢/,a,a’,- -+ are positive constants.
o pr=ce s =
by putting ¢ = o, then (9) becomes
1 1 =
P=c(-/§—§+aﬁ—a’63+a"ﬂ°—~- ) (11)

and supposing that 8 were an infinitesimal fraction, then

c 1 [

0

% fo°° zdz is the first term of (11), then sum equals to integral.

o yr= e T o (pz) = ( — %"5‘)(,—% = ¢ =0,
()’ = c[ - % + (— %;)2]6_72% =" = —~c(a25),
(p2)" = C[( - f;) ( - g) + (— i—ﬁ)s]e—f’i’ = ¢" =0,

Then, in general :
(n—2)
mod (n,2) =0, (n€N) ™ = c( - :f—)
mod (n.2) =1, (n€N) ™ =0

Thus. all the derivatives of odd times become (pr)’ = (pz)” = (pz)® = 0, we can’t get the developing series
of sum by second integral in (8), into the series of the power of €, however, ( Poisson descrived simply ) if we
put

" 2
/oo . _.2 cos 27,:.’1' = _a\/—6 (Zz:a)
0

Correctly. according to (8),

o . o . 9
/ e‘f;[Zcos 2mx}dw5 %aﬁe_(k‘e—q)
0 =1 €

then, by putting 22 = v, (8) becomes as following :

o/ 1 1 2ma, 2z 1 27ma, 4202 1 27a, _gizzay
= —_— —— € + PRy et & ——e
(S -3+ g a (e 45 (e (e )
= _C___ =7 _ 42 ~9v* _ .. 13
N ( 5~ VT +7eTY =T 4 e ) (13)
As 7 is a big number in the hypothesis of £ very small in comparison with «, this series will converge extremely,
all after the third terms are completely insensible. By the comparison of the first term with the second :

£( ﬁg— 1) >> 0, we can neglect the second term, then

p

—;— fooo wxdz is the first term of (13), then sum equals to integral.
Here, Poisson summerizes these two examples :

Ces deux examples suffisent pour montre que quand on supposose l'intervalle € des valeurs suc-
cussives de x extrément petit par rapport & l'étendue des valeurs sensibles des wz, la somme p se
transformera en une intégrale divisée par ¢, touts les fois que o ne sera composé que une d’un seul
terme, ou de plusieurs terms de méme sign; mais cela n’aura par toujours lieu, lorsque cette fonction
sera composée de deux parties, des contraires.
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4.2 Irreducible examples of sum intransformable into integral
Poisson puts the cases of the irreducible functions as followings :

o the ¢z is not composed of only one term

o the oz is composed of the plural terms having inverse signes

At first, we consider the first pair of px with term having inverse signes.

e s 1 [ ca o p
o pr=ce e« —ce = =>; tpzdrt:-E—— , p=c—cC
0

Because the value of gz were comparable and more than 1 j;” wrdz, (9) does not reduce into the first term.
Next, if @ evaporates with z, then

2
co?  do

£ 1 [
. ¢m=(ce‘a—de‘f7)z =>-E-/ <p:cd.=—;—— - =0 ¢ =c~¢
)

Poisson says : this sample function may be the third term of (9), viz., —aey’, which will become comparable or
superior to the first term, while the coefficients ¢ and ¢’ are almost in the ratio of the inverse squared of € and

o

X,
At last, we consider more complicated pair of px with term having inverse signes. We suppose b is a cofficient
capable of becoming greater than we expect.

€ _x £ _= 1> _ _
L4 pr-—b(a-_ea—;e °) ﬂg/(; goxdx—b(l—l)—O
The series (9) reduces to the second term, -;-tp.

OC
. ap:c:b:c((%e“}—ie"}') :ﬁ*%/ prdr=b1-1)=0
€ Jo

O‘I

The series (9) does not reduce, because all the terms are not comparable with the first term, then sum does not
equal to integral. These examples are also irreducible types from sum into integral.

4.3 Conclusions by Poisson
Poisson concludes the difference of reducibility to integral between ¢z and zxpz as follows :

Je conclus de 13, conformément & ce qui a été dit dans le n0.13,° que

e quand la somme des valeurs d’une fonction de la nature de ¢z n’est pas réductible & une

intégrale définie,

e il n’est point & craindre que la somme des valeurs de @z tombe en méme temps dans ce cas

d’exception. [22, p.282]
Poisson described previously this theme in the article no.31 of text. We cite this paragraphs itemizing and
comparing two items as follows :

Mais cette nouvelle difficulté n’a plus lieu, si. comme on I'a dit tout & ’heure. ’action moléculaire
provient de deux forces contraires. dont chacune est extrémement grand, eu égard a leur différence;
circonstance qui peut rendre la guantité % 3" 7R comparable et méme supérieure & 3 R.

Toutefois,

¢ la somme ) R étant irréductible, d’aprés cette circonstance méme. 4 une intégrale,

o il n'en faut pas conclure que la méme chose aura également lieu pour la somme 3 7R.

On se convaincra sans peine du contraire par des exemples auxquels on appliquera la formule d’Euler,
relative & ce genre de réductions, et qui montreront que

e si la premiere somme est irréductible par nature de la fonction R,

o et malgré la petitesse des différences de r. la second ne le sera pas en générel.

Quant & la somme d’oll dépend la pression sur la plan, et qui fait exception a la régle générale,
c'est-a~dire qui n’est pas réductible & une intégrale, il nous suffira d’-avoir expliqué comment elle
peut varier, suivant un rapport quelconque, pour des variations tres petite dans les intervalles mo-
léculaires, provenant du degré de condensation du liquide. {22, pp.30-31]

Here, Poisson’s conclusions are two points as followings : 3 R is irreducible into integral, however, > 7R is
reducible into integral, although the differential of r is small, because the nature of function R. which express
the microscopically descriptive actions of molecules. such as attraction and/or repulsion.

9(22, pp.30-31]
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5 Conclusions

Navier describes about what he really means of null of molecular action in nature in N9—12. Poisson summarizes
his idea from the mathematical viewpoint as follows :

o BREL(9) ZHTHYD VT NHOET p DERREZ B DTN 2HMEEREES TRED, ZOTHS
DEF—BRAIZHIL > TERT B L. TOREARELTHE7E 9 e m3EBEE 0 4TS 2 LK D
LbOTHD, ZORX T, p DFHET @ RIRNERIZAEDEEC. o K (9) BEFO ZEEZFRNTERIZZS
BEBRORRBBALMIITE Ve, TN, p OEEZBBEHICK (9) ICF 2 RITA 72V, (The Note)

o INLD2ODFE p(x) DRERZEOEKREICH S TED THUNE z DEH LEEORRE ¢ #BET 58,
® p(z) MEBELITTHETV S, o p(z) A LFEEHBOBENL 2> TV BEORIINDOTHRTIp 21 e THI-
LHIEFERENZELRTOITITHS, Lal, ThiZZ OBESEOFE LI 2 DOMH THRE
TVWBHEEILEITIERY L7272\, (The Note)

Poisson doesn’t use at all of sum except for " R, 2 5" rR [22, pp.30-31] and 3 R’ [22, p.68], in which he
explains the mathematical exceptions, as well as in The Note, however, in the parent part to The Note [22], he
isn’t necessary for using of sum instead of integral, and uses the ordinary deduction of the hydrostatic equations
as follows : In a word. we can conclude that Poisson choices sum or integral as the case may be of the material,
after enough alternative. Navier passesd away in 1836, and we don’t know whether he had checked Poisson’s
Note, which was issued in 1831. Poisson passed away in 1840. The Navier-Stokes equations was fixed until 1934,
which is cited by a textbook by Prandtl. (cf. Table 1, entry no. 7. For further particulars, cf. [7].) There are
other disputes of sorts such as with Fresnel. With Fourier [5], Poisson [19],[15, 18, pp.367-8] disputes about the
application of root from algebraic into trancendental equations. At any rate, we should evaluate his uniqueness
and rigorousness from the insight of mathematics.

Table 1: The kinetic equations of the hydrodynamics until the “Navier-Stokes equations” were fixed. (Rem.
HD : hydrodynamics, N under entry-no : non-linear, gr.dv : grad.div, E : ﬁ in elastic, F : E‘}d—v in fluid.
The group of entry 5,6 and 7 show F = 3 in fluid. A : tensor function with the main axis ( the normal stress )
of the Laplacian.)

no|name/prob  [the kinetic equations A Igr.dvE F ]
nd%z _ d= dz 42 P d2
N o (e G agh - afg)
avier 42 d g d d%x d?z
6-1)ne Ly ¢ +32% 4 +2—+2——), 1
11(1827)8] ( g dt da b dc dadb dedb e 2 |1
. . 2. - 2 2 . 2., 2
elastic salid oo = o(F + Gf 953 v 2L 258
where I1 is density of the solid, g is acceleration of gravity.
ldp _ a7y | @’ o d%u o d2 dw ) _du _du., _du, , _du,
o |Navier z?-¥+f3§5+§ﬁ+§ﬁ+23£+2ﬁﬂ) A 1
1de _ k] : i’ oy w ) _dv_dv ., dv , _dv . . 1
N&S:;)[Q] ;z%—Y+s ?+3-‘§7&+?’E+2d3‘29+2dy‘§’) d; dfiu dydo zd'w. e 12 5
d P , a2y dw .
sE=Zre( o atyaofy oy ) d_duu_gp.oodw.g;
Cauch; 2 2 2 2 2, R 2
(1828)?3] (L+6) g5 +(R+DE +(Q+I)%§+2R-‘”‘aiay+'-"?—‘*aigz‘”‘=%f;5’ it |if
' N 82 a? 52 a%e .9
3[yem (R+G)g—g-¥+(M+H)57’l+(P+I)§7 +2P3?§;+2R¥gg+} = &, g+ 2R c_?o fo
of particles o} & 3%¢ o =2 YT
in elastic solid (Q"’G)g;'g‘+(P+H)5;§‘+(N+1)E§+2Qazam+2Pay?§mz"'Z* Erel 1
and fluid G=H=1I, L=M=N, P=Q=R, L=3R
Poisson
a2 2(d? 2 d2%» 2 d? 142 1d%) _ I d%u
<1183t%>l2lg,d X-SF+a Zﬁ+§dydtz+§dz£+§ﬁ+§§2;%)"p? L,
elastic soly 4 2({d% , 242 2. 4% | 142 1d%) _ Od%v a? f2a2 |1
4| defined __;‘5"*'“ (@5+3u&*3d;{y+52?23+3333)‘p@1;' 3 |55 |z
i ) 2 2 d d?w 14 _nd
in general Z-Gg+at( D+ REr + 2Ly 1y L 18y _ Ndty
equations
. d; < 42 a2 d (d dv | dw ) _
p(%—X)+—d§+a(1(+k)(%§+d2—y1§+%7})+%(1{+k)z didride)=o
. m%—m+g+ﬂmmmﬁ+%yﬁﬁ+gxwﬁﬂ%+%+%=ﬂ
01Ss0n 2 2 2
D d (P o d d e dfdu  dv  dw) _
(1831)[21) P(-D"?—Z)+z§+a(K+">(ﬁ+¢—ﬁ+#)+3(K+k)dz(dz+ v+ z) o,
5 |fluid defined | ((5(x — £o2) = 9= 4 gLy 4 Ly 4 dy) B |2 3
in general .2 A 2
equations Y-S =92 + 3B + 5+ Eral
2 2. ) 2
oz~ G) = 98 +6(LE + S + ¥
! dy
wherewsp—a‘-ig;—"—%/i%},z /3"=’2a(K+2k)
Du _yy. 0 _ ,(du - e Pu)_pd(de_ do duw)—
Stokes Plpe —X)+ & ”—(@+3?+§?7) 3d:t(d:r+dy+ z) =0
6|(1849)[23]  J12)s {A(BE-V)+ Ly g—;§+g§§+s§_xg)_§%(%+%+%)=o, po |4 3
fluid 20 | d2w 2 du | dv . dw) _
PP -+ E (G (R R 8) =0
Prandtl 3 du , . & du _ 19 o (8 v, D 8% | %y | d%u
7 1(1934) Frufprofitwt=x -1 40 (v 20, 0w +V(5;f+-5;:+3—,7), e s
N HD for incompressible, it is simplified as follows : div w =0, T =g~ %grad p+vAw
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