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Abstract

! One of the Poisson’s themes is the reducibility of sum into integral, namely, how to calculate the micro-
scopically descriptive function of attraction and repulsion for formulation of fluid equations. In 1819, Poisson
discussed the so-called *Poisson equations’ in Mémoire sur Uintégration de quelques équations linéaires auz
différences partielles, et particulierement de 1 ‘équation générale du mouvement des fluides élastiques [17].

Since these earlier papers of these sort of issues, he discusses ([18, 19, 20]) with Navier ([14, 15, 16]), and
introduces [26], in which he developes his new ideas of these problems between the integral and sum in the
additional note, (§7, “Notes et Additions” [26, Pp.264-300]) immediately after issuing his main theories of
fluid [23, 25).

This note may be one of the last descriptions on these issues. We couldn’t follow Navier’s comments
whether Navier gave his opinion against it or not. Navier passed away after 5 years since Poisson's thesis
[26] in 1836, and moreover, Poisson in 1840. We think this is the last counterargument by Poisson to Navier.
We introduce these scientific disputes between Poisson and Navier, and other book reviewers. We show
below our translation of the French narrations in Japanese, and of our own in English. In the all citations
below of original, fr, or, Fr, etc. mean the function of distance : r,viz. f(r}), o(r), F(r),etc., sic respectively,
except for rRin 3" rR. 2

§1. Introduction 2 We begin with the discussion about Poisson’s integral methods of partial differencial
fluid equations before and after he issues the microscopically-descriptive | M D | equations of fluid dynamics
18, 21, 23, 25, 26]. In 1819, Poisson introduced the so-called ’Poisson equations’ in [17], which was the only
paper relating to fluid before M D fluid equations. And in which, he proposes the transforming methods from
sum into integral to solve the partial differential equations, saying :

A défaut de méthodes générales, dont nous manquerons avait étre encore long-temps, il m’a
semblé que ce qu’'il y avait de mieux 2 faire, c’état de chercher 3 intégrer isolément les équations aux
différences partiellles les plus importantes par la nature des questions de mécanique et de physique
qui y conduisent. C’est la I’'objet que je me suis proposé dans ce nouveau mémoire. {17, p.123]

MEEMEFAPBL 2B LIEL KAV ARDL, BRAREREDLDONH o7, Bb, Fhid
ERIIZENT B0, RESFRALEH L AW EBEOREIC L > TRLEERLORETET
HoTLIIZBAD, INBZOFLVRITHROEI KL Vo BN TH S, ) [17, p.123)

He considers that it is the best to integrate separately each term of partial differential equations. By using
this principle, Poisson [17] explains various methods of integral corresponding to the equations such as : (1)
general kinetic equations of fluid / (2) distribute equations of the heat in the solid corps. (heat equations) / (3)
equations of vibrating surface. (wave equation) / (4) second-order linear equations with two variable (Laplace
equations) (5) general remarks on the linear equations with constant coefficients. (including Poisson equations).
About ten years later, he changes his principle to describe the general M D equations of elastic solid and elastic
fluid, owing to continuum theory.

§2. Separate integration of the elastic fluid equations before MD Poisson remarks in the section
“Remarques géenberales sur éequations lindeaires a coéfficients constants”, about the followin two equations
with )~ and [. 4 He expresses ¢ transforming the sum of paticular solutions satisfying the partial equations
respectively : p, p’, p”, .- into the integral separately.

L’equation qui déterminara p sera d’un degré égal 3 Pindice de la plus haute difference partielle,
relative & ¢, qui soit contenue dans 'équation proposée; en désignant ses par p, p/, p”, ---, on
pourra les emplyer succivement dans la valeur de ¢; on pourra aussi changer arbitrarement les
quantitée A4, g, h, -, et prendre pour ¢ la somme des valeurs particuliéres qui résulteront de ces
changements; ce qui donnera

101/16/2012

2If over one parameter, they express it as f(r, -+ ).

3To establish a time line of these contributor, we list for easy reference the year of their birth and death: Euler(1707-
1783), d’Alembert(1717-1783), Lagrange(1736-1813), Laplace(1749-1827), Fourier(1768-1830), Gauss(1777-1855), Navier(1785-
1836), Poisson(1781-1840), Cauchy(1789-1857), Stokes(1819-1903).

Here, we should write integral symbol as [f--- [, however, Poisson uses a single sign I
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o= ZAe(tp+9x+hy+~-') + Z At +gzthyt) Lo (1)
= o= /e(tp+g:c+hy+"')f(g,h’...)dg dh--‘+/e(tp'+9$+h3‘+"')f’(g,h,---)dg dh---+--- (2)

Les limits de ces intégrales resteron indéterminées; en sorte qu’elles ne son pas des intégrales
définies. La substitution de la charactéristique }_, n’a pas changé de nature, la valeur de ¢ : cette
dérniére expression est toujours une série d’exponentiellés multipliées par des coéfficients arbitrairea,
dont chaque terme satisfait isolément & I’equation aux différences partielles proposées; et les fonctions
fi f', -+, étant arbitraires, et pourvant étre discontinues, ces deux expressions (1) et (2) sont
équivaléntes I'une & lautre. (17, pp.171-2]

(B8 OB RAIIARMC, ¢ DEEZELTVRN: 52X 9, BEOR (2) REITLEOHREK
DENDHDEPOBE T, FEIHSNREAFERNEZENHE LTS BE S, - »ME
BT, LALFERIRVBEIONL. ZhBDIHo0R (1) & (2 REVWEMTHS.1  [17, p.172]

He explains the separating integration of the following example equations of wave as the same with (2).  ([17,
pp.173-6])

2
ﬁ = q? (@ + iﬁ + @) = p= Z Aelatptgzthytkz) + ZAIC(—aip+gx+hy+kz)

{% Z Bpe(g(z")'z,)e(h(y+yl)e(k(z+zl) = f(x + z/ly + y” z + z’)?

_2_1;:% ZBfe(g(z+z')e(h(y+y')e(k(z+z’) =F(z+7,y+y,2+2)

2’ = atcosu, y = atsinusinv, 2 =atsinucosv

= ¢= / f(x+:r’,y+y',z+z’)tsinududv+%//F(:z+z’,y+y',z+z')tsinududv

//f($+atcosu,y+atsinu sinv, z + atsinucosv) t sinu du dv

+

d
(—iz//F(x+atcosu,y+atsinu sinv, z + atsinucosv) t sinu du dv

In 1829, moreover, Poisson improved this superficial method of integral of wave equations in [22].
Today, we can use the method of MAC, SMAC, or etc., as the solvers of Poisson-equation for the computer,
however, Poisson’s integral was one of the best superficial computations we could want without the computer.

§3. MD equations of elastic solid and fluid by sum instead of integral Poisson {18, 21] uses two

functions fr and d—';ﬁ to calculate three elements of force. Here, fr means f(r), and r is the radius of sphere

of a molecular activity.
Pe@+e 467 ()2 =(6+¢) + @+ +E+0), P=ai+il+@-0)
Poisson says : ‘at the same degree of approximation’, we get the differential form :

d.-}f’r

rdr

1 1 1
r’=r+;(¢¢'+d}¢'+00’) = ;;fr’:;fr+(¢¢'+'l/}1/)’+00’)
He gets the three elements of force P, @, R by ) instead of [ respectively : if we put F' = %’fl, then

P =y CHN oy S (¢ + vy + 00 S F,

(Dpe Q=X LR fr 4 586" + 4o/ +60) B F, ®
R=Y EZK fr+ T(od' +bw' +00) - F,

Poisson [25] uses two same functions with (8) : fr and d—':d—r— to calculate three elements of force : P,@, R by

. ’

§4. Capillary action with ordinary description Poisson described previously this theme in the article
n0.31 of text. We cite this paragraphs itemizing and comparing two items as follows : Poisson doesn’t use at
all of sum except for 3 R, $ 3" 7R [26, pp.30-31] and 3 R’ 26, p.68], in which he explains the mathematical
exceptions, as well as in The Note, however, in the parent part to The Note [26], he isn’t necessary for using of
sum instead of integral, and uses the ordinary deduction from the hydrostatic equations.



§5. Circular argument asserting consistency between physical theory and mathematical principle
Poisson (18, 21, 23, 25] expresses two elastic constants of molecular forces defined in the sphare of an arbitary
molecular activity of M with sum as follows :

k. (4)

27 r3 on rS d.1fr
TN L fr=g, I IS
32 gT=E & 2 o dr

These endless disputes started with Navier’s reply [14] to Poisson’s critical descriptions [18, 21] about Navier’s
calculus by integral, which we can summarize as ’Circular argument asserting consistency between physical
theory and mathematical principle’ in { Fig.1 ). JM.C.D., a book reviwer, & speaks for Poisson, summarising
the issues of our problem :

Poisson #* Navier DE#® % HEET HITIZZSOBEN H 5, Bk (sum) ITESIT X B+H72E
PHTHBEMABECRMBHRARZNC L, 23 LEWEOR KRTHBARE LT HLHMED B4R
BOFT, FEOZOOFFRBBSERIIRD L VI RBEZTARONAZN &, Th, (J27)8

J.M.C.D. points out the theory of continuum from the viewpoint of scientific history :

* HLMBEABNLDOTHNBEETHN., FREERT DBLOSEITHT 5 HI3E o h e BB
CTWLZDORETIIEELRY, BRABIODBEETTIELROBBIC LY, £, HFHE
BE DL THOERLI) ETAELMELEDRYD, b, L. Z0OH3ESTET2LIE. Bk
BERREBORTEN Y R L 2->T, SFHEETELIAOBMNE LEETHRE, EhIT. Wik
BEDHEBDEL TV THALOEMICLH LARAVENRELS LI 723, ZHIEb o & ~AR
iz, (J4-2)

e Navier 23 1821 RIS FOBENICHE LEFREL L THEY RRTERHE LTV =D LR LFE
A% Poisson bONATWEEIHBHALLY, IODFOT I v a v 2E8T 5T Laplace
BItx BMERKOBERZEHT 20125 T b D7, Navier 137 D18 TEMEDERIZ - OF
BREATDOIFMEREZFLBREOE, L L, £TOREIEEROSFEEEL TV,
% LT, Poisson BEEICIVTHIEOER EOEE & —& LK%, (J5-1)

o fIETHIE, ERMEDORBIZEENICIILL AERTH 2, BEOFTIIRERENER~- L,
Laplace DEFRIZFEZN O EDORE LI REDLEBOBTEL bR, HFEHIZONTHOS
DELIL, KEORHHEMBEICBVT, 3th, BUEAERIIBVTRE SRITR LR -2 T DR
DEFREZEY < DIZE Y SR VWFIAR B 7=, (I15-2)

Another book reviewer, Cournot [4] introduces Navier [12]’s physical theory and mathematical principle as
the consumption’” in his conclusion : [(Navier ®) = OJSHIZREN 2L . DT 57T OBOBYLRE LT
LTNBE, H29ENEROMES, H2FEBOERITHE L TRRUOEMS AL D% THMBDTIEAE
W7 FER. Navier OFERITIEA DD LT, (ZRETO) BRIEHE LIEDEE & (BRI EED) REIC
DVTORZFLL T NEOP? BalTh DR L 5 2RBEEHRT D bICBRIE L TIRR LRV, ¥OT
REDOHIEARFOLETOF 4TI DRXD—FE BEDT 5 LRV, |

Ces applications montrent sans doute un grand talent pour manier Panalyse; mais peut-on
prononcer avec certitude sur la valeur d’une théorie physique et la vérité d’un principe aprés tant
d’approximations accumlées 7 En un mot, la nouvelle théorie de M.Navier rendra-t-elle moins em-
pirique la science de la conduite et de la dépense des fluides? Nous ne présumerons pas assez de nous
pour résoudre une semblable question, et nous ne pouvons que recommander la lecture de mémoire
a tous ceux que ce genre d’applications intéresse. A.C. {4, pp.13-14]

5We haven’t identified this person in BSM(11) until now. The authors use usually the anonym in BSM. As the same example,
Cournot [4] issues the book review on Navier [12] over the signature of A.C. in the same BSM(10).

SWe put the paragraph number of each disputers. This “J27” is the 27-th paragraph by J.M.C.D.[9]. By the same way, we mean
A:Arago [1], N:Navier [16], Note: Poisson[26]. In bellow, we call this note The Note.

"We mean the *consumption’ of time or all sort of resouces including intellectual activities, etc.
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Fig.1. Circular argument asserting consistency between physical theory and mathematical principle

Poisson (including by J.M.C.D.)

IDNERESTHRT 2 51THRK o? ¥ IR B, of (7)
IDONEFSTHRERVEITHF LTV D,

t

TovaviERHLESFILONTOSH IR
ORFITRT Y REMS TERT Z LILER2N,
FNEE2TONFDOT I a v RTERORBEOME Y
BETHHLOTHY, YuoTiIFETS.

¢

Poisson IXR3HZ 2 20N FARMLBERTERREDOHTTY
MonDT 7y a s 2B EBETS,
ZLT, ZORBEAEL THDIC,
Bizdkt:: T rif(r) =0 Z& i,
L L., ZORBEIBSES2EDRVOT

S ridif(r)] =0 LRRLTICHES,
&R Poisson DD HILHEH L2V, (J26)
Kt : [r3f(r)dr =0 &, FRAOEERD bLAIC
TR BBOLEHELZER ST TVS, (J27)

ki3

Navier bE LB LHFBREH L=, ThERGTR-CON
Navier DFR% ¢ 72, Navier IZEEL T35,
FAODLEY a2 & Navier @ £ IZR U7, (cf. Table 1, no.1,4)

o Z 3 7%4uE, Navier L&) LELBRATHENOETO
BFRCRAERTT 73 VELT, HEOERY
ERISEIENERDIPEZLD LORVOTE, (A3)

o &/5. Navier DFBRIZIZADD LT, EREEILHED
FEEVERBRITOVTOREIC LDH? (Cournot(4])

Navier

WD BRRETHICHESh TS, BIb, h: PR
BETOTHDEA, E2id, AEaTans, £hoo
#LBlxTR¥eThsb, (N9)

IS0 (attraction & repulsion) NEHEMH T
FHTHMRHKSD,

3

Poisson B4y FOT 7 3 VDRSS &R THF (sum) 3
MY THRYEZONRVEVIEEEVIESD I & ORILT
THL, WOR/ICLB L. f(r) IEBETE2THD

¥EETAE, k=K &i25) B,

P THL rdf(r) BEEBETT o ThIE) EHDR.

KIC 4 f(r) =0 KRIGTIEEL LTERITRZEE

ZFANRTNER G RVBRERRZVATHD,

BN f(r) & LTRAMK I EROBANFETIE,

D, TORRPRILLEZL 25ETHD, (N23)
¢

LS £ & Poisson DMK a2 LIZAL bDOTIIZRVY,

o HORITE D2 BHE (Navier DX THUENB 472
FETRE UEF) % TH# S, (Cauchy(3])

o Bl UHBRRIFHERIREDES T Navier B/HTVDH
%0 & DiX Poisson 27 bDIZIEL, (Stokes[27])

We start with citing Poisson’s explanation of result using sum instead of integral from (4) as follows :

e § 14. Cette équation donne lieu de faire une remarque importante ; c’est que les sommes ¥
du no.6, que représentent les lettres K et k, ne peuvent étre changées en des intégrales, quoique
la variable r croisse dans chacune d’elles par de trés-petites différences égales & o ; car si cette
transformation était possible, k serait zéro en méme temps que K ; d’ot il résulterait qu'apres le
changement de forme du corps, les forces P, Q, R, seraient nulles comme auparavant, et que des
forces données qui agu'alent sur le corps ne pourraient se faire équilibre, ce qui est inadmissible.
Pour faire voir que k s’évanouirait au méme temps que K, observons qu’on aurait

oar [*r8 2m 1
K= [ Sirer k—-——/o Td.fr, ®)

en multipliant sous les signes 3~ par 33, et remplagant ces signes par ceux de l'intégration.
Or, si lon intégre par partie, et si I’on fait attention que fr est nulle aux deux limites, il en

résultera

o1 [ 13
k=——/o agf'f‘d'f‘:-K (6)

3
ce qui montre que la quantité K étant nulle, on aurait aussi k = 0. [18, pp.398-399, §14]

e § 16. Je substitute, en outre, dans les équations (3)p. 2 la place de P, Q, etc., leurs valeurs,
et je suppose le corps homogene; en observant que K =0, il vient

&>y 2 d%v 2 d*w 1d%u 1d%u)
X*w*‘“( B+ 3t Tides T3 T3 aE) =0
d2y | 2.d%uw 4 2d%w | 1d%v | 1d%v) _
(6)pe (Y- (-gf+3dxdy+sdzdy+sm+§z;f =0, ()
12 2 2 2 2
2%t ar(fs - 128+ bk + 8 +160) -0,



o® étant un coefficient, égal a f’ﬁ. Ces équations ont la méme forme que celles qui ont été

données par M.Navier®, et qu'il a obtenues en partant de I'hypothése que les molécules du corps,
aprés son changement de forme, s’attirent proportionnellement aux accroissements de leurs distances
mutuelles; et en admettant, de plus, que les résultantes de ces forces peuvent s’exprimer par des
intégrales, ce qui rendrait nul le coefficient o2, ainsi qu'on I'a vu plus haut. Les équations relatives &
la surface, formées de la méme maniére, se trouvent aussi dans le Mémoire de M.Navier. {18, pp.403-
4, §16]

Our issue is about (5) of the elastic body, which paper is previous to the fluid. (cf. In Table 1, the entry no.
1,3 and 4 discuss elastic body.) Poisson says his consistency between physics and mathematics on the expression
(5) and (7) :

ZOLT, ZNHO attraction L BUC K BB FORMEDT 7 v a > LAMERIAARVERINE
ERONDYEDREDOP T, HFELEHLTVBEEM TR IOFBRASMEDL TOBEFTFTHRY
ﬁoThé?%ﬁﬁE@hﬁ&B&Po%L\ﬂw%tﬁié%ltﬁnkﬂhﬁ\@UE%%ﬁo
T repulsive force 7% attractive force THK 2 EZ 2 TICH#KT 5, HFOREN I OFBRIHFE
LFET DL I ICHRTDHERDD, FLT, B f(r) BEZTRALTRNENL, TANLD
RORZE, WENRECDFTERRELS, TORREELSELBRETIER 25, FhiXNo.b
T@%ﬁEﬂK&k#%hT%béﬂT“é#\»ﬂ%ﬁﬁ“%ﬁ&%ﬁ“gtohhu\Kﬁr
a&H%k@bfﬁ¢&§if§T@ﬁ@%h@¢f%kf5 L2BIZH LI OEmMBFEEER BIE
kiZK EREFIC¥a &ied, ZohbMEOERICLZHDEE P,Q, RIIEH L CHLRER L'lZ
BLRY, YEICERT M BRI EERE LIV BRVE VI BEREL S, hizZiT
AL BRNESS,

According to J.M.C.D., Poisson’s physical conception are as follows :

memdﬁﬁKZomﬁ%ﬁﬁﬁiﬂfﬁﬁﬁ%®¢fﬁ6#®77Va/%5?6& BEY

Do TLT, ZORBEFREL T 272010, BUIFH : 2 13f(r) =0 2# o, LaL., ZOLHE
if’ﬁuﬁ?’i’fﬁbf&b‘@f Sorédiif 7")] = 0 LiFR L FITEA, FIEIT Poisson DRMN iYéﬁ L7z
. (J26)
o%# Jrf(r)dr=0 &, FRAOEEH b LRUITH TR BROVERERER ST T3,
(J27)

Navier explains null of molecular activity in his last paper [16] as follows :

o BHEE IS THUNRBEBEIZBE D NS FOESE L LTRBIN TV S, R bDOATiIEL
ERT, 220K T37 73, BB attraction 7> 572 3EE 7 & BOFEE CH SN 3 repulsion
CERERIET, HOHT M LFECHBEEDHF M ORITIE, ZD 2507 (attraction &
repulsion) DZETH D P NEEL., DEOEARETIE N—FART 7 a v Thd PIIDTF MM
TERBTH L1 ullbBEICHE SN, DEOHRIEEShET 7V a v PiiEARDE
DENEZY, 2TOH I LPEICE AORITERRIEEL 2V, FRICL > THROBMNEL
5, (N7-1)

e NV 2ODEG w & P XHPND U BHBEFIZEELTCIY, BUOTIELL, BEMT
FETDLEETNE. 2TON 7 OFTEEREL 20, REOHELDL, BIEDBKRRET
RETODH : POFRCEEREIZRS, H:n0132) LTHEICERINA DT, LEREIIE-
7o o' ki ﬁmTéﬁewﬁTTE#é &#%%&&570m7m

o ZIHRETHIE, ZZTEBRLLT, bI)—20H 7 BEBEDO MM 12553 25 DBEDLSFD
ﬁ?%ﬁ@%ﬁwzm LoTERINDENWIEERBE, ZLTINBRID12FTEHiEkiziE
RATENEFEREBIZTELOTHY, TNTRIC BUNEBETD) BROELN 2508 FE D
BB MM ZEZ - BITHAI LTS, (NT-3)

o ZOF I iZEEBE MM' H#KFHT attraction I272 ¥V . BT hiT repulsion 124 5, Fhiz,

AFONEFRETEELESFRICLAEELRVLD, FLTARYT 3 ELZREL. MENET
ETEEDDHTFICR L TRADEIICHES Lo L BT, (NT-4)

Arago BBFEL., 2 AV FPLTWVBBOERTH LD, WEOARRETCIR F—FART Iz
PRERPHEEICHEZINDG, ZOFMIHHMITIIRY, N—FART I ay PiIBEO&ST
HET D2, HBVRELSIEORENER, TOEVELTEIHLNRELRICKRO ZER— 2L
bTW3, Bib, 2TOH :PH¥r, H5 W AR TtRVNEENLOELE| 2 TlR¥r, &
m:w%ﬁ%@%wiimurwto%E@%ﬁmmé<mﬁbﬁwzwﬁmowrﬁﬁfamm%
BETRPoEBLTHD, (NI)
¢ CORIDOWTHATAZ LIFR LTRAMETIIRWELEY, BE, 77z PHRERSADE
BT EICEBREVVW, Ty P

o MEDBERRTHEL,

8By Poisson’s footnote : Tome VII de ces Mémoires, which is Navier[11].
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o E4DFTFICH L THEOEMREDFCRILTHFRT 7 s VIIOWMH TH D o & FHER
Bz s,

o fEaDHTIIX LTI ORETRRIZEERIEL 255 T35, (N10-1)

IDEICEMNETBZILICEoTHESEILD : P2HEIC, AROESECIZBETIENTE D,

(FHEIZIZ) H:n2BETHEENHLOT, N v BROBBICL > T, 2 DR FHRHEZTIO

ITHAEDRVWMEZE 7=, H P LIZROLOTHY, ANEETARBIIFICHERT S, (N10-2)
FLOD Arago ~DFH (ACP,182941 A5 103H) T

o BMEMEELELSRELRVOIZ, WEOBRIZEAL TANTWREX 2 HHTLE.
e Poisson DFN & DEBEVEBRIEICTHE,

e FUZ2ER—% LT, YD ARRETITEED 2 2D FEID attraction & repulsion HSFEE
IZHEBTAE. Blb, cHOLDHFHTHEETSET 72y (ZhE PLT3) BEnTHDIE

EZIF AN LB, Arago i (2 DDA LS FRE-LFETHAERTERLTWT, WEHR
AINEDT I av i3 32T R0HALT. ZOERAERITHIEVIBLLIINIFKERITZS
7ol LHBTLTWS, ULERERICEROZEZTWSETE, (N11)

Arago i3 THEREIIBRL < (Navier ®) ZORBICHEZETEESH, ThNDHRE REEES
blebah, ¥OLEbERYMROLTOAR, MAERTT 7Y a VERWERROP T, kD
BREPEMANED R T LR ML TWS, FRBZOFECEAOERIIHATEL LA
RABHLY RO SRy, b LAIEANZ ORBEICE L Tho LB L TR LW e Bea HIiTFUIT
5EHITHDLD : [HRRT2ODHF M, M' O attraction IJIERED MM' 3 ¥ 5 THNEADTEEID
& % repulsion IZ & » TEREICHBEIND Z LBBWMTE D) &, (N12)

At last, Navier may mend and correct his ideas of null which is attacked from all the physical disputer.
§6. ” Notes and Additions” to [26]

€6.1 Purposes of his new theory Poisson criticises both Laplace and Gauss on the paper of capillary
action.

e On a vu que je m’ecarte aussi de la Méchanique céleste, en ce qui concerne ’explication
des phénoménes qui ont lieu quand le liquide atteint I'extrémité supérieure du tube. La
démonstration que Laplace avait donnée de l'invariabilité de 'angles compris entre les no-
males 3 la surface du liquide et & celle du tube, menées par chaque point situé & une distance
insensible de leur commune intersection, n’a pas paru satisfaisante ;

e et M. Gauss en a donné une autre trés élégante, et qui ne laisse rien & désirer, lorsqu’on fait
abstraction de la variation de densité du liquide prés de sa surface et prés de celle du tube.

Poisson tells his selling point :

En eyant égard & cette variation, dont la loi est inconnu, j’ai démonstré la méme proposition,
dans le chapitre ITI,° d’une maniére qui, je crois, ne peut laisser aucun doute.

Poisson insists his new theory :

o La considération de cet angle i est également indispensable, lorsqu’on veut déterminer le
poids nécessaire pour détacher un disque solide de la surface d’un liquide, 'une des questions
les plus intéressantes des cette théorie, que I'on n’avait pas, ce me semble, considérée sous son
véritable point de vue.

o En effet, le disque et le liquide étant soulevés graduellement par un poids qui croit par pétites
parties, ce poides et la hanteur correspondantes du liquides sont, & chaque instant, des fonctions
de I'angle 7 qui représente Vinclination de la normale & la surface de 'aréte du disque sur un
plan horizontal ;

o c’est lorsque ces fonctions atteiguent leur mazimum par rapport 3 7, que le disque se détache
du liquide ;

e et il en résulte la condition d’aprés laquelle on détermine la grandeur du poids propre & opérer
la séparation du disque et du liquide.

9Equation relative au contour de la surface capillaire. {26, pp.77-97]



96.2 Essential constitution of corps, and paticularly of fluid ; nature of the molecular forces
Poisson explains two sorts of mutual action consisted of atrraction and molecular force, and moreover the latter
includes attraction and repulsion :

Toutes les parties de la matiére sont soumises & deux sortes d’actions mutuelles.

o L’une de ces forces est attractive, indépendante de la nature des corps ou de leurs molécules,
proportionnelle au produit des masses, et en raison inverse du carré des distances ; elle s’etend
indéfiniment dans I’espace, et produit la pesanteur universelle et tous les phénoménes qui sont
du ressort de la mécanique céleste.

o L’autre est en partie attractive et en partie répulsive ; elle dépend de la nature des molécules
et des leur quantité de calorique. On attribue la partie attractive & la matiére pondérable, et
la partie répulsive au calorique ; et, en effet, celle-ci change d’intensité, quoique le poids des
molécules n’ait pas changé.

o L’excés de 'une sur 'autre est ce qu'on appele proprement la force moléculaire.

e Elle tend & rapprocher ou & écarte les molécules, selon que I'action de la matiére pondérable
est plus grande ou moindre que 1'action calorifique.

¢ Son intensité décroit trés rapidement quand la distance des molécules augmente, et devient
tout-a-fait insensible, des que cette distance a acquis une grandeur sensible.

Poisson explains attraction and repulsion :

Ainsi, tous les mouvenens que nous obserbons, nous devons les attribuer & des forces d’attraction
ou de répulsion, pour lequelles I'action est égale & la réaction, et qui varient avec les distances,
suivant une des deux lois précédentes. Les vibrations des corps élastiques et la communication du
mouvement, soit par le choc, soit par la pression, résultent de la force qui n’est sensible qu’a des
distances insensibles, c’est-a-dir de la moléculaire.

o Soient m et m’ les masses de deux molécules voisines, c et ¢’ leurs quantités de calorique, M
et M’ leurs centres de gravité, et r la distance MM’;

® et considérons Paction mutuelle de ces deux molécules.
e Supposons d’abord leurs dimmensions trés petites par rapport & V'intervalle qui les sépare.

e L’action dont il s’agit se réduira alors & une force unique, dirigée suivant la droit MM, et dont
Pintensité sera une fonction de 7, que nous représenterons par R ;

¢ en méme temps, leur répulsion mutuelle sera proportionelle au produit de ¢ et ¢/, et leur
attraction au produit de m et m'.

e En considérant la force R comme positive ou comme négative, selon qu’elle tendra & augmenter
ou & diminer la distance r, sa valeur sera I’excés de la répulsion sur Pattraction ;

* et sil’on suppose que attraction réciproque de la matiére pondérable et du calorique, qui retient
celui-ci dans chaque molécule, s'étend au-dehors, il faudra retrancher de cet exces I'attraction
du calorique attaché & m’ sur la matiere de m, et celle de la matiére de m’ sur le calorique
attaché & m, lesquelles forces seront proportionelles, la premiére au produit mc'.

e De cette matiere, la valeur compléte de R sera
R=ccy—mm'a—mdB—m'cf (8)

les coefficiens v, «, 3, 3, étant des quantités positives.
o Le premier sera indépéndent de la nature de m et de celle de m/, le seconde dépendra de I'une
et de l'autre, le triosiéme ne dépendra que de la nature de m, et le quatriéme de celle de m/.

Poisson reduces the last three terms of (8) to one term :

o En réunissante ces trois derniers termes en un seul, on pourra écrire la valeur de R sous la
forme :

R=Fr—-fr

e Chacune des deux fonctions Fr et fr n’aura que des positives ;

¢ et si on fait abstraction de l'attraction en raison inverse du carré des distances, qui n’aucune
influence sensible sur les phénoménes dépendans de la force moleculaire proprement dite, ces
valeurs décroitront trés rapidement et sans alternative, 3 mesure que la variable 7 augmentera,
et elles deviendront insensibles pour toute valeur sensible de r.
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¢ Pour une certaine valeur de cette distance, on pourra avoir Fr = fret R=10;

o le signe de R sera différent en-dega et audela, soit que la répulsion Fr 'emporte d’abord sur
lattraction fr, soit que le contraire ait lieu & 1’égard de ces deux forces.
[26, pp.269-271]

€6.3 Reducibility from sum into integral on a function made with attraction and/or repulsion
We discuss whether the sum is reducible into integral or not. Poisson points out this problem. We use the
expressions : ¢0 = ¢(0), pe = @(€), p2e = @(2€), --- below according to the then generally descriptive style.
Poisson expresses the sum of the function ¢z as follows :

Soit oz une fonction donnée de la variable z. Faisons croitre z par des différences constantes
dont la grateur sera représentée par €; supposons que p les valeurs de z s’etendent depuis z = ¢
jusqu’a T = co ; et par p la somme des valeurs correspondantes de pz.

e o]
p= Z oz = e+ 2+ p3e+pde+--- .

z=ie, i€EN

Here, using the integral of the function ¢z, Poisson says,

1 [ 1
- / wxdr — =0
€ Jo 2
will become an approximate value of sum of the function ¢z, which is expressed in (11).
2 [P~ 2irz
- — |pzdz
: /0 [Yc0s 222 ga
i=1
We think here is the point of Poisson’s Note, then we cite from his original :

L'intégrale [;° pzdz, divisée par ¢ et diminuée de 30, sera une valeur approachée de la somme
p; et 'on a vu, dans mon Mémoire sur Calcul numérique des Intégrales définest®, que la différence de
ces deux quantités peut s'exprimer par une autre intégrale définie, de sorte que ’on aura exactement
(9). [26, p.278]

e CTHlo BAME [° p(z)dz 55 1p(0) 31V EikF p OELUEL 225, ZHUCOVWTIEE
DRI Caleul - - (footnote 10) IZWU =25, THHDZODEDEBRIIDOERSF TREIND, EDOT
HEBIC (9) RERB, (26, p.278]

We show the difference of integral from sum as following :

1 [ 1 2 [P~ 2inz
== - z 2 9
P 6/0 pzdz 2(,00+6/0 [E cos — ]cpzdx 9)

i=1

Here, % is necessary for adjustment of the series (11). We use a known result :

1+1+1+l+...—ﬁ
22 ' 32 42 6’
1 &1 1 , 1 1 1 N 1 &K1 1 .
= —3 _——= —— = — -_—— = = —_ = e eN
¢ 272;# 12 ¢ 8«4;# 70 ¢ 32n6§i6 30240’ ‘
Here, we consider the following description :
1 * 1 / .3 "5 1
p=c (pxd:c—-iga—aego+aego —a'ePp"" e (10)
0

where by applying integration by parts to the second integral in (9), we get the series of terms having both even
power of € and odd differential of pz. This means that according to Poisson :

Par le procédé de Pintégration par partie, on réduira la second intégrale contenue cette for-
mule, en une série ordonnée suivant les puissances paires de &, dont les coefficiens renfermeront les
différentielles impaires de oz, relatives aux deux values extrémes de z.

10Tome VI des Nouveauz Mémoires de I’Académie des Sciences, 1827, pp.571-604.




Namely, if mod (3,2) = 1, (i € N), for cos 3im = 0, then the second integral in (9) is developed as follows :

2 [or& 2irx 21 ¢ 2irz  1° 2 [ ¢ 2inx
2 . dr = _[_ . } 2 in 27T o
5./0 [; 0S p }cpz T - 2i7r$Zsm P 0 5/0 2iszsm P
21, € \2 2irzx ]00 2/°° € \2 2irz
- Z mbdding -= zdx
e[(2i7r:c) Zcos € v 0 € Jo (?.imc) ZCOS € ¢
2 62‘10/ 1 54(;7” 1 66(,0'"" 1 )
- g("(zﬂpzi_z”"(gﬂ)aizii_ (2m)® Zis*‘
— —aecp'+a’53<p’” _a//€5¢///u e, (11)

where o, o/, a” are the same coefficients as (10). In the two limit value z = oo and z = 0, it reserves only the
term at lower limit z = 0 of the third terms in (10). Because

¢ this function @z and all the differential coefficients evaporate at = 00

® o, ¢, ¢",--- are the values of vz, %‘?, -‘igf}, --- which correspond to that at z = 0.

In this paper, Poisson asserted that in a singular case using integral, all the terms in (10) evaporate except for
top two terms, then we must use sum (9) as follows :

De plus, & quelque terme que Yon arréte la série (10), le reste qu’il y faudra ajouter pour avoir la
valeur exacte de p, sera exprimé par une intégrale définie, dont la valeur changera généralement d’un
terme & I'autre, et dont on pourra assigner des limites qui feront connaitre si la série est convergente.
Dans le Mémoire cité, j’ai examiné en détail le cas singulier ol le rest est constant, et ol les termes
de la série (10) s’evanouissent tous, excepté les deux premiers; ce qui oblige de recourir & ’équation
(9) pour calculer la valeuer de p.

Poisson asserted also that :

¢ En général, si 'on prend pour ¢z une fonction du genre de celles qui varient trés rapidment
et sont insensibles dés que la variable a aquis une grandeur sensible, les quantités :

2 3 "
o, x%‘%, xz%—i;%z, z3 ddz Z,--- seront toutes du méme ordre de grandeur;

& pour que la série des produits :
P, e¢', €20, e3¢ - -, et, & plus forte raison, la série (10), soient trés rapidment décroissantes,
il suffira donc que ¢ soit trés petite, eu égard & I'etendue des valeurs sensibles de @z;
o et, dans cette hypothéese, la seconde integrale que contient la formule (9) sera toujours une
quantité extrémement petite,
— soit qu’elle se développe en série suivant les puissances de ¢,
— soit que ce développement n’ait pas lieu, & cause que toutes les quantitée ', @”, ", ---,
sont égales & zero.

96.4 Reducible examples of sum transformable into integral We suppose ¢,¢/,0,0/,--- are positive
constants.

x
e pr=ce > =

by putting € = fSa, then (10) becomes

1 1
p=c(5—§+aﬁ—a'ﬁ3+a"ﬂ5-—'“-) (12)
and supposing that 8 were an infinitesimal fraction, then
1 o0
p:%:g/0 pxdx (13)

% f0°° padz is the first term of (12), then sum equals to integral.

-3 ’ 2y _s2 ’
® QT =ce a? =>(gox)=c(—§)e?f = ¢ =0,

2 222 5,2_2 2
g — — — — o ”__—-__ —_—
(¢z) —-c[ 5 + 2) ]e =P c( 2),
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(p)® = c[(_ %)2+ 3(— %)(— g)z + (— %)je—i’r’ = @ = c(_ 2?5)2
Then, in general :
mod (n,2) =0, (n €N) ‘P(n) =c(_ gy)(n—2)

mod (n,2) =1, (neN) @™ =0

Thus, all the derivatives of odd times become (pz)’ = (pz)” = (pz)® = 0, we can’t get the developing series
of sum by second integral in (9), into the series of the power of €, however, ( Poisson descrived simply ) if we
put

o0 N . 2
/ e™ 57 cos 2z:xda: = %aﬁe'(%g)
0

Correctly, according to (9),

® _2rem  2imz 1 _(2ze)?
e 7 E cos dz = —av/re (2iz2)
/o [i=1 € ] 2

then, by putting -2"6—"‘ = v, (9) becomes as following :

a/m 1 1 27na, _z2re 1 270, 42y 1 27, _gazays
(25 2+2ﬁ(s)e +2ﬁ(e)e +am()e )

= = (1_ =7 e 14
2\/7_1_(2 VT + e 5 + ve > (14)

As v is a big number in the hypothesis of £ very small in comparison with «, this series will converge extremely,
all after the third terms are completely insensible. By the comparison of the first term with the second :

%(L:"i —1) >> 0, we can neglect the second term, then

¢ 2 co/m 1 %
= —_— = = - d.
P=o/m2e = T2 6/0 paz

% f0°° pzdz is the first term of (14), then sum equals to integral.
Here, Poisson summerizes these two examples :

Ces deux exarples suffisent pour montre que quand on supposose l'intervalle ¢ des valeurs suc-
cussives de z extrément petit par rapport a l'étendue des valeurs sensibles des ¢z, la somme p se
transformera en une intégrale divisée par ¢, touts les fois que ¢z ne sera composé que une d’un seul
terme, ou de plusieurs terms de méme sign; mais cela n’aura par toujours lieu, lorsque cette fonction
sera composée de deux parties, des contraires.

96.5 Irreducible examples of sum intransformable into integral Poisson puts the cases of the irre-
ducible functions as followings :

o the oz is not composed of only one term
e the oz is composed of the plural terms having inverse signes
At first, we consider the first pair of pz with term having inverse signes.

-z _ 4 = 1 [ ca do ,
o pr=ce e —Cce « =>E <p:zd:c=—é———s—-, p=c—c
(i

Because the value of pz were comparable and more than 2 f0°° wzdz, (10) does not reduce into the first term.
Next, if pz evaporates with z, then

= 1
. 4p:z:=(oe‘3—c'e_f’)x = - <p:z:dm=—::————, =0, ¢ =c~-c



Poisson says : this sample function may be the third term of (10), viz., —aey’, which will become comparable
or superior to the first term, while the coefficients ¢ and ¢’ are almost in the ratio of the inverse squared of 2

and £
€
At last, we consider more complicated pair of wz with term having inverse signes. We suppose b is a cofficient
capable of becoming greater than we expect.

z = 1 [
o yz= (Ee‘i—i,e"?) :—/ pzdr =b(1-1)=0
0% « € Jo
The series (10) reduces to the second term, 5¢.
bl _ L - 17 =b1-1)=0
. <pz_bx(ae 7€ ) = A pzdz = b(1 — 1)

The series (10) does not reduce, because all the terms are not comparable with the first term, then sum does
not equal to integral. These examples are also irreducible types from sum into integral. How would Navier
think this reason, if he had read this note ?

96.6 Conclusions by Poisson Poisson concludes the difference of reducibility to integral between pz and
zoz as follows :

Je conclus de 13, conformément & ce qui a été dit dans le n0.13,*! que

¢ quand la somme des valeurs d’une fonction de la nature de @z n’est pas réductible & une
intégrale définie,

e il n’est point & craindre que la somme des valeurs de zyz tombe en méme temps dans ce cas
d’exception. [26, p.282]

Poisson described previously this theme in the article no.31 of text. We cite this paragraphs itemizing and
comparing two items as follows :

Mais cette nouvelle difficulté n’a plus lieu, si, comme on I'a dit tout & 'heure, Paction moléculaire
provient de deux forces contraires, dont chacune est extrémement grand, eu égard 3 leur différence;
circonstance qui peut rendre la guantité -};E TR comparable et méme supérieure 3 > R.

Toutefois,

o la somme Y R étant irréductible, d’aprés cette circonstance méme, 3 une intégrale,
e il n’en faut pas conclure que la méme chose aura également lieu pour la somme 3" rR.

On se convaincra sans peine du contraire par des exemples auxquels on appliquera la formule d’Euler,
relative & ce genre de réductions, et qui montreront que

e si la premiere somme est irréductible par nature de la fonction R,

¢ et malgré la petitesse des différences de r, la second ne le sera pas en générel.

Quant & la somme d’ot dépend la pression sur la plan, et qui fait exception 3 la régle générale,
c'est-a-dire qui n’est pas réductible & une intégrale, il nous suffira d’-avoir expliqué comment elle
peut varier, suivant un rapport quelconque, pour des variations trés petite dans les intervalles mo-
léculaires, provenant du degré de condensation du liquide.  [26, pp.30-31]

Here, Poisson’s conclusions are two points as followings : 3" R is irreducible into integral, however, 3_rR is
reducible into integral, although the differential of = is small, because the nature of function R, which express
the microscopically descriptive actions of molecules, such as attraction and/or repulsion.

§7. Conclusions Navier describes about what he really means of null of molecular action in nature in N9—12.
Poisson summarizes his idea from the mathematical viewpoint as follows :

o BRI (10) ZITHHWBVTNIDOETp ODERAERZBL-DEMLIRKBIEES TRED, ZOTH
FOEIT—RENCRIZE > TEET B L. ZORBABORL TV B H5E ) D EMBEREYEIV LT Z L 23 HES
bOTHD, ZORITIE, p DHET ¢ FIRBERIZRDBE0. o I (10) BEMD 2B E RV TEaich
LHEEDRERBELHMIB Iz, TITiE, p DERBBHICK (10) IKHFXRITR B2V, (The Note)

o INHD2ODHNT o(z) DREXREOEHBEIZHTED TN z DELHE LILEORM ¢ 27887 58,
o p(z) BEIFET THETN S, o o(z) PR LHFEEZESZENL R TV AEORITNOTHLRTIp 2 e TH-
TehBBAEBENDIEETTOIR+FS5THS, LiAL, ZhiZI OBEEAEOFE 25 2 >0 THE

11(28, pp.30-31]
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Table 1: The kinetic equations of the hydrodynamics until the “Navier-Stokes equations” were ﬁxed (Rem.

HD : hydrodynamics, N under entry-no : non-linear, gr.dv : grad.div, E : g_rATu in elastic, F :

gr. d’u

in fluid.

The group of entry 5,6 and 7 show F = 3 in fluid. A : tensor function with the main axis ( the normal stress )
of the Laplacian.)

no[name/prob  [the kinetic equations A JerdvlE JF |
Nd°z _ (3d%z  d°z Py y 943z
Navier g?é_!-be ?+ET d—cf"' * dCda
ndy _ _(d 3¢’
1|asenyp)  |GDwe 3?215‘“5#‘* 4—5‘+7¥+24m dgdb* e e |}
ic soli nd?: _ _(d2: 0d? a2y
elastic solid ?a-t{-_g j+ _c,: da:c.q.zdbdc
where I1 is density of the solid, g is aooeleratlon of gravity.
1dp _ a2 d? d: d: d d .
) Navier paf—X+e 3’3—’2‘-+§5+m+2d;dy+2¢:;‘; --ﬁ—ﬁ'u—g’j-v—-ﬁ-w,
i1dp _ d d d d dv _ dv d g . 1
S gt i i A A 0 A A Al B el I
ldp _ d’w d d ~dw _ dw dw o, _dw .
p£_2+€ ?ET-’- 3F+2dz:z+2dydz) d":—d‘:'u_ d"; v d.‘: w3
Cauchy
(1828)[3] )—§+(R+H)—§+(Q+I)—§+2Razay+zQazaz 5§, it lif
SS}f'steml (R+G)$’}+(M+H)—¥+(P+1)5§+2PT§-+2R1y+Y g?;l, R+lp |G |G
of particles 52 G =0|=0
in elastic solid (Q+G87§+(P+H)_§+(N+I)'—§+2Qazaz+2P 51 +Z= ‘a?§ %— %
and fluid G=H=1I, L=M= N P=Q=R, L=3R
Poisson
2 2 2 2 2 2
(ssizs) | fx -G +a?(St+ k3L 15+ 1E) = Doy,
4e1ast1csohd y_d2v+a2(d2v+2d2u+gd2w+_1.d"’u+ldzv _ Od% o2 202 |1
defined _d? —gf 3dzgy Sdzgy 3;1_:527 335 . PW; 3 312
in general | | Z- G +o? (S + 3L + IEE 30+ 15Y) < Iy
equations
72, ¥
p(Be —x)4+ 22 +a(K+k)(m+"—}+‘j—z% +ek+RE(R+E+92) =0
d%y d(d dw) —
poteson ——-—Y)+ 2 { o(K + k) §g+d~y¢+ L) +5k+if (2 +L+42)=0,
(1831)[25] P D Z)+ +Q(K+k) m +§—¥)+%(K+k):—z(d—‘z‘+d—;+%)=0,
. d’ B
5 gmgilﬁ'f:;ed X - "d—t-:)— +»3(g;:' 2y d_z!' B |3 3
equations p(Y - .TJ‘)" +ﬁ(—r+—g5+w)’
oz - L5) = +ﬁ(3;2'+—2'+*r)
where @ = p a-—’L é{g—%, B= a(K+k)
d d{d d: d =
Stokes X)+HE u?w @f '"‘f) sE(Erg+e)=0
6|asio)zr  f12)s (4 Y)+ 2 um+%+ G -sh(grg+4) =0 b5 3
(D'"—Z)+d,—u Ly 4y ",‘”)—%%L(L—”a%“’% =0.
Prandtl 8 Bu du _ 2 ol 2 8° 82 82
Tlassy (B resreBiud- xiE s (B ) B e m). | | | |
for incompressible, it is simplified as follows : divw =0, £¥ = g— lgrad p+vAw
HD t P
TOBFEITEITITRY L7272V, (The Note)

Poisson doesn’t use at all of sum except for 3" R, + Y rR [26, pp.30-31] and 3~ R’ [26, p.68], in which he
explains the mathematical exceptions, as well as in The Note, however, in the parent part to The Note [26], he
isn’t necessary for using of sum instead of integral, and uses the ordinary deduction of the hydrostatic equations

as follows :

Quant 3 la somme d’ol dépend la pression sur un plan, et qui fait exception & la régle générale,

c’est-a-dire qui n’est pas réducible 3

une intégrale, il nous suffira d’avoir expliqué comment elle

peut varier, suivant un rapport quelconque, pour des variations trés petites dans les intervalles
moléculaires, provenant du degré de condensation du liquide. Nous n’aurons pas besoin d’en calculer
& propri la valuer; elle dépendra de la pression extérieure, de la pesanteur et des autres forces données
qui agissent sur le liquide; et son expression en fonction des coordinées d’un point quelconque, se
déduira, comme de coutourne, des équations de I'Hydrostatique.|[26, p.31,913.]

In a word, we can conclude that Poisson choices sum or integral as the case may be of the material, after enough
alternative. Navier passesd away in 1836, and we don’t know whether he had checked Poisson’s Note, which was
issued in 1831. Poisson passed away in 1840. The Navier-Stokes equations was fixed until 1934, which is cited

by a textbook by Prandtl. (cf. Table 1, entry no. 7. For further particulars, cf. [10].)

There are disputes of

sorts such as with Navier [14, 15, 16], with Fresnel, or about the application of algebraic root to transcendental
equations with Fourier [24, 6, 7, 8], however, at any rate, we should evaluate his uniqueness and rigorousness of
integral method.
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