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論 文

デ ィジタル通信 システムのサンプル値H∞ 設計 *

永原 正 章†・山本 裕†

Sampled-data H∞ Design for Digital Communication Systems * 

Masaaki NAGAHARA† and Yutaka YAMAMOTO†

A design procedure for data compression and equalization for digital communication systems 

is developed based on the multirate sampled-data H•‡ control theory. The procedure provides 

transmitting/receiving filters so as to minimize the error between the original signal and the received 

signal with a time delay, and to reduce the noise added to the channel. While the system is multirate 

and infinite-dimensional due to up- and downsampling and a delay, the design problem can be 

reduced to a finite-dimensional discrete-time problem using the lifting and the FSFH (fast-sample 

and fast-hold) approximation. Numerical examples are presented to illustrate the effectiveness of 

the proposed method.

1. は じめ に

インターネットや携帯電話等の急速な発展により,デ ィ

ジタル通信の重要性はます ます大 きくなっている.デ ィ

ジタル通信にはつぎのような利点がある[7]:

・ 情報を圧縮 して効率の良い通信がおこなえる.

・ 情報を暗号化 して伝送で きる.

・ 雑音に強い.

ディジタル通信では,音 声や画像などアナログの情報源

は標本化されたのちに送信装置によって通信路に送られ

る.従 来のディジタル通信では,情 報源のアナログ特性

に着 目することなく,デ ィジタル通信 システム全体 を離

散時間システムととらえた設計がおこなわれている.す

なわち,情 報源のアナログ信号がナイキス ト周波数以下

に完全 に帯域制限されていると仮定 し,標 本化の影響を

無視 して議論が進め られることが多い.し かし実際には

完全帯域制限の仮定は成 り立たたず,ナ イキス ト周波数

以上の成分が情報源には含まれるはずである.し たがっ

て,よ り精密なディジタル通信 システムの設計 をおこな

うためにはもとのアナログ信号の特性 をも考慮する必要

がある.

近年,こ のような問題にたい してサンプル値制御理論

が応用 され,ア ナログ特性を考慮 したディジタル信号処

理が提案 されている[5,12,6].特 に参考文献[6]に おいて

は,イ ンターボレータの設計問題がマルチレー トサンプ

ル値制御系設計問題 として定式化 された.本 論文では,

サ ンプル値制御理論 を用いたこの手法 をディジタル通信

システムの設計に応用 し,ア ナログ特性 を考慮 した送受

信フィルタの設計手法を提案する.す なわち,送 信信号

と受信信号 との誤差系のL2誘 導 ノルムを最小化する送

受信フィルタをサンプル値H∞ 最適制御理論 を用いて導

出する.

また,デ ィジタル通信においてはしばしば信号 を圧縮

して送信することがおこなわれる.圧 縮の操作はダウン

サ ンプラで表現されるため,送 受信フィルタの設計 はマ

ルチレー ト系 にたいするサ ンプル値H∞ 最適設計 とな

る.こ のようなマルチレー トサンプル値H∞ 制御の研究

は従来 より行われてお り[3,8],本 論文で もそれらの研究

と同様の手法,す なわち離散時間リフティング[4]を 導

入する.そ れによって,送 受信 フィルタの設計問題は単
一レー トシステムにたいするサンプル値H∞ 最適化問題

と等価 となる.

さらに,設 計問題 はむだ時間を含む無限次元サンプル

値系であるが,フ ァース トサ ンプル ・ファース トホール

ド(FSFH)近 似手法[11]を 用いて近似離散時間系の設
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計問題に帰着する.

最後 に数値例により,ア ナログ特性 を考慮 しない離散

時間領域での設計 と提案手法を比較 し,本 手法の有効性

を示す.

2. 設 計 問 題

ディジタル通信システムのブロック線図をFig.1に 示

す.連 続時間信号wc∈L2[0,∞)に たい して連続時間ロー

パス フィルタFc(s)を 作用 させ,信 号ycを 得 る.こ の

Fc(s)は 伝送すべ きアナログ信号の先見情報であると考

えることがで きる.パ ルス振幅変調(PAM)や パルス符

号変調(PCM)[7]で は,周 期h/Mで 動作する理想サ ン

プラSh/Mに よって連続時間信号ycが 離散時間信号 駒

に変換 される.信 号ydは 送信 フィルタKT(z)か ら通信

路Cd(z)に 送信 される.

ここで,送 信信号を圧縮 し効率の良い通信 をおこなう

ために,送 信 フィルタの後 にダウンサ ンプラ↓Mが 挿入

される.ダ ウンサンプラ ↓Mは 次式で定義 される:

すなわち,ダ ウンサ ンプラは離散時間信号をM-1個 間

引 くことにより,サ ンプル周期 をM倍 させるシステム

である.送 信信号をダウンサ ンプルすることにより,信

号の情報量は1/Mに 減ることになる.

この送信信号が通信路 に送 られる.一 般に通信路の特

性は複雑であ り,と くに無線通信などではフェーディン

グとよばれる非線形現象がみられるが,こ こでは簡単の

ため通信路をLTIモ デルCd(z)で あらわす.こ の通信路

Cd(z)の 後に雑音ndが 加わる1.

雑音 を含んだ受信信号はM倍 のアップサ ンプラ ↑M

により,サ ンプル周期h/Mの 信号に変換 される.こ こ

でアップサ ンプラ↑Mは 次式で定義 される:

アップサンプルされた信号は受信 フィルタKR(z)を 通

り,周 期h/Mで 動作す る0次 ホール ドにより連続時間

信号 に変換 される.こ の連続時間信号がアナログフィル

タPc(s)に より平滑化されて出力信号zcが 得 られる.

ディジタル通信では,送 受信 フィル タKT(z)お よび

KR(の を用いて,通 信路および付加雑音による受信信号

の劣化 を抑制 し,も との信号ycを 忠実に再現する必要が

ある.こ こで送信フィルタKT(z)は,通 信路の特性Cd

によって減衰する周波数帯域 をあ らかじめ増幅 してお く

働 きがあ り,受 信フィルタKR(z)は 伝送路で生 じたひず

みや雑音を除去する働 きがある.こ れらのフィルタによ

る復元信号zcと もとの信号ycを 比較するためにFig.2

の誤差系 を考える.こ こで送受信フィルタによる復元過

程にはある程度の時間遅れが許されるため,時 間遅れ要

素e-Lsが 用い られる.

この とき設計問題は以下のように定式化 される:

【問題1】 安定かつ厳密 にプロパなF(s),安 定かつ

プロパなP(s),安 定な通信路Cd(z),時 間遅れLが 与え

られたとする.こ のとき

(1)

を最 小 化 す るKT(z)とKR(z)を 求 め よ.

3. 設 計 ア ル ゴ リズ ム

3.1 設計問題の分割

問題1は 送受信フィルタの設計問題であるが,こ れら

を同時に求める問題は非凸な最適化問題であ り,容 易に

解 くことはで きない.し たがって本論文では同時に二つ

のフィルタを設計するのではなく,問 題 を受信 フィルタ

の設計問題 と送信 フィルタの設計問題 に分割する:

Step A Fig.2に おいて送信フィルタKTを 固定 し

を最 小 化 す る 受 信 フ ィル タKRを 求 め よ.

Step B Fig.2に お い て受 信 フ ィ ル タKRを 固 定 し

を最小 化 す る 送 信 フ ィル タKTを 求 め よ.

設 計 はKTの 初 期 値 を1と し,StepAとStepBを 繰 り

返 す.

StepBに お い て 設 計 され るKTはndか らecま で の

特 性 を変 え る こ とが で きな い こ と に注 意 す る と,StepA

1PCMで はvdに たい して量 子化 や符号 化 の操作 が加 わ

るが,本 論 文 では それ らの影 響 を通信 路 に加 わ る雑 音

ndと み な して設計 をお こな う.

Fig. 1 Digital communication system 

Fig. 2 Error system for design
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とStepBで は最適化する評価関数は異なるが各ステッ

プにおいて(1)の 目的関数J(KR,KT)は 単調 に減少す

る.す なわち,次 の命題が成 り立つ.

【命題1】 任意の整数n≧1に たいしてつ ぎの不等式

が成 り立つ.

た だ し,K(n)Rお よ びK(n)Tはn回 目の 設 計 に よ っ て得 ら

れ る送 受 信 フ ィ ル タで あ る.ま た

(2)

とお く.

(証 明)Fig.2に お い て,wcお よ びndか らecま で の

シ ス テ ム をそ れ ぞ れTew(KR,KT),Ten(KR)と お く.ま

ずn回 目のKRの 設 計(StepA)に お い て,

K(n)R=argmin
KRJ1(KR)=argminKRJ(KR,K(n-1)T)

で あ る か ら,

(3)

が 成 り立 つ.つ ぎにn回 目 のKTの 設 計(StepB)に お

い て,

よ り,

で あ り,し た が って

が成 り立 つ.す な わ ち,

(4)

以 上 の(3)と(4)よ り

が 成 り立 つ.ま た(2)の 定 義 よ り

は 明 らか で あ る.

3.2 FSFH近 似手法 による設計

設計問題StepAお よびStepBは むだ時間e-Lsお よ

びアップサンプラ↑M,ダ ウンサ ンプラ↓Mを 含むマル

チレー トサンプル値系の設計問題となるが,参 考文献 同

でとられた手法,す なわち,離 散時間リフティング[4]お

よびFSFH近 似手法[11]の 導入により単一レー トの有限

次元離散時間系の設計問題へ帰着 される.

まずマルチレー トを単一 レー トに変換する.離 散時間

リフティングを次式で定義する.

この と きつ ぎの 補 題 が 成 り立 つ[5].

【補 題1】

た だ し,

で あ る.こ の補 題 よ り,Fig.2の マ ル チ レー ト系 はFig.3

の単 一 レ ー ト系 へ 変 換 され る.

つ ぎ にフ ァー ス トサ ン プル フ ァー ス トホ ール ド(FSFH)

近 似 を導 入 し,む だ時 間 を含 むサ ン プ ル値 系 を有 限次 元

の離 散 時 間系 へ 変 換 す る[6].

【定 理1】 む だ 時 間 をL=mh/M(mは 自然 数)と

お く.設 計 問 題StepAお よ びStepBに お け る マ ル チ

レー トサ ン プ ル 値 系 に た い して,有 限 次 元 離 散 時 間 シ ス

テ ム{TR,N:N=1,2,…}お よ び{TT,N:N=1,2,…}が

存 在 し て次 式 が 成 り立 つ.

(5a)

(5b)

(証明)FSFH手 法によりサンプル値系 を離散化する.

ここでFSFH手 法 とは,周 期hの サンプル値系の連続

時間入出力を,周 期h/N(Nは 自然数)で 動作するサ

ンプラとホール ドによって離散化 し,十 分大 きなNに

たいする離散時間信号で連続時間信号 を近似する方法で

ある(Fig.4).さ らに離散時間リフティングLNを 導入

し,edN:=LN(edN),wdN:=LN(wdN)と 変換する.こ

の と き ‖ec‖L2〓 √h/N‖edN‖l2,‖wc‖L2〓 √h/
N‖wdN‖l2

が 成 り立 ち,さ ら に[wdN,nd]Tか らedNま で の シ ス テ

Fig. 3 Single-rate error system
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ム をTR ,N,wdNか らedNま で の シ ス テ ム をTT,Nと お

く と,TR,N,TT,Nは 有 限 次 元 離 散 時 間系 とな る.ま た

と定義すると,参 考文献[11]に より(5)の 収束が成 り立

つ.

定理1に おける有限次元離散時間系の具体的な公式を

以下に示す.た だし,FSFHの 分割数をN=Ml(lは 自

然数)と お く.ま たプラン トGと フィルタKの フィー

ドバ ック接続 をFl(G,K)と 表わす.

ここでFdN,PdNは それぞれN入 力N出 力の離散時間

LTIシ ステムとなる[1].例 えばP(s)の 状態空間実現を

(A,B,C,D)と お くとPdNの 状態空間表現は次式で与え

られる.

この結果 より,も とのマルチレー トサ ンプル値制御系

にたいする設計問題は離散時間系の設計問題に帰着 され,

MATLABな どの数値解析 ツールを用いて効率的にフィ

ルタを得ることがで きる.

4. 設 計 例

ここでは以下の設計パラメータを用いた設計例 を示す.

なお,時 間遅れはL=2と し,FSFH近 似の分割数Nを

4と する.通 信路のモデルCd(の は参考文献[2]か ら引

用 した.こ の通信路Cd(z)の ボー ド線図をFig.5に 示す.

Fig.5か らわかるように,こ の通信路は中域の周波数に

おいてピークを持ち,高 域では減衰する特徴がある.こ

のようなローパス特性 は,ケ ーブル伝送などで しばしば

見 られる特徴である[7].

4.1 圧縮 しない(M=1)場 合

Fig.2に おけるサンプリング周期 をh=1と する.得

られた送受信フィルタのゲイン応答 をFig.6に 示す.比

較のため離散時間設計,す なわちF(s)=1の もとで系の

入出力 をゼロ次ホール ドによって離散化[1]し て設計 し

た ときに得 られた送受信 フィルタを同時に示す.サ ンプ

ル値設計 ・離散時間設計 ともに送信フィルタは信号 を増

幅 し,受 信 フィルタは信号を減衰させる作用があること

がわかる.

つぎに,得 られたフィルタにたいする性能解析を示す.

Fig.7にTew,Fig.8にTenの 周波数応答を示す1.

Fig.7よ り離散時間設計 に比べサンプル値設計はよい

復元性能を示 していることがわかる.ま た,Fig.8よ り,

サ ンプル値設計では高周波の雑音にたい して良い減衰を

示 しているが,低 周波においては離散時間設計 よりも悪

い結果となっている.

つぎに,得 られた送受信 フィルタによるシミュレーショ

1この周波数応答 はサ ンプル値系 と しての応答 であ る[10] .

以 下の周 波数 応答 も同様.

Fig. 4 FSFH discretization 

Bode Dlagram of Channel 

Fig. 5 Bode diagram of channel Cd (z)
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ン を示 す.送 信 信 号 と してwc(t)=sin(0.1t),雑 音 と して

nd(k)=sin(3k)を 用 い る.受 信 信 号zc(t)をFig.9(サ

ン プ ル値 設 計)とFig.10(離 散 時 間 設 計)に 示 す .サ ン

プ ル値 設 計 さ れ た 送 受 信 フ ィル タが も との 送 信 信 号 を復

元 で きて い る の に た い し,離 散 時 間設 計 で は 雑 音 の影 響

を大 き く受 け て,信 号 が う ま く復 元 で きて い ない こ とが

わ か る.

4.2 圧 縮 が あ る場 合

つ ぎ にM=1,2,4,8と して,圧 縮 した 後 送 信 を 行 う

系 の 設 計 例 を示 す.Fig.2に お け る サ ン プ リ ング 周 期 は

h/M=1と す る.こ の と き,送 信 さ れ る信 号 の 情 報 量 は

そ れ ぞ れ1,1/2,1/4,1/8倍 に圧 縮 さ れ る こ と に な る.

Fig.11にTewの 周 波 数 応 答,Fig.12にTenの 周 波 数 応

答 を示 す.Fig.11よ り,情 報 量 を1/M倍 に圧 縮 した と

き,‖Tew‖ は 圧 縮 し ない 場 合 に比 べ て 約6×MdB増 加

す る こ とが わ か る.と くにM=2の 場 合 は低 周 波 領 域

に お い て圧 縮 しな い と き と誤 差 が0.5dB程 度 しか 増 加 せ

ず,そ れ 以 上 の 圧 縮 に比 べ て 良 い復 元 性 能 を示 して い る.

ま た,Fig.12よ り,Fig.11と は逆 に圧 縮 す る に したが っ

Frequency Response

Fig. 6 Gain characteristic of filters: sampled-data design 

(transmitting filter (solid), receiving filter (dash) 

), discrete-time design (transmitting filter (dash-
dot),receiving filter (dot)) 

Frequency Response of Tew 

Fig. 7 Frequency response of Tew: sampled-data design 

(solid), discrete-time design (dash) 

Frequency Response of Ten 

Fig. 8 Frequency response of Ten: sampled-data design 

(solid), discrete-time design (dash) 

Output--Sampled-Data design 

Fig. 9 Time response: sampled-data design (solid), orig-

inal signal (dot) 

Output--Discrete-Time design 

Fig. 10 Time response: discrete-time design (solid), orig-

inal signal (dot)
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て ‖Ten‖は減少 していることがわかる.

5. お わ り に

本論文ではサンプル値H∞ 制御 を用いてディジタル通

信 システムにおける送受信 フィルタの設計手法 を提案 し

た.ア ナログ特性を考慮 した本設計手法は,特 に音楽や

音声,画 像などのアナログ信号のディジタル伝送(PAM

もしくはPCM通 信)に 有効 と考 えられる.
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Frequency Response of Tew 

Fig. 11 Frequency response of Tew: compression ratio 

M=1 (solid), M=2 (dash), M=4 (dot), M=8 

(dash-dot) 

Frequency Response of Ten 

Fig. 12 Frequency response of Ten: compression ratio 
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(dash-dot)

43


