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論 文

イ ンターボ レー タのサ ンプル値H∞ 設 計*

永 原 正章†・山本 裕†

Sampled-Data H∞Design of Interpolators*

Masaaki NAGAHARA†and Yutaka YAMAMOTO†

A design procedure for interpolators is developed based on sampled-data control theory. The

procedure provides an interpolator which minimizes the L2-induced norm of the error system be-
tween the interpolator and a time-delay, and the L2/l2-induced norm of the system between the

quantization noise and the output of. the interpolator. While the system is multirate and has delay
elements, the design problem can be reduced to a finite-dimensional discrete-time problem using the
FSFH (fast-sample and fast-hold) approximation. Numerical examples are presented to illustrate
the effectiveness of the proposed method.

1.　 は じめ に

デイジタルフイルタ設計には,窓 関数法や等リプルフイ

ルタ,双 一次変換法など様々な設計手法がある[4, 13, 15].

これらの手法は,あ る望 ましい特性(例 えば理想 ローパ

ス特性)を 近似する手法であり,そ の近似には対象 とな

る信号処理系全体の特性は考慮されていない.し たがっ

て設計の際には,そ れぞれの信号処理系に応 じて近似手

法 を適切に選ぶ必要がある.ま た,こ れらの設計法 は,

元の連続時間信号がナイキス ト周波数以下 に完全に帯域

制限されていると仮定 して離散時間領域での議論 となっ

ている.し か し現実には連続時間信号 を完全に帯域制限

することは不可能であり,元 信号にはナイキス ト周波数

以上の成分 も含 まれる.し たがって,よ り厳密な設計を

するためには,連 続時間信号 と離散時間信号が混在 した

サ ンプル値系 として信号処理系を捉えなければならない.

この問題に対 し,参 考文献[2]で は信号処理の問題に

H∞ 制御 を導入 した.こ こでは信号復元問題 にH∞ 評

価規範を用い,デ ィジタルフィルタ設計の新 しい手法を

提案 しているが,こ れは離散時間領域での取 り扱いであ

り連続時間特性は考慮 されていない.こ れに対 し参考文

献[8]で はディジタルフィルタ設計にサンプル値H∞ 制

御理論を導入 し,連 続時間信号に対する最適信号復元問

題が議論 されている.こ の手法により,ナ イキス ト周波

数以上の周波数成分 をも考慮 した設計が可能となる.こ

の研究以降,サ ンプル値制御理論 を用いたディジタル信

号処理系 の研究が行われている[10, 5].参 考文献[5]で

はオーバーサンプルD/A変 換器でのFIR型 インター

ポレーションフィルタ設計 をマルチ レー トサンプル値制

御理論[14]を 用いて行い,凸 最適化問題に帰着 して解い

ている.ま たそこでは信号復元の最適化 をH∞ 設計で,

量子化雑音の除去 をH2設 計で行ってい る.本 研究で

はIIR型 インターポレーションフィルタ設計にサンプル

値制御理論 を導入 し,信 号復元の最適化 と雑音の除去を

H∞ 設計 により行 う.量 子化雑音の除去には通常,雑 音

を白色雑音 と仮定 してH2設 計が行われるが,現 実にこ

の仮定が成 り立つとは限らない.し たがってH∞ 評価

規範 を導入 し,最 悪の雑音に対する性能を補償すること

により,量 子化雑音 に対するロバス ト性を高めることが

できる.ま たH2/H∞ 設計 に比べ, H∞ 設計 は問題が

はるかに簡単になる利点 もある.

本研究で考慮する信号処理系は複数のサンプル周波数

が存在するマルチ レー ト系であり,ま た信号の復元 に連

続時間の遅れを許すため無限次元系 となる.本 論文では,

これを離散時間リフティング[9]を 用いて単一 レー ト系

へ と変換 し,フ ァース トサンプル ・ファース トホール ド

(FSFH)近 似[7, 12]を 用いて有限次元離散時間系へ と変
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換する.ま た, FSFH近 似 による具体的な設計公式を示

す.最 後 に設計例 を示 し,従 来法 と比べ提案手法の有効

性 を示す.

2.　 問 題 設 定

インターボ レータとは,あ る離散時間信号のサンプリ

ング周期 を1/M倍(Mは2以 上の整数)す る変換器で

あ り,通 常アップサンプラとディジタルフィルタを用い

てFig. 1の ように構成される[4, 13, 15].こ こでアップサ

ンプラ ↑Mは 次式で定義 される.

この ア ップ サ ン プ ラ ↑Mに よ り,サ ン プ ル 周 期hの 離

散 時 間 信 号 駒 はサ ンプ ル 周 期h/Mの 離 散 時 間信 号xd

に 変 換 さ れ る.ア ップ サ ン プル さ れ た信 号 に は イ メ ー ジ

ン グ成 分[4, 13, 15]が 生 じる た め,こ れ を 除 去 す る た め

に デ ィ ジ タ ル フ ィル タK(z)を ほ ど こす.こ の フ ィル タ

K(z)を イ ンタ ー ポ レ ー シ ョ ン フ ィ ル タ と呼 ぶ.

Fig. 2の ブロック線図は,ア ナログ入出力 を含めたイ

ンターボ レータの信号処理系を示 している.ま ず,連 続

時間信号wc∈L2[0,∞)に 対 して連続時間ローパスフィ

ルタF(s)を 作用 させ信号ycを 得 る.こ の信号ycは

周波数特性F(s)を 持つアナログ信号であ り, F(s)は

ディジタル処理 されるべ き信号源の周波数特性をつかさ

どる先見情報であると考 えることがで きる.従 来のディ

ジタル信号処理では,こ のF(s)と いう特性 は考慮 され

ていない1.こ のアナログ信号ycは サンプル周期hで 動

作するサ ンプラshに よって離散時間信号 駒 に変換 さ

れる.つ ぎに,こ の離散時間信号 駒 に雑音 鞠 が加わ

る.こ れは量子化 を簡単にモデル化 したものである.雑

音が加わった離散時間信号yd+ndは,イ ンターボレー

タK(z)(↑M)に よりサンプル周期h/Mの 離散時間信

号udへ 変換 される.離 散時間信号 陶 は,サ ンプル周

期h/Mで 動作する0次 ホール ドHh/Mに より連続時

間信号ucに 変換される.こ のホール ド出力信号はアナ

ログローパスフィルタP(s)に よって平滑化 され出力信

号zcが 得 られる.こ のフィルタP(s)は0次 ホール ド

によって生 じる高周波成分 を除去するはたらきがある.

ここでの設計 目的は,与 えられたF(s), P(s), Mに

対 してアナログの入力信号ycを 忠実 に復元するような

インターポレーションフィルタK(z)を 求めることであ.

る.そ こで元信号 とインターボレータの出力を比較する

ために連続時間入出力を考慮 した誤差系Fig. 3の ブロッ

ク線図を考える.通 常の制御問題 と異なり,信 号の復元

処理にはある程度の時間遅れが許されるため,時 間遅れ

要素e-Lsが 挿入 されている.こ こで信号の復元誤差を

e.:=zc-zcと お く.こ の とき設計問題 は次のように定

式化 される:

【問 題1】 安 定 か つ厳 密 に プ ロパ なF(s)お よび 安 定

か つ プ ロパ なP(s),ア ッ プサ ン プ ラ定 数M,遅 れ定 数

五 が 与 え られ た とす る.信 号[切wc,nd]Tか らecへ の シス

テ ム をTewと お く.こ の と き,与 え られ た γ>0,γ>0

に対 し

(1)

を満たすIIR型 フィルタK(z)を 求めよ.

3.　 離 散 時 間 有 限 次 元 系 へ の 変 換

問題1は アップサ ンプラ ↑Mを 含むためマルチ レー

ト系の設計問題であ り,ま た連続時間の時間遅れ要素 を

含む無限次元系の設計問題で もある.

ここでは,離 散時間1)フ ティング[9]を 用いてマルチ

レー ト系を単一レー ト系へ変換 し,さ らにファース トサ

ンプルファース トホール ド(FSFH)近 似[7 ,12]を用いて,

この設計問題が有限次元離散時間系の設計問題へ と帰着

されることを示す.こ こで,遅 れ定数 五はサンプル周期

hの 自然数倍,す なわちL=mh (mは 自然数)と 仮定

する.こ の仮定は,設 計問題を有限次元化する際に必要

となる.

3.1　 単一 レー ト系への変換

まず,離 散時間リフティングを定義する2.

1従 来 の離 散 時 間領 域 で の取 り扱 いで は
, F(s)は ナ イ

キス ト周 波数 以 下 にカ ッ トオ フ周 波 数 を持 つ 理想 フ ィ

ル タであ る.

2時 間領域 にお け るシ フ ト作 用 素 と
z変 換 の変 数 を同 じ

記号zで 表 わす こ とにす る.

Fig. 1 Interpolator

Fig. 2 Signal processing of interpolator

Fig. 3 Error system for interpolator design
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(2a)

(2b)

た だ し ↓Mは ダ ウ ンサ ン プ ラ で あ り次 式 で 定 義 さ れ る.

↓M:xd→ydyd[k]=xd[Mk]

次 に一 般 化 ホ ー ル ドHhを 定 義 す る.

Hh: l2∋v→u∈L2,u(kh十 θ)=H(θ)v[k]

θ∈[0,h), k=0, 1, 2,...

これらを用いてマルチレー ト系 を単一 レー ト系へ等価変

換する.

【補題1】 次の等式が成 り立つ.

(3)

(4)

ここで π はフィル タKの 離散時間リフティングであ

り,次 式で定義 される.

(5)

(証 明)イ ン タ ー ボ レー タK(z)(↑M)は 以 下 の よ う

に変 換 され る.

(6)

ここで π(の は(5)式 で定義 されるK(z)の 離散時間リ

フティングであ り, 1入 力M出 力のLTIシ ステムとな

る.ま た 一般化ホール ドHhに 関 して次の等式が成 り

立つ.

(7)

した が って(6)式 と(7)式 よ り(3)式 が 成 り立 つ こ とが わ

か る.ま た,関 係 式K(zM)(↑M)=(↑M)K(z)[4, 13, 15]

を用 い れ ば,離 散 時 間 リ フ テ ィ ン グ の 定 義(2)式 と(6)

式 よ り(4)式 が 成 り立 つ こ とが わ か る.口

補 題1よ りFig. 3の マ ル チ レー ト系 はFig. 4の 単 一

レー ト系 に 等 価 変 換 され, Fig. 5の サ ン プ ル値 制 御 系 が

構 成 され る.

3.2　 FSFHに よる有限次元離散時間系への近似

ここでは,サ ンプル値制御系Fig. 5に 対 してFSFH手

法を導入する. FSFH手 法はサ ンプル値系の性能を近似

的に評価する手法の一つである.こ れは ん周期のサ ンプ

ル値系の連続時間入出力 をh/N (Nは 自然数)周 期で

動作するサンプラとホール ドによって離散化 し,十 分大 き

なNに 対する離散時間信号で連続時間信号を近似する方

法である(Fig. 6).こ のとき,‖ec‖L2〓 √h/N‖edN‖l2,

‖wc‖L2〓√h/N‖wdN‖l2が 成 り立ち,設 計問題(1)式

の左辺は

(8)

で近似 され,離 散時間系の設計問題 となる.次 に近似離

散化 されたプラントの具体的な形 を示す.ま ず, Fig. 5

のサ ンプル値制御系の一般化プラント

に対 して, FSFHに よって連続時間入出力を離散化する.

Fig. 4 Reduced single-rate system

Fig. 5 Sampled-data control system

Fig. 6 FSFH discretization
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ここでFSFHの 分割数はN=Ml, lは 自然数 とする.

次に離散時間リフティングを用いてサンプル周期をhに

統一する.次 のように離散時間リフティングをプラン ト

に施す.

離散時間リフティングLN, L-1Nは 等長作用素であるの

で,入 出力信号のノルムは変化 しない.こ のときの近似

離散時間系をFig. 7に 示す.プ ラン トGNの 各要素は次

のように計算 される.

こ こ で,等 式Hh/ML-1M=Hh/NL-1NVuお よ びsh=

VyLNSh/Nを 用 い た.ま たFdN, PdNは そ れ ぞ れN入

力N出 力 の 離 散 時 間LTIシ ス テ ム とな る[1].例 え ば

P(s)の 状 態 空 間実 現 を(A, B, C, D)と お く と 」PdNの 状

態 空 間表 現 は 次 式 で与 え ら れ る.

以上 よりFSFH近 似離散時間系GNを 用いて(1)式 は

で近似され,問 題1は 近似的に有限次元離散時間系の問

題に帰着 される.対 応する離散時間H∞ 設計のブロッ

ク線図をFig. 8に 示す.こ れにより設計 されたフィルタ

K(z)よ り,(4)式 の変換 を用いてインターポレーション

フィルタK(z)が 得 られる.

4.　 設 計 例

こ こ で は,3.の 結 果 を用 い て イ ン タ ー ポ レ ー シ ョ ン

フ ィル タ の サ ン プ ル値H∞ 設 計 を行 う.

4.1　 外 乱nd=0の 場 合

こ こ で は 量 子 化 誤 差 で あ る外 乱ndを 考 慮 しな い 設 計

例 を示 す.設 計 の パ ラメ ー タ は,サ ンプ ル周 期h=1,遅

れ ス テ ップm=2,ア ッ プサ ン プ ラ の 定 数 . M=2と し,

入 力 の 帯 域 制 限 フ ィ ル タ と して

を用いる.こ れはオーケス トラの楽音のエネルギー分布

をシミュレー トした ものである.ま たP(s)=1と する.

これらのパラメータの もとで,評 価式(1)に おける7を

最小化するフィルタK(z)をFSFHの 手法 を用いて設計

する.こ こでFSFHの 分割数をN=M×4=8と する.

本設計手法の有効性を確かめるため,信 号処理でよく用

いられるJohnstonフ ィルタ[6]と 比較する.

得られたフィルタのゲイン特性をFig. 9に 示す.実 線

がサ ンプル値設計 によって得 られたフィルタ(KSD(z)

Fig. 7 Discrete-time system approximated by FSFH

Fig. 8 Discrete-time system approximated by FSFH (2)
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とす る),破 線 がJohnstonフ ィル タ(KJ(z)と す る)の

ゲ イ ン特 性 で あ る.フ ィ ル タの 次 数 はKSD(z)が7次,

KJ(z)が31次 で あ る. Johnstonフ ィル タは カ ッ トオ フ

周 波 数(π[rad/s])か ら急 峻 に 減 衰 して い る.信 号 処 理 で

の フ ィル タ設 計 で は,カ ッ トオ フ周 波 数 で の 減 衰 が な る

べ く急 峻 とな る よ う に 高 次 の フ ィル タ が 用 い ら れ るが,

サ ン プ ル 値 設 計 に よ る フ ィル タKSD(z)は 緩 や か な 減

衰 を示 して い る.こ れ らの フ ィ ル タに よ る信 号 復 元 の 誤

差 系Tew1の 周 波 数 応 答1をFig. 10に 示 す.サ ン プ ル値

設 計 に よ る フ ィル タKSD(z)の 次 数 が7次 と低 い に もか

か わ らず, 31次 のJohnstonフ ィル タ よ りも良 い 特 性 を

示 して い る.こ れ らの フ ィル タ特 性 の違 い を見 るた め に,

入 力wcを 矩 形 波 と した と き の,そ れ ぞ れ の フ ィル タ で

の信 号 復 元 をFig. 11, Fig. 12に 示 す.

Johnstonフ ィル タの応答 には大 きなリンギングが生

じている.こ れは急峻なカットオフ特性によって生 じた

ギブス現象であると考えられる.一 方,提 案手法はサン

プル値H∞ 制御 を用い,ナ イキス ト周波数以上の高周

波成分 も考慮 した設計 であるので,矩 形波応答にはリ

ンギングが少な く,き れいに再現で きていることがわか

る.ま たサ ンプル値設計のフィルタKSD(z)の 位相特

性 をFig. 13に 示す.こ れよりカットオフ周波数付近 ま

でほぼ線形位相特性を示 していることがわかる.な お,

1ここでの誤差系の周波数応答は連続時間入出力信号を

考えたサンプル値系の周波数応答である.サ ンプル値

系の周波数応答については参考文献[11,12]な どを参

照のこと.以 下の誤差系の周波数応答も同様である.

Fig. 9 Frequency response of interpoiation filter:

KSD (z)(solid) and KJ(z)(dash)

Fig. 10 Frequency response of error system Tew1:

sampled-data H∞design (solid), Johnston filter

(dash)

Fig. 11 Time response (sampled-data design)

Fig. 12 Time response (Johnston filter)

Fig. 13 Phase diagram for KSD
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Johnstonフ ィル タ は全 周 波 数 で線 形位 相 特 性 を持 つ.

4.2 外 乱ndを 考 慮 し た 場 合

こ こで は 量 子 化 雑 音 を考 慮 した設 計 を示 す.問 題1に

お け る 評 価(1)式 に お い て 重 みrを 適 切 に 設 定 す る こ

と に よ り,信 号 復 元 の精 度 と量 子 化 雑 音 の低 減 を 同時 に

考 慮 で きる.

設 計 パ ラ メー タ は4.1と 同様 と し,重 みrを0か ら2

まで 変 化 させ て,H∞ 設 計 を行 う.す な わ ち評 価 式(1)

にお け るrを 最 小 化 す る フ ィ ル タK(z)をFSFHの 手

法 を用 い て 設計 す る. FSFHの 分 割 数 はN=-M×4=16

とす る.こ こ で,信 号wcか ら 復 元 誤 差ecま で の シ

ス テ ム をTew1,雑 音ndか らecま で の シ ス テ ム を

Tew2と お き,最 適 設 計 され た フ ィ ル タ を用 い た と き の

‖Tew1‖∞ と ‖Tew‖ ∞ をそ れ ぞ れropt1, ropt2と お く.

重 みrに 対 す るropt1とropt2をFig. 14に 示 す.こ

の 図 よ り γ=1の と き γopt1=ropt2と な る こ とが わ か

る.ま た γ を 大 き く取 れ ばropt1は1に 近 くな る が,

これ は γ→ ∞ の と き 最 適 なK(z)が0に 近 づ くた め ,

‖Tew1‖∞ → ‖e-LsF(s)‖ ∞=‖F(s)‖ ∞=1と な る か ら

で あ る.し か し実 際 は,量 子 化 雑 音 の 大 きさ は信 号復 元

の誤 差 に比 べ 十 分 小 さい と考 え られ る の で,重 みrは 大

き くと る必 要 は ない.

次 に γ=0.025と してフィルタK(z)を 設計 し,参 考

文献[5]のH2/H∞ 設計法(FIR型 フィルタ設計)と 比

較する.得 られたフィルタのゲイン特性 をFig. 15に 示

す.ま た,誤 差系Tew1, Tew2の 周波数応答 をそれぞれ

Fig. 16, Fig. 17に 示す.誤 差系Tew1に 関 しては,提 案

手法 と従来法は共にH∞ 評価規範 を用いた設計であ り,

低周波域 と高周波域において差がみられるものの,ど ち

らが良いかは一概 に言えない.一 方,誤 差系Tew2を 見

ると,低 周波では従来法 ・提案手法ともに雑音は除去でき

ていないが,高 周波においては提案手法の方が雑音をよ

り除去で きていることがわかる.こ れは,元 信号(Fig. 2

のyc)に は低周波成分が多 く含まれ,こ れと量子化雑音

短 の低周波成分 とは区別で きないため,両 者 ともに低

周波では雑音 を除去で きないためである と考 えられる.

従来法では量子化誤差を白色雑音でモデル化 し」σ2設 計

を行っているが,こ のように低周波雑音 を除去できない

ことを考 えれば,高 周波域で雑音をより除去 している提

Fig. 14 Weight r vs ropt 1 (solid), ropt2 (dash-dot)

Fig. 15 Frequency response of filter: H∞design (solid)

and H2/H∞design (dash)

Fig. 16 Frequency response of error system Tew1: H∞

design (solid) and H2/H∞design

Fig. 17 Frequency response of error system Tew2: H∞

design (solid) and H2/H∞design
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案手法が量子化雑音 に対 して有効であると考 えられる.

5. お わ りに

本論文ではインターボレータにおけるディジタルフィ

ルタ設計問題 をマルチ レー トサンプル値H∞ 設計問題

として定式化 し,設 計問題が有限次元離散時間系のH∞

設計問題に帰着されることを示 した.従 来の信号処理で

は,イ ンターポレーションフィルタには急峻なカットオ

フ特性を持つフィルタが用いられているが,ア ナログの

入出力までを考慮 した場合,こ のような特性 は必ず しも

良いとは言えないことを設計例によって示 した.さ らに,

従来では白色雑音 としてモデル化 される量子化誤差によ

る雑音の除去をH∞ 評価規範 を用いて行い,周 波数領

域で従来 よりも良好な結果を得た.
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