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「『ディジタル制御の理論と応用の新展開』特集号」 解 説

サンプル値制御理論とそのディジタル信号処理への応用
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1. はじめに

音声や画像，映像など本来アナログの情報を離散化
し，ディジタルデータとして扱うことは，近年ではきわ
めて当たり前の技術となっており，むしろアナログのま
まデータを扱うことのほうがまれとなっている．音楽プ
レーヤーや携帯電話，ボイスレコーダなどの音楽・音声
用機器から，ディジタルカメラやディジタルテレビなど
の画像・映像用機器まで，我々の身の周りには，実に多く
のディジタル機器であふれている．これほどまでに普及
したディジタル機器であるが，その土台となるディジタ
ル信号処理技術は，果たして完成したものだろうか．ま
だまだ改良の余地がある，というのが我々の見解である．
例えば，最近のディジタルテレビ放送を見ていると，情
報圧縮にともなうノイズ，特にブロック歪みやモスキー
トノイズと呼ばれるディジタル映像特有のノイズ [3] が
目に付くことが多い．本文 3. で詳しく述べるが，これ
らは Shannon のサンプリング定理にもとづく信号処理
理論 [13,15,14] の欠点が現れたものである．
これら Shannon のサンプリング定理にもとづく信号

処理の問題点を解決するために，筆者らは，サンプル値
制御理論を用いた全く新しい信号処理理論を提案し，シ
ミュレーションおよび実験によりその有効性を示してき
た [7,22,24,11,18,12,5,4,10,25,26]．本解説記事では，ま
ず 2. にて，土台となるサンプル値制御理論，特にリフ
ティングについての簡単な解説を述べた後，3. にて，信
号復元問題という信号処理における基本問題の一つをサ
ンプル値H∞最適化問題として定式化する．その問題に
対して，4. では，高速サンプリングを用いた解法を示
し，5. にて，本手法と従来手法（Shannon の定理のも
とづく方法）を比較するための数値例を示す．

2. サンプル値制御理論

ここでは，サンプル値制御理論の基礎であるリフティ
ングについて解説し，リフティングにもとづいてサンプ
ル値制御系の伝達関数および周波数応答を定義する．ま
た，それにもとづいて，サンプル値制御系の H∞ ノル
ムを導入する．
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第 1 図 リフティング：連続時間信号 w(t) が関数空間に値
を持つ離散時間信号へと変換される．

サンプル値制御系には連続時間信号と離散時間信号
が混在するため，システム全体は周期時変系となり，古
典的な意味での伝達関数や周波数応答1は定義できない．
この問題を解決するのがリフティングと呼ばれる手法
であり，第一筆者らによって 1990年代初頭に開発され
た [19,1,20,21,2]．リフティングを用いれば，連続時間の
線形時不変系を等価的に離散時間系として表現でき，こ
れにより，サンプル値系全体も線形時不変系として表現
できることになる．したがって，サンプル値系の伝達関
数や周波数応答がリフティングを介して定義され，H∞

制御の概念もサンプル値系に対して自然に拡張すること
ができる．
まず，連続時間信号に対するリフティングを定義しよ

う．連続時間信号 {w(t)}t≥0 に対して，次で定義される
写像 L をリフティングと呼ぶ：

(Lw)[k] :=w[k]

:= {w(kh+θ)}θ∈[0,h), k=0,1,2,... (1)

すなわち，リフティング L は連続時間信号 {w(t)}t≥0

を小区間 [0,h) 上の関数 w[k] の列 {w[k]}∞k=0 に変換す
る（第 1 図を参照せよ）．リフティングの定義により，
明らかに

‖w‖2L2[0,∞) =
∞∑
k=0

‖w[k]‖2L2[0,h)

が成り立つので，リフティング LはHilbert空間 L2[0,∞)

とリフトされた関数列の Hilbert 空間 �2L2[0,h) との間の
等距離同型写像を与える．
このリフティングを用いれば，連続時間の線形時不変

1古典的な意味での伝達関数（周波数応答）は，線形時不
変システムのインパルス応答のLaplace 変換（Fourier

変換）として定義される．
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系を離散時間（無限次元）線形時不変系として等価的に
表現できる．次の線形系を考えよう：

ẋ(t) =Ax(t)+Bu(t),

y(t) =Cx(t), t∈ [0,∞).

ここで x(t)∈Rn は状態, u(t)∈Rm は入力, y(t)∈Rp

は出力である．入力 u を [0,∞) 上の局所 2乗可積分関
数，すなわち u∈L2

loc[0,∞) とする．
リフティングを用いて，この連続時間系をサンプリン

グ周期 h> 0 の離散時間系として表現してみる．まず時
刻 t=kh (k=0,1,2,...) において，状態がx[k] :=x(kh)

であったとし，この時点から，h 秒後までに入力 u(t) が
システムに入力したとすると，その間の状態と出力は

x(kh+h) = eAhx(kh)+

∫ h

0

eA(h−τ)Bu(kh+τ)dτ,

y(kh+θ) =CeAθx(kh)+

∫ θ

0

eA(θ−τ)Bu(kh+τ)dτ,

k= 0,1,2,..., θ∈ [0,h)

で与えられる．(1)式 のリフティングを入力 u と出力 y

に適用し，上の方程式を書き換えれば，次の離散時間系
が得られる [2,21]：

x[k+1] =Ax[k]+Bu[k],
y[k] = Cx[k]+Du[k], k=0,1,2,... (2)

ここで x[k] = x(kh), u[k] = (Lu)[k], y[k] = (Ly)[k] で
あり，また

A : Rn →Rn :Ax := eAhx,

B : L2[0,h)→Rn :Bu :=
∫ h

0

eA(h−τ)Bu(τ)dτ,

C : Rn →L2[0,h) : (Cx)(θ) :=CeAθx, θ∈ [0,h),

D : L2[0,h)→L2[0,h) :

(Du)(θ) :=

∫ θ

0

CeA(θ−τ)Bu(τ)dτ, θ∈ [0,h) (3)

である．ここで，各作用素 A, B, C, D はステップ k に
依存せず，したがって，(2)式 の離散時間系は時不変で
あることがわかる．したがって，(2)式 のシステムを離
散時間の制御器やフィルタに直接接続することができ，
そうして得られるサンプル値系は，サンプル点間の応答
を犠牲にすることなく，等価的に線形時不変離散時間系
として表現されることになる．
さらに，作用素 A, B, C, D を用いて，(2)式のシステ

ムの伝達関数（作用素） G(z) が次のように定義される：

G(z) :=D+C(zI−A)−1B.

ここで，複素数 z ∈C\σ(eAh) を固定すると1，G(z) は
L2[0,h) 上の線形作用素となることに注意せよ．この伝

1σ(eAh) は行列 eAh のすべての固有値の集合を表す

達関数を用いて，(2)式のシステムの周波数応答（作用
素）は G(ejωh) で定義され，周波数 ω での周波数応答
のゲインは

‖G(ejωh)‖ := sup
v∈L2[0,h), v �=0

∥∥G(ejωh
)
v
∥∥
L2[0,h)

‖v‖L2[0,h)

として定義される．さらに，(2)式のシステムのH∞ ノ
ルムは

‖G‖∞ := sup
ω∈[0,2π/h)

‖G(ejωh)‖

で定義される．これが，サンプル値系のH∞ ノルムで
ある．さらにこの H∞ ノルムは，システム G の L2 誘
導ノルム

‖G‖ := sup
u∈L2,u �=0

‖Gu‖2
‖u‖2

に一致することが知られている [2]．

3. H∞信号復元問題

この節では，前節で導入したサンプル値系の H∞ ノ
ルムを用いた信号復元問題の定式化について述べる．信
号復元問題とは，ある連続時間信号のサンプル値から
元の信号を復元する問題であり，この問題の解として，
Shannon のサンプリング定理 [13,14]は有名である．し
かし，Shannon のサンプリング定理は，元の連続時間
信号がある周波数以上の周波数成分を持たない（すな
わち，その信号の Fourier変換の台が有界）という仮定
（これを完全帯域制限仮定と呼ぶ）をおいて成り立つも
のである．しかし，現実の信号を考えると，この完全帯
域制限の仮定はほとんどの場合，成り立たない．このよ
うな考察から，Unser らは，整合性の原理 (consistency

principle) を導入し，斜交射影 (oblique projection) の
手法を用いて，サンプリング定理をより広いクラスの信
号へと拡張した [15,16]．これを一般化サンプリング定理
と呼ぶ．しかし，この方法には，次の２つの問題点があ
る [25]：
• 想定内の信号に対しては完全な信号復元（すなわち
復元誤差がゼロ）が可能であるが，その範囲を超え
た信号に対しては，復元誤差が大幅に拡大する．

• 復元過程が一般に因果的ではない．
いっぽう，筆者らは，上記のUnserらの方法とは本質

的に異なる手法，すなわち，サンプル値H∞ 制御理論
にもとづいた信号復元手法を提案している [7,11,25,26]．
以下，この信号復元問題の定式化を行なおう．
第 2 図のブロック線図を考える．連続時間の外生信号

wc ∈L2 がローパスフィルタ F (s) を通り，高周波成分
がカットされ信号 yc が得られる．この yc が復元すべき
連続時間信号であると考える．ここでローパスフィルタ
F (s) は，厳密にプロパーかつ安定と仮定する．これよ
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第 2 図 フィルタ設計のための誤差系

り，信号 yc は一般にいくらでも大きい周波数成分を含
むことになり，上で述べた Shannon のサンプリング定
理や一般化サンプリング定理で想定している信号よりも
広いクラスの信号を想定している．具体的には，我々は
以下の信号空間（L2の部分空間）を考える：

FL2 :=
{
yc ∈L2 : yc =Fwc, wc ∈L2

}
. (4)

この空間 FL2 は，Shannon の定理における完全帯域制
限信号の空間

BL :=
{
yc ∈L2 : supp ŷc ⊂ (−π/h,π/h)

}
,

よりも真に大きい，すなわち，BL�FL2 であることが
示される [10]．フィルタ F (s) をどう選ぶかは信号復元
において重要な問題であるが，指針としてシステム同定
とモデリングの二種類の方法がある：
• 想定している様々な信号の Fourier変換を求め，そ
れらの各周波数での平均値または最大値から周波数
分布を求める．

• 音の発生源がある特定の楽器などの場合は，その物
理モデルから F (s) を求める．

なお，F (s) として，カットオフ周波数が Nyquist 周波
数 Ω0 > 0 の理想的なローパスフィルタ，すなわち

Fideal(jω)=

{
1, if ω<Ω0,

0, if ω≥Ω0

を選べば，Shannon のサンプリング定理に対応する．
F (s)によって生成された連続時間信号 yc は，アンチ

エリアシングフィルタ Fa(s) によってフィルタリングさ
れ，サンプリング周期 h> 0 の理想サンプラ Sh によっ
て離散時間信号 yd へと変換される．次にアップサンプ
ラ ↑L によって，yd[n] と yd[n+1] の間に 0 が L−1

個挿入され，周波数が L 倍された信号が得られる．この
アップサンプルされた信号は，ディジタルフィルタ K(z)

で補間処理され，新たな信号 yK,d が得られる．この信
号 yK,d は，ゼロ次ホールドHh/Lで連続時間信号に変
換され，ローパスフィルタ P (s) を通って，最終的なア
ナログ信号 ỹc が得られる．
このアナログ信号 ỹc と元のアナログ信号 yc との誤

差をなるべく小さくすることが信号復元問題の目的であ
る．通常の信号処理では，フィードバック制御と異なり，
処理時間にある程度遅れが生じても，特に大きな問題と
はならない．そこで，信号処理に遅れを導入することで，

復元精度の向上をはかる1．すなわち，復元信号 ỹc と元
信号がmhだけ遅れた yc(·−mh) との誤差を小さくする
ようなディジタルフィルタ K(z) の設計として定式化す
る（第 2 図を参照せよ）．この遅れのパラメータ m が
大きければ大きいほど，復元性能が良くなると考えられ
るが，実際には，ある m 以上でほとんど性能は変わら
ないことが，数値実験により確かめられる．詳しくは，
参考文献 [26] を参照せよ．
以上をまとめると，信号復元の問題は，復元誤差

ec := yc(·−mh)− ỹc

をなるべく小さくするようなディジタルフィルタ K(z)

を求める問題として定式化できる．第 2 図の入力 wc か
ら復元誤差 ec までの誤差系を Tew とおく．評価関数と
して，このシステムの L2 誘導ノルム，すなわちサンプ
ル値系 Tew のH∞ ノルム

‖Twc‖∞ := sup
wc∈L2,wc �=0

‖Twcwc‖2
‖wc‖2

を採用する．すなわち，我々の信号復元問題は以下の問
題として定式化される：
【問題 1】 実数 γ > 0 が与えられたとき，

J := ‖Tew‖∞ = sup
wc∈L2[0,∞)

‖Tewwc‖2
‖wc‖2 <γ (5)

を達成する安定な離散時間系 K(z) を（もし存在すれ
ば）求めよ． �

(5)式の評価関数は，(4)式で定義した信号空間 FL2

のすべての信号のうち，誤差 ec=Tewwc のL2ノルムを
最も大きくする信号，すなわち最悪の入力に対して，誤
差を最小化する問題である．どのような信号が元信号と
してサンプルされるかは未知であるので，このような最
悪ケースの設計が適している．また，第 2 図 の誤差系
を見ると，ここで定式化した信号復元問題は，信号空間
FL2 を仮定したうえで，純粋なむだ時間 e−mhs を近似
する問題であるとも捉えることができる．

4. 高速サンプリングによる解法

本節では，上記のH∞信号復元問題の解（サンプル値
H∞最適フィルタ）の数値計算法について述べる．計算
法については，等価離散時間系による方法 [9] と高速サ
ンプリングによる方法 [6,23]があるが，ここでは後者に
ついて解説する．
高速サンプリング法では，連続時間の入出力信号 wc

と ec に対し，サンプリング周期が h/N （N は 2以上
の整数）の高速サンプラと高速ホールドを仮想的に導入

1Shannon のサンプリング定理や一般化サンプリング
定理にもとづく信号復元では，一般に復元系は非因果
的となる．これは，「信号処理の遅れが無限大となる」
とも解釈できる．
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第 3 図 単一レート系への変換

w̃d wc ec ẽdSh/NTewHh/N

edwdL−1
N LN

第 4 図 FSFH (Fast-sampling/Fast-hold) 変換

し，第 2 図のサンプル値系を近似的に離散時間系として
表現する方法である．近似の精度は，N が大きければ
大きいほど良くなることが知られているが [23]，実際に
は，それほどN は大きくなくとも（例えば，N ∼ 5L程
度で），処理結果が良好なディジタルフィルタが得られ
ることが，数値シミュレーションにより確認されている．
まず，第 2 図 の誤差系のディジタルの部分，すなわ

ち，信号 yd から yK,d までの部分を見てみると，アップ
サンプラ ↑L があるために，マルチレート系となってい
る．まず初めに，この部分をポリフェーズ分解 [17] の手
法により単一レート系へと変換する．離散時間信号に対
するポリフェーズ分解 (polyphase decomposition) LL

と逆分解L−1
L を次式で定義する1：

LL := (↓L)[ 1 z ... zL−1
]�

,

L−1
L :=

[
1 z−1 ... z−L+1

]
(↑L). (6)

この分解を用いれば K(z)(↑L) の部分は

K(z)(↑L) = L−1
L K̃(z),

K̃(z) :=LLK(z)L−1
L

[
1 0 ... 0

]�
と書き換えることができる．得られるフィルタ K̃(z) は，
1入力L出力の線形時不変系である．次に周期 h の一般
化ホールド H̃h :=Hh/LL

−1
L を定義すると，次の等式が

得られる：

Hh/LK(z)(↑L)Sh = H̃hK̃(z)Sh.

以上より，第 2 図のマルチレート系は第 3 図の単一レー
ト系へと等価的に変換されたことになる．
次に，第 3図の誤差系 Tew に対して，高速サンプリング

法を適用する．高速サンプラ Sh/N と高速ホールドHh/N

を系の入出力に接続し，さらに (6)式のポリフェーズ分解
LN を適用する．第 4図にこの操作を示す．第 4図の w̃d

から ẽd へのシステムをシステム Tew の高速サンプリン
グ／高速ホールド変換（fast-sampling/fast-hold trans-

formation，FSFH 変換）と呼び，FSFH(Tew,h,N) で
表現する．この FSFH(Tew,h,N) の公式を導出する前

1この分解は，制御の分野では，離散時間リフティング
(discrete-time lifting) として知られている [2]．

に，連続時間線形時不変系の FSFH　変換を導出してみ
よう．まず，連続時間系D+C(sI−A)−1B または，離
散時間系D+C(zI−A)−1B に対して，次の記法を導入
する：[

A B

C D

]
:=

{
D+C(sI−A)−1B（連続時間系）,

D+C(zI−A)−1B（離散時間系）.

次に ステップ不変離散化 [2] を c2d であらわす．すな
わち，

c2d

([
A B

C D

]
,h

)
:= Sh

[
A B

C D

]
Hh

=

[
eAh

∫ h

0
eAtBdt

C D

]
.

またシステムのポリフェーズ分解（離散時間リフティン
グ）を lift であらわす．すなわち，

lift

([
A B

C D

]
,N

)
:=LN

[
A B

C D

]
L−1
N

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AN AN−1B AN−2B ... B

C D 0 ... 0

CA CB D
. . .

...
...

...
...

. . . 0

CAN−1 CAN−2B CAN−3B ... D

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

このとき，連続時間線形時不変系 F に対して，サンプ
リング周期 h，分割数 N の FSFH 変換は

FSFH(F,h,N) := lift
(
c2d(F,h/N),N

)
で与えられる．
上記の FSFH 変換をサンプル値の誤差系 Tew に適用

すれば，近似離散時間系が次のように得られる：
【定理 1】 FSFH 変換の分割数を N =Ll （l は自然
数）とし，離散時間線形時不変系 TN を次式で定義する：

TN (z)= z−mFN (z)−PN (z)HK̃(z)SF̃N (z).

ここで，

FN :=FSFH(F,h,N), PN :=FSFH(P,h,N),

F̃N :=FSFH(FFa,h,N),

H := diag{Il}∈RN×L, Il := [1,1,...,1]� ∈Rl,

S := [1,0,...,0]∈R1×N .

このとき，任意に固定された K̃ と ω ∈ [0,2π/h) に対
して，limN→∞‖TN (ejωh)‖= ‖Tew(e

jωh)‖ が成り立つ．
この収束は ω ∈ [0,2π/h) に関して一様であり，さらに，
K̃ の属する集合がコンパクトであれば，収束は K̃ に関
しても一様である． �

証明は，参考文献 [25]の Theorem 1 を参照せよ．
K̃ についての ‖TN‖∞ の一様収束性より，(5)式の設
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第 5 図 ボードゲイン線図：サンプル値設計（実線）と等
リップル設計（破線）

計問題は，近似的に‖TN‖∞<γ で表すことができる．こ
れは離散時間 H∞ 最適化問題であり，その解 K̃(z) は，
数値計算ソフトウェア，例えば，MATLAB の Robust

Control Toolbox[8]などを用いれば，容易に求めること
ができる．最適フィルタ K̃(z) が求まれば，補間フィル
タ K(z) は次の公式により得られる：

K(z)=
[
1 z−1 ... z−L+1

]
K̃(zL).

5. 数値例題

本節では，サンプル値 H∞ 最適化によるフィルタ設
計法と従来法である Parks-McClellan の手法にもとづ
く等リップルフィルタ設計法 [17] を比較する．
アップサンプラの定数を L=6，サンプリング周期を

h=1, 時間遅れの定数を m=4 とし，連続時間システ
ム F (s), Fa(s) および P (s) をそれぞれ

F (s) =
1

(10s+1)(s+1)
,

Fa(s) =
1

0.01s+1
, P (s)=

1

0.05s+1

とする．これらの定数のもと，分割比を N = 4 とし
て FSFH 変換により離散化し，最適フィルタ K(z) を
MATLAB Control System Toolbox の hinfsyn によ
り求める．また比較対象である等リップルフィルタは256

タップのFIRフィルタとする．得られたディジタルフィ
ルタのゲイン線図を第 5 図に示す．このゲイン線図から，
等リップルフィルタは，カットオフ周波数 π/6 (rad/sec)

付近でゲインが急峻に減衰することがわかる．いっぽう，
我々のフィルタは比較的緩やかな減衰である．Shannon

のサンプリング定理にもとづく信号処理理論では，カッ
トオフ周波数での減衰は急峻であればあるほど良いとさ
れているので，そのような観点から見ると，等リップル
フィルタのほうが優れていると思われるかもしれない．
しかし，等リップルフィルタの欠点は，矩形波を再現し
てみればよくわかる．第 6 図 に等リップルフィルタに
より再現した矩形波を示す．この応答には，リンギング
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第 6 図 等リップルフィルタによる矩形波の復元
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第 7 図 サンプル値H∞最適フィルタによる矩形波の復元

と呼ばれるノイズがはっきりと示されている．このリン
ギングは，例えば音楽再生においてたいへん耳障りな雑
音として知覚され，また画像処理においては，このリン
ギングは「モスキートノイズ」とも呼ばれ，高圧縮画像
などによく見られる現象である．これらは，数理的には，
周波数領域のゲインを急峻に打ち切ったことによる，時
間領域での Gibbs 現象である．いっぽう，第 7 図 にサ
ンプル値制御理論にもとづいて設計されたフィルタによ
り再現された矩形波を示す．リンギングはほとんど存在
せず，良好な信号復元を示す．

6. おわりに

本解説では，まずサンプル値制御理論の基礎概念を説
明した後，そのディジタル信号処理への応用として信号
復元問題をとりあげ，その問題設定と高速サンプリング
による解法を示した．サンプル値制御理論は信号処理
系の設計においてたいへん有用な理論であり，本解説で
示したほかにも様々な応用がある．詳しくは，参考文献
[25]をご参照いただきたい．

謝辞
サンプル値制御理論にもとづく信号処理の研究の初期
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