
実有理力学系とトロピカル幾何学

加藤毅 (京都大学大学院理学研究科)

1 はじめに

ある対象から構成される集合にたいLて、その集合の無限遠点にも別の対象
を見つけることができる。例えば、ある構造のモジュライ空間のコンパクト

化では、無限遠点にさらなる構造をみつけることができる。また離散群の中
で、双曲的群と呼ぱ、れるクラスの群については、そのグロモフコンパクト化

が知られており、無限遠点に対応する境界上には群自身が作用Lている。
いま tE (1フ∞)でパラメトライズされた力学系のファミリーを考え、 tを
無限大に持っていったとき、別の力学系が現れたと Lょう。 tが有限である
ときと、 t=∞のときとでは、それら両者の性質が本質的に異なるような

対象をもたらすとき、それをスケール変換とここでは呼ぶことにする.特に

t→∞で、力学系を定める定義方程式どうじが移り合うが、軌道が退化Lて
Lまう場合がある。このような場合、 tが有限での軌道のうち、無限遠の近
傍にいるものだ、げがt=∞での力学系の振る舞いに寄与する。
トロピカル幾何学は、実有理関数と、 maxと十演算子で構成される (mほう十)
関数とを結びつけ、関数から定まる力学系に関Lて、スケール変換を与える。
一般に、ただパラメーターを無限大に持っていっただけでは、 tが有限で、

あるときの軌道と、 t=∞のときの軌道の聞に関係を見つけることは難Lい
であろう。トロピカル幾何学で、定まるスケール変換の特徴の一つは、その両

者の軌道の間にある種の一様な評価を与える点で、これにより実有理力学系

の評価を行うときに、対応する (mほう十)関数で定まる力学系を用いることが
できる。そのような特徴は、 (ma丸十)関数がリブシツツ関数であることから
従う。特に、 t=∞での力学系は再帰であって、 tく∞ではそうで、ないよう
なものがあるが、一方で、ある種の一様な評価を与えることで‘擬再帰的'な

挙動を持つことを見る。
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2 トロピカル幾何学と軌道

2.Aトロピカル幾何学:トロピカル幾何学は、 R上の有理関数と 2つの演算

子(maxぅ十)で定まる PL写像との聞の対応を与える。 t> 1をパラメーター
とLた実数R上の半環を、工品引 =logt(tX十tY)，x &Jt引二工十引で定める。
重要な点は t→∞と Lたとき、工品ν→ max(x，y)が成り立つことである。
この構造を用いた関数'Pt: Jaη → Rを

'Pt(X) = (α1十1川弘治，(αm十Jm主)

で定める。ここで、主 εRη jEZぺα1E Jaで、元は内積をあらわす。する
と、上で述べたことから、 t→∞と Lたとき次の (mほう十)関数カヰ号られる:

補題 2.1.

V∞(X) = mαx(α1十J1え ぅ白m十九X)

Logt : Ja:;:。→ P を(Zo，Zlフ お，-1)ー(10仇Zo，• • • log山 1)で定める。
ここで、 IRZ。はすべての成分が正の数の意味である。

補題 2.2(LM，V). F，三 log，l0 'Pt 0 Logt : Ja:;:o→ (0ぅ∞)と、 logtで仰の共
役を取ると、次の有理関数が得られる:

民=I:tαi • ZJi (ダl二 zil J) 
1~1 

(もLすべての向 =0が消えていれば民は実は tによらない。)
これから 3つの関数が現れたが、それらについて表示の聞の l対 l対応:

'Pt←→ 'P∞←→F， 

が成り立つ。特に伊∞の表示を一つ与えたとき対応LてF，が得られる。
以下では上の形の有理関数のみを扱う。

2.B軌道の比較とスケール変換:さてここで3つの関数のうち、 pをn変

数(mほう十)関数とする。上の対応により仰とF，が与えられるが、初期条件
をそれぞれ定二 (xoフ ， Xn-l)ε医旬、 z= (zoフ バη1)εIR2。とおくことに
より、 3つの力学系が与えられる:

Or杭t1:XN二 CP(XN-nlXN-nキ1，...，XN-l)， 
OTbttZ:zgN二中tlzgNmzgNn十1，.ー うど~'-1)ラ

O巾 t3:ZN二 Ft(ZN-nJZN一日 γ ー ヲZN-1)

(1) 

(2) 

(3) 

ただL、Orbits1，2は初期条件を主にL、Orbit3は初期条件を互にする。
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観察 2.1. (1)初期条件に、 Xo= logt Zo， うね 1 二 logtら 1の関係式を
入れておくと、 'PtとF，は logtで共役であるから、

X~ = logt ZN 

を満たす。

(2) 一方で、 limt→∞ 'Pt 二 p だから、 t →∞で {XN}N と {X~}N はある
意味で‘近い'ので、 t→∞で

{XN}Nフ {ZN}N

の二つの軌道は何か関係があることが期待されるが、実際以下にそのことを

述べる。

3 再帰写像

3.A再帰写像:伊良η → Rをn変数の関数とする。

定義 3.1.'Pが周期 M の再帰写像とは、任意の初期値(Xoフ スη1)につい
て、その軌道{XN}Nが、

XM二五ro，...， XM+η1二五Cn-l

を満たすときをいう。

観察 3.1.'P(xoぅX1)= max( -X1うれ)-Xoは周期9の再帰写像で (j広高j)、対
応する有理関数は、 F(川)=詳だが、これは再帰写像ではない。

このことは、コンヒ。ユーター計算により判明Lた(計算は辻本諭さんに
やっていただ、いたL'PとFのどちらも tによらないが、一方で両者はtでパ
ラメトライズされたスケール変換により移り合っている。このような現象の

起こる理由は、

t→∞で方程式は移る、 logtoF 0 Log，l→v 
が、解(軌道)は退化する、つまり

logt ZN→0 

となることで、ここにスケール変換によって生じる揺らぎが現れる。
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3.Bトロピカル変形:'1'を観察3.1の(mほう十)関数とすると、 max(-x1ス1)
三0だから、不等式'P(xoス1)= max( -X1ス1) 均三 Xoを満たす。このこ
とから次の等式が成り立つ:

ψ(xo， X1)二日1aX('P(XOスル xo)= 'P(XO， X1) 

すなわち、表示は違うが、写像と Lては同じものである。特に、 ψも再帰写
像である。一方、対応する有理関如、 G(zo，Zl)二号手である。これも
再帰写像ではないことがコンビューター計算により分かる。

定義 3.2.'1'とψを二つの n変数(mほう十)一関数と L、対応する実有理関数
を、それぞれFtとG とあらわす。
GtがF，のトロピカル変形とは、 pとψが同じ写像を与えるときをいう。

上のFとGのように、対応する (mほう十)関数が表示は違つでも同じ関数
を与えるから、 GはFのトロピカル変形になっている。

例 3.1.'1'と〆を二つの n変数(maxぅ十)一関数と L、各£ εRη にたいLて、
不等式判定)三〆(x)が成り立っとする。 pと'1"に対応する実有理関数をそ
れぞれF，と G とおくとき、F，十 GtはF，のトロピカル変形になっている。
特に、 2F，はF，のトロピカル変形で、ある。

これは、 ψ三 max(払〆)と置くと、 ψとpは上の関係から同じ写像を与え
るが、一方でψに対応する実有理関数はF，十G となっていることから従う。

4 主定理

4.A軌道の一様評価:揺らぎが生じても、マクロな視点(largescale)から見
ると共通する性質が見られる。

定理 4.1(K3). Gtが F，のトロピカル変形であることの必要十分条件は、
ある数mフC 三 1が存在Lて次を満たすことである。任意の同じ初期値を
Zo二WOフ うら 1二Wη1E (0ぅ∞)と L、F，と Gtの軌道をそれぞれ{ZN}N/
{WN}Nとおくとき、一様評価:

が成り立つ。

ZN WN r;N 
うく mV
WN ZN 
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例 4.1. (1) F，(z) = zl， Gt(w) = wkとおく c k f 1の場合、F，は Gtのト
ロピカル変形ではない。ただ、ll，k=O，lぅ2フ
なぜならば、 1>kとL、初期値を Zo= Woとおくとき、

IN "[.N 

ZN = Zo フ WN=zo 

となり、
ZN [N _kN 

。々
WN  

で、確かに二回指数的な増大度を持つが、それは初期値Zoに大きく依存Lて
いる。実際、対応する (mほう十)一関数をそれぞれpとψとおくと、 cp(V)= lV、
ψ(V) = kVとなり、 pとψは違う写像である。
(2) F，(z) = 2zl， Gt(w) = wlとおく。このとき、 F，は Gtのトロピカル

変形になっている。初期値を Zo= Woとおくとき、

となり、

[N_1 IN IN 

ZN二 2下 1za 叩 N 二 Za

三丘二 2ιi
WN  

で、一様な二回指数的な増大度を持つ O 対応する (maxぅ十)関数をそれぞれ
pとψとおくと、 cp(V)= max(WフlV)、ψ(V)= lVとなり、 pとψは同じ写
像である。この例は定理4.1の一様評価において、二回指数増大度が最良で

あることを示Lている。

4.B擬再帰写像:さて一般に pに対応する有理写像をF，とおく c F，が周
期M の再帰写像であるとは、すべてのt>1について、各F，が周期M の再
帰写像となるときをいう。

補題 4.1.Ftが周期Mの再帰写像であれば、、対応する (maxぅ十)関数pも同
じ周期の再帰写像になる。

上の逆は一般には成立Lなかった。(観察31) 

観察 4.1.トロピカル変形は位相的共役を必ず、Lも導かない。
二つの写像F，と G による軌道が位相的共役とは、ある別の可逆な関数
民によって、 Gt二 Ht-

1
0 F， 0 1五と書けるときをいう。この場合特に、F，が

再帰写像であればGもそうなる。
さ討て、 F即(いz川O
する(同max丸?十叶)関数伊以(x均0，x判1)二 ma収x(卯O，x判1)-x均Oも周期5の再帰写像となるO

「
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不等式max(Oス1)-Xo三 Xoより、次の等式が成り立つ:

ψ(XO，X1)三 max('P(XO， X1)フ XO) (4) 

二 max(max(O，X1) -xo， -xo) = max(O， X1) -Xo (5) 

二伊(xo，X1) (6) 

ψはpと同じ写像である。 ψに対応する有理写像は、 G(Zo，Zl)二号Lとな
り、 GはFのトロピカル変形になっている。一方で¥簡単な計算により、 G

は周期5の再帰写像ではないことが分かる。

さて、それではトロピカル変形によってどのような性質が保たれるであ

ろうか。その一つの答えを以下に述べよう。その前に一つ定義をLておく。

定義 4.1.F，が周期M の擬再帰写像であるとは、ある定数Cが存在Lて、任
意の初期値 Zo うら 1にたいLてその軌道を {ZN}Nとおくとき、 Nによら
ない評価:

ZM+N ZN 
く C

ZN ZN+λd 

が成り立つとさとする。

特に、再帰写像は擬再帰である。

定理 4.2(K3). 'Pに対応する有理写像をF，とおく。
このとき、 pが周期M の再帰写像であることと、F，が周期M の擬再帰
写像であることは同値である。

特に擬再帰写像であることはトロピカル変形で、不変で、ある。

このように、無限遠点に対応する (ma丸十)関数pが再帰で、あっても、内部

の実有理力学系では揺らぎが生じて、サイクルからずれていくことがわかる。

定理4.2から、擬再帰写像の semiadditivityが成り立つ:

系 4.1.F，と Gを実有理関数と L、対応する (mα民十)関数をそれぞれp、ψ
とおく。

各点ごとに不等式伊三ψが成り立っと Lょう。このとき、も lF，が周期
M の擬再帰写像であれば、F，十 Gtもそうなる。

例 4.2.1 = 0フ1フ2フ について、

_，. 1 + IZ1 ートJ 
F;(z山)三一一一ι」

んOん1
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はすべて周期9の擬再帰写像となる。実際、対応する (mほう十)関数仰は、

'P1(XO， X1)三 max('P(XOス仏 XOフ ぅ XO)

二 'P(XO，X1)二日lax(-X1， X1) - Xo 

となる。ここで伊三 '1'0で、また上で Xoはl回繰り返す。

5 実有理力学系の摂動

8.A摂動に関して停留している力学系:以下では口二 2を仮定する。

(7) 

(8) 

これまで、二つの軌道の商を評価Lてきた。定理4.1と4.2では、一つの
軌道の有界性について情報を与えてはくれない。ここでは、実有理関数民に

たいLて、その軌道が常に有界になるかっという聞いを考える。

観察 5.1.F即(いz川O
有界である c Fのトロヒ。カル変形G、例えlぱ王F戸1(川z勾0，バ，Zl礼1) 三当fF三斗~ (1二O伐川，1，. . . ) 
は、定理4.2から擬再帰写像である。一方で、これらのうちどのような変形

について、すべての軌道が有界であるか、についてはまだわかっていない。

このように再帰写像をトロピカル変形Lたものについて、軌道の有界性
については一般的には良くわからないので、それらを連続変形Lたものを考
える。

|ε|く ε。にたいL、F，の連続変形fTを考える。

定義 5.1.F，がfTについて停留Lているとは、次の(1)、 (2)を満たす
ときとする。

(1)すべての Oく ξ く ε。について、 fTに関するすべての軌道が有界で
あり、

(2)ある定数C> 0が存在Lて、すべての εoく ξ く 0とfTに関Lて、
初期値が I(zo， Zl) I三Cを満たせば、、その軌道{ZN}Nは非有界である。

ここでは、具体的に次の例が停留Lていることを見る:

定理 5.1(K3). GtをF，(ZOぅZl)二社主Lのトロピカル変形とする。このときG
ZC 

は、

G;(之〕グ1)= z~Gt(zo ， Zl) 

について停留Lている。

7 



これは、軌道の評価を直接行わずに、一旦トロピカル対応により、 (mほう十)
関数の軌道の評価を経ることにより示される。そのような迂回路を通る利点

は、 (mほう十)写像は PLであることから、その軌道の様子は有理関数のもの
よりわかりやすく調べられることがあげられる。

5.B PL写像のトレース:'1'( XoぅX1)を(maxぅ十)関数とする。これから、
回上の写像

伊良2→Ja2フ

(Xoス1)→(X1，'P(XOス1))

(9) 

(10) 

が自然に作られる。 (Xoス1)を初期値とする pの軌道 {XN}NにたいLて、
'PN (XOぅX1)= (XN，XN-1)が成り立つ。
一般に(maxぅ十)写像はPL写像である。そこで、回平面上、初期値(XOス1)ε
Ja2をとり、

Lo三 (XOス1)と'P(Xoス1)とを結ぶ線分

とする。このとき、 pによるい。ス1)のトレースとは、

L = UTO'PI(Lo)ζ Ja2 

のこととする。これは連結な PL線分である。

(maxぅ十)関数以XoぅX1)にたいLて、

伊ε(XO，X1)三 'P(Xo，X1)十 α。
とおき、 pの (XOに関する)ε摂動と呼ぶ。

補題 5.1.'P(xoス1)= max(OぅX1)-Xoとそのε摂動伊εについて、ある εo> 0 
が存在L、以下のことが成り立つ:
(1) 0く ξ く ε。にたいLては、伊εのトレースは安定フォーカス、
(2) εoく ξ く OにたいLては、伊εのトレースは不安定フォーカス。
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一般に、 2変数(mほう十)関数pと、それに対応する実有理関数民にたい
Lて次のことが成り立つ:

補題 5.2. (l)伊εのトレースが安定フォーカスならば、 Ftのすべての軌道
は有界。

(2)伊εのトレースが不安定フォーカスならば、ある定数C;:， 0が存在
Lて、任意の初期値 I(zoぅZl)I三CについてのF，の軌道{ZN}Nは、非有界と
なる。

定理5.1は、これまでの補題を組み合わせて得られる。
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