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On non‐commutative Iwasawa theory
of totally real number fields

By

原 隆 (Takashi HARA)

Abstract

This is a survey article on non‐commutative Iwasawa theory for totally real number fields.

We first review the formulation of the non‐commutative Iwasawa main conjecture following
John Coates, Takako Fukaya, Kazuya Kato, Ramdorai Sujatha and Otmar Venjakob. Then

we discuss the strategy to construct the p‐adic zeta functions and prove the main conjecture
for non‐commutative p‐adic Lie extensions of totally real number fields. This article is written

in Japanese.

本稿は2008年12月8日 -12 月12日に京都大学数理解析研究所にて開催された

研究集会 『代数的整数論とその周辺』 に於ける著者の講演

Iwasawa theory of totally real fields for certain non‐commutative p‐extensions

の報告書であり, 著者の論文 [H2] (Journal of Number theory に掲載) 及び [H3] (ﾌﾚﾌ
ﾘﾝﾄ) の解説を主たる目的とした記事である.1 講演では時間的制約のため, 総実代数

体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想のごく簡単な紹介及び主定理の証明の非常に大雑把なｱｳﾄﾗｲﾝ

の解説しか出来なかった. 本報告書に於いては講演中で省かざるを得なかった内容 (特に
非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論の歴史的背景やﾊｰﾝｽの手法の証明等) も出来得る限り補完しつつ,総

実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論の現状と今後の課題について考察したい.

§1. 総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論 (CFKSV 理論)

この節では ｼｮﾝ･ｺｰﾂ(John Coates), 加藤和也(Kazuya Kato), 深谷太香

子(Takako Fukaya), ﾗﾑﾄﾗｲ ｽｼｬｰﾀ (Ramdorai SUJATHA) 及びｵﾄﾏｰﾙ･
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ｳｪﾝﾔｺﾌ (Otmar Venjakob) に依って定式化された非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論 (以下 CFKSV

理論と表記する. 詳細は [CFKSV] 及び [FK] 参照) を総実代数体の P‐進ﾘｰ拡大の場合

に限って解説する. CFKSV 理論に関しては, 既に過去の 『代数的整数論とその周辺』で

理論の創設者であるｺｰﾂ氏[Coates]及び加藤氏 [加藤1] に依って取り上げられている

ので, そちらの解説記事も併せて参照されたい.また , 総実代数体の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論につ

いては (若干誤植が多いが) [原1] により一層噛み砕いた解説を書いたので , 必要に応じ

て参照されるのも宜しいかと思う.

§1.1. 設定及び記号

以下 P は奇素数を表すものとする.
F を総実代数体とし, F^{\infty}/F を総実な p‐進ﾘｰ拡大 (即ち F^{\infty} 自身が総実体で,ｶ

ﾛﾜ群 \mathrm{G}\mathrm{a}1(F^{\infty}/F) がｺﾝﾊｸﾄ p‐進ﾘｰ群と同型となるもの) で F の円分 \mathrm{Z}_{\mathrm{p}} ‐拡大

F^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/F を含むものとする.また, F^{\infty} で分岐する F の素ｲﾃｱﾙは有限個であると仮

定し , それらを全て含む F の素ｲﾃｱﾙの有限集合  $\Sigma$ を固定しておく.

 G=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F^{\infty}/F) , H=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F^{\infty}/F^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}) ,

 $\Gamma$=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/F)\cong \mathbb{Z}_{p}

とおく.また, 一般に副有限群 P に対しその \mathbb{Z}_{p} 上の完備群環 (即ち \mathbb{Z}_{p} ‐係数の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}代

数 ) を  $\Lambda$(P)(=\mathbb{Z}_{p}[[P]]) で表すこととする.

§1.2. 数論ｻｲﾄ—Arithmetic side

さて, 岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}代数  $\Lambda$(G) に対し以下の部分集合

S= { f\in $\Lambda$(G)| $\Lambda$(G)/ $\Lambda$(G)f は左  $\Lambda$ (H)‐7J \square \ovalbox{\tt\small REJECT}群として有限生成}

を考えよう.

命題1.1. S は左右ｵｰﾚ集合 (left and right Ore set) となる. 0

証明は [CFKSV] のTheorem 2.4を参照されたい.このｵｰﾚ集合 S をｺｰﾂ達は

群 G に対する 標準ｵｰﾚ集合 (Canonical Ore Set) と呼んでいる.2

ここでｵｰﾚ集合とは非可換環論に於いて �良い� 局所化が存在するような分母集

合のことである (どの様に �良い� 局所化なのかは一言では説明し難いが, 例えばｵｰﾚ局

所化関手は完全関手になる等, 局所化関手が満たして欲しい大抵の性質は満たす). ｵｰﾚ

局所化についての詳細は [谷崎] , [MR] , [Stenström]等をご覧頂くのが良いであろう.な
お, 左右ｵｰﾚ集合に依る左局所化と右局所化は自然に同型となる (これはｵｰﾚ局所化

2より正確には, S はｺﾝﾊｸﾄ P‐進ﾘｰ群 G だけでなく商が  $\Gamma$ と同型になるような  G の正規閉部分群
H の選び方にも依存する. 但し G が円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大を含む拡大のｶﾛﾜ群の場合には,円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大に対応
する部分群が一意的に定まるので , 以下標準ｵｰﾚ集合を考える際には H として常にこの様に定まる G

の自然な閉部分群のみを考えることとする.
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の普遍性の議論のみから従う) ので, 以下標準ｵｰﾚ集合に依る  $\Lambda$(G) の局所化を  $\Lambda$(G)_{S}
と表記することにする.

さて , ｱﾗﾝ･ｼｮﾅｻﾝ･ﾍｰﾘｯｸ (Alan Jonathan Berrick) とﾏｲｹﾙ･ｷｰ

ﾃｨﾝｸ (Michael E. Keating) に依って構成された非可換環のｵｰﾚ局所化に付随す

る(低次) K‐群の局所化完全系列 [BK] を標準ｵｰﾚ局所化  $\Lambda$(G)\rightarrow $\Lambda$(G)_{S} に対し適用

することで以下の完全系列が得られる :^{3}

K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow\partial K_{0}( $\Lambda$(G),  $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow K_{0}( $\Lambda$(G))\rightarrow K_{0}( $\Lambda$(G)_{S}) .

実はこの完全系列の連結準同型 \partial は全射となる ([CFKSV] Proposition 3 \cdot 4. この全

射性は,例1.3で概観する様に有限生成捩れ  $\Lambda$ ‐7J \square \ovalbox{\tt\small REJECT}群の構造定理を或る意味で非可換化し

たものと見做せる). また,相対ｸﾛﾀﾝﾃｨｰｸ群 Ko ( $\Lambda$(G),  $\Lambda$(G)_{S}) は有限生成射影的

左  $\Lambda$(G) ‐加群の有界複体で , そのｺﾎﾓﾛｼｰ群が全て S‐捩れ加群となるもののなす導

来圏 \mathscr{D}_{S}^{b,\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}}( $\Lambda$(G)) のｸﾛﾀﾝﾃｨｰｸ群4と見做すことが出来る. そこで複体

C_{F\infty/F}=R\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(R$\Gamma$_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathcal{O}_{F}, \mathbb{Q}_{p}/\mathbb{Z}_{p}), \mathbb{Q}_{p}/\mathbb{Z}_{p})

を導来圏 \mathscr{D}_{S}^{b,\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}}( $\Lambda$(G)) の対象と見做そう (但し \mathcal{O}_{F\infty, $\Sigma$} は F^{\infty} の  $\Sigma$‐整数環を,5  $\Gamma$ ét は

ｴﾀｰﾙ大域切断関手を表す). すると連結準同型 \partial の全射性から

(1.1) \partial(f_{F\infty/F})=-[C_{F\infty/F}]

を満たす K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の元 f_{F\infty/F} が存在する.

定義1.2. 関係式 (1.1) を満たす K_{1}( $\Lambda$(G)s) の元 f_{F\infty/F} を拡大 F^{\infty}/F に対す

る特性元 (CharaCteristic Element) と呼ぶ. 0

注意1 構成から特性元 f_{F\infty/F} は,自然な写像 K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の像に

属する元の掛け算から生ずる不定性を除いて一意に定まる. 特性元 f_{F\infty/F} の定義が不定

性を孕んでいることは奇妙に感じられるかもしれないが,この現象は古典理論に於いて特

性ｲﾃｱﾙの生成元 (特性 \ovalbox{\tt\small REJECT}級数) を選ぶ際に岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数の単元倍の不定性を取り除くこと

が出来ないことの類似と見做せるため, 実は極めて自然な現象であると言える. その概要

は以下の例1.3を参照されたい. 2

注意2. 複体 C_{F\infty/F} は｢ｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰ (或いはｶﾛﾜｺﾎﾓﾛｼｰ) の

ﾎﾝﾄﾘｬｰｷﾝ双対(Pontrjagin dual) をとる｣ という岩澤理論に於ける基本的な操

3中心的なｵｰﾚ集合に依る局所化 (即ち環 R の単位元を含み中心 Z(R) に含まれるような乗法閉集合に

依る局所化) に付随する局所化完全系列は, 既にﾊｲﾏﾝ･ﾊｽ(Hyman BAss)に依り構成されていた
[Bass].

4より精確には ｢左  $\Lambda$ (G)禎醐群の完全複体 (perfect complex) で ,  S で局所化すると非輪状 (acyclic) とな

るものの成す圏のﾜﾙﾄﾊｳｾﾝｰｸﾛﾀﾝﾃｨｰｸ群(WALDHAUSEN‐GROTHENDIECK group)｣ とした

方が良いかもしれない.
5即ち  $\Sigma$ に属さない素ｲﾃｱﾙ \mathfrak{p} に対しては v_{\mathfrak{p}}(x)\geq 0 ( v_{\mathfrak{p}} は \mathfrak{p} に対応する加法付値) を満たすような元
x で生成される F^{\infty} の部分環.
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作を複体のﾚﾍﾙで行って得られるものである. 実際に C_{F^{\infty}/F} のｺﾎﾓﾛｼｰを計算す

ると

H^{0}(C_{F^{\infty}/F})=\mathbb{Z}_{p}, H^{-1}(C_{F^{\infty}/F})=\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{ $\Sigma$}/F^{\infty}) x_{ $\Sigma$}) ,

H^{q}(C_{F^{\infty}/F})=0 for q\neq 0, -1

となる (但し M_{ $\Sigma$} は  $\Sigma$ の外で不分岐な  F^{\infty} の最大副 P ｱｰﾍﾙ拡大). この計算結果か

らも複体 C_{F^{\infty}/F} が古典的な岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理論で用いられる岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 加群 X_{ $\Sigma$} を複体のﾚﾍﾙに自然

に一般化したものであることが伺える (0 次ｺﾎﾓﾛｼｰに現れる自明 G-7] \square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash \prime}\mathbb{Z}_{p} の解

釈については例1.3を参照) 2

注意3. 導来圏 \mathscr{D}_{s}^{b,\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}}( $\Lambda$(G)) の定義から , 複体 C_{F^{\infty}/F} が \mathscr{D}_{s}^{b,\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}}( $\Lambda$(G)) の対象と

見做されるためにはそのｺﾎﾓﾛｼｰ群が全て S‐捩れ加群である必要がある.自明な G‐加

群 \mathbb{Z}_{p} が S‐捩れ加群であることは \mathbb{Z}_{p} が  $\Lambda$(H) ‐加群として有限生成であることから容易に

分かるので ([CFKSV] Proposition 2.3.), 問題となるのは岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}加群 X_{ $\Sigma$}(=H^{-1}(C_{F^{\infty}/F}))
が S ‐捩れ加群となるか である.この系統の問題は可換な拡大に対する岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理論の段階

で既に現れている極めて由緒正しいものである (所謂ｾﾙﾏｰ群の捩れ性に関する予想
Conjecture on the torsionness of Selmer groups に他ならない).

本稿で扱う総実代数体の場合には, 八森祥隆(Yoshitaka Hachimori) 及びﾛﾑﾔｰ

ﾙ･ﾄﾏｽ･ｼｬﾘﾌｨ (Romyar Thomas Sharifi) に依る補題 ([HS] Lemma 3 \cdot 4及び

[Kakde] Lemma 1.7.) を用いると ,  X_{ $\Sigma$} がS‐捩れ加群であることとp‐進ﾘｰ拡大 F^{\infty}/F
が以下の ｢ (  $\mu$‐不変量) =0 ｣ 型の条件

(*)_{ $\mu$=0} F^{\infty}/F の或る有限次部分拡大 K/F で, F^{\infty}/K が副 P 拡大となり,
K の円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大の  $\mu$‐不変量が  0 となる様なものが存在する

を満たすことが同値となる (ｶﾛﾜｺﾎﾓﾛｼｰの計算に依り , 総実代数体の円分拡大

K^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/K に対する岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} の定理 [Iwasawa] に帰着させる). 岩澤健吉 (Kenkichi Iwasawa)
に依り任意の代数体の円分拡大に対して  $\mu$‐不変量が  0 となることが予想されているので

(岩
\grave{}

(\grave{}\not\equiv
DIJ

の  $\mu$=0 予想), 一般に X_{ $\Sigma$} が S‐捩れ加群となると予想することは極めて正当的で

あると考えられる.また , ﾌﾙｰｽ･ﾌｪﾚｰﾛ (Bruce Ferrero) とﾛｰﾚﾝｽ･ｸﾘ

ﾝﾄﾝ･ﾜｼﾝﾄﾝ(Lawrence Clinton Washington) に依る著名な定理 [FW] の帰結
として , F が有理数体の総実な有限次ｱｰﾍﾙ拡大であるときは X_{ $\Sigma$} が S‐捩れ加群とな

ることが従う. 今後本稿では登場する総実代数体の P‐進ﾘｰ拡大は全て条件 (*)_{ $\mu$=0} を満

たすと仮定する. 2

注意4 ｶﾛﾜ群 G が P‐捩れ部分を持たない場合には岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数  $\Lambda$(G) は正則環

(regular ring) となる (即ち任意の有限生成左  $\Lambda$ (G)‐7J \square \ovalbox{\tt\small REJECT}群が長さ有限の射影分解を持つ).
このとき , 代数的 K‐理論の一般論に拠り以下の自然な同型

K_{0}(\mathscr{D}_{S}^{b,\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}}( $\Lambda$(G)))\rightarrow\sim K_{0}(\mathfrak{M}_{S}( $\Lambda$(G))) ; [K^{\cdot}]\displaystyle \mapsto\sum_{i}(-1)^{i}[H^{i}(K^{\cdot})]
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が存在する (但し Ms ( $\Lambda$(G)) は有限生成 S‐捩れ左  $\Lambda$ (G)‐7J \square \ovalbox{\tt\small REJECT}群のなす圏). したがってこ

の場合はわざわざ複体の圏を持ち出す必要はなく , 見かけ上は全て加群の圏の範 \ovalbox{\tt\small REJECT}で議論

を完結することが出来る ([CFKSV] でも G が P‐捩れ部分を持たないことを仮定し,全

て加群の圏の中で議論を行っている).
しかし (主定理1.6で扱う様に) G が P ‐捩れ部分を持つ場合は  $\Lambda$(G) が正則環とな

らず, 上記の同型が成立しないため , 特性元の定義の段階ですら複体のﾚﾍﾙ (即ち導来
圏 ) で考える必要が生ずる.また G が p‐捩れ部分を持たない場合でも , 係数制限等の操

作を行う際には結局加群の射影分解をとらねばならないため , 見かけ上は加群の圏の中

だけで議論している様に見えても本質的には導来圏で考えた場合と大差ない場合が多い.

以上のような観点から , 非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論では加群の圏よりもその導来圏の上で議論を行う

方が自然であると言える.このことは可換拡大の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論から非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論に移行する

際に生ずる複雑さ･困難さを反映する現象の一つと見做すことも出来よう. 2

次の例は, 古典理論に於ける特性ｲﾃｱﾙの概念と上記の構成で得られる特性元の

概念とが本質的に一致することを示唆する非常に重要な例である.

例1.3 (岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} の円分 \mathbb{Z}_{p}‐拡大). F=\mathbb{Q}, F^{\infty}=\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}} とする. 上記の設定と照らし

合わせて G= $\Gamma$=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/\mathbb{Q})\cong \mathbb{Z}_{p}, H=\{\mathrm{i}\mathrm{d}\} を得る.  $\Sigma$=\{p\} と取っておこう.

このとき , 標準ｵｰﾚ集合 S は定義から容易に S= $\Lambda$( $\Gamma$)\backslash p $\Lambda$( $\Gamma$) と計算出来る.また,
 G= $\Gamma$ の様に p‐捩れ部分を持たないｶﾛﾜ群に対しては  S に P の \ovalbox{\tt\small REJECT}乗も含めたｵｰﾚ

集合 S^{*}=\displaystyle \bigcup_{n\geq 0}p^{n}S を良く用いるが, 今の場合は明らかに S^{*}= $\Lambda$(G)\backslash \{0\} となる.即

ちｵｰﾚ局所化  $\Lambda$( $\Gamma$)_{S^{\star}} は商体 Frac ( $\Lambda$( $\Gamma$)) に他ならない.

古典的な円分岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理論に於いて岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 加群 X_{\{p\}}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{\{p\}}/\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}) の特性ｲﾃｱﾙ

(Characteristic Ideal) は以下の様に定義された:岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} の定理 ([Iwasawa] Theorem 17.)
に拠り X_{\{p\}} は有限生成捩れ  $\Lambda$( $\Gamma$) ‐加群となる.6そこで有限生成捩れ  $\Lambda$( $\Gamma$)-7] \square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash \prime} の構造定理
を X_{\{\mathrm{p}\}} に適用すると , 有限個の  $\Lambda$( $\Gamma$) の非可逆元 fiが存在して X_{\{\mathrm{p}\}} は \oplus_{i} $\Lambda$( $\Gamma$)/ $\Lambda$( $\Gamma$)f_{i}
の形の  $\Lambda$ (  $\Gamma$ )‐7J \square 群と擬同型となるので,7  $\Lambda$( $\Gamma$) に於いて \{f_{i}\}_{i} の積が生成するｲﾃｱﾙ

\displaystyle \mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{ $\Lambda$( $\Gamma$)}(X_{\{p\}})=(\prod_{i}f_{i}) $\Lambda$( $\Gamma$)
を岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 加群 X_{\{\mathrm{p}\}} の特性ｲﾃｱﾙと定める (特性ｲﾃｱﾙは岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 加群 X_{\{\mathrm{p}\}} のみに依り,

構造定理に現れる \{f_{i}\}_{i} の選び方に依らない).
さて , 上記の様にして得られた特性ｲﾃｱﾙの生成元 \displaystyle \prod_{i} fi を用いて商体 Frac ( $\Lambda$( $\Gamma$))

6岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} は [Iwasawa] に於いて ｢基礎体が1の原始 P 乗根を含む｣ という仮定を付していたため,総実代数
体に対して X_{\{p\}} の  $\Lambda$( $\Gamma$) ‐階数が 0 となることは実際にはｸﾘｰﾝﾊｰｸに依る岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} の定理の別証明から
従う ([Greenberg] Proposition 4の後の注参照). しかし,この場合も含めて岩澤の定理と呼ぶことが慣
例のようである.

7  $\Lambda$ (G)禎醐群  M, N が擬同型 (pseudo‐isomorphic) であるとは, 核と余核が擬零加群 (特に  G= $\Gamma$ の場合

には有限加群) となるような  $\Lambda$ (G)禎醐群の射  f:M\rightarrow N が存在することを指す.
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の元 f_{\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/\mathbb{Q}} を

f_{\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/\mathbb{Q}}=\displaystyle \frac{1}{1- $\gamma$}\prod_{i}f_{i}
と定義しよう (但し  $\gamma$ は  $\Gamma$ の位相的生成元).  $\Lambda$( $\Gamma$) 及び Frac ( $\Lambda$( $\Gamma$)) は可換な局所環ゆえ

ﾎﾜｲﾄﾍｯﾄ群 K_{1}( $\Lambda$( $\Gamma$)) 及び K_{1}(\mathrm{I}^{7}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}( $\Lambda$( $\Gamma$))) が乗法群  $\Lambda$( $\Gamma$)^{\times} 及び \mathrm{I}^{7}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}( $\Lambda$( $\Gamma$))^{\times} と

同一視されることに注意すると , ﾍｰﾘｯｸｰｷｰﾃｨﾝｸ (或いはﾊｽ) の局所化完全

系列 () は

0\rightarrow $\Lambda$( $\Gamma$)^{\times}\rightarrow \mathrm{I}^{7}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}( $\Lambda$( $\Gamma$))^{\times}\rightarrow\partial K_{0}(\mathfrak{M}_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}( $\Lambda$( $\Gamma$)))\rightarrow 0
と書き直される (但し \mathfrak{M}_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}( $\Lambda$( $\Gamma$)) は有限生成捩れ  $\Lambda$ (  $\Gamma$ )‐  $\gamma$\square 群のなす圏.ここでは注意4

の同型を用いた). さらにﾊｲﾏﾝﾊｽ(Hyman Bass) に依る連結準同型 \partial の明示表記

\partial(f/g)=[ $\Lambda$( $\Gamma$)/ $\Lambda$( $\Gamma$)f]-[ $\Lambda$( $\Gamma$)/ $\Lambda$( $\Gamma$)g] for f, g\in \mathrm{I}^{7}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}( $\Lambda$( $\Gamma$))^{\times}\cap $\Lambda$( $\Gamma$)

及び擬零  $\Lambda$( $\Gamma$)- $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash \prime} の K_{0}(\mathrm{M}_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}( $\Lambda$( $\Gamma$))) での像が 0 となることを用いて f_{\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/\mathbb{Q}} の \partial に

依る像を計算すると

\partial(f_{\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/\mathbb{Q}})=[ $\Lambda$( $\Gamma$)/\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{ $\Lambda$( $\Gamma$)}(X_{\{p\}})]-[ $\Lambda$( $\Gamma$)/(1- $\gamma$) $\Lambda$( $\Gamma$)]

=[X_{\{p\}}]-[\mathbb{Z}_{p}]

が得られる (1- $\gamma$ は  $\Lambda$( $\Gamma$) の添加ｲﾃｱﾙ I( $\Lambda$( $\Gamma$))=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}( $\Lambda$( $\Gamma$)\rightarrow \mathbb{Z}_{p}) の位相的生成元

となることに注意). 即ち f_{\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/\mathbb{Q}} が(上述の意味で)拡大 \mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/\mathbb{Q} の特性元となる こと

が確認出来る.

以上の計算を振り返ると , K‐群の局所化完全系列を用いた特性元の構成が (可換な
拡大の場合の)  $\Lambda$‐  $\gamma$\square 群の構造定理に基づく特性ｲﾃｱﾙの構成方法を自然に—般化したも

のであることが観察される.さらに上記の例では -[\mathbb{Z}_{p}] という �余計な� 項が存在するこ

とから f_{\mathbb{Q}^{\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}}/\mathbb{Q}} を特性ｲﾃｱﾙの生成元そのものではなくその (1- $\gamma$)^{-1} 倍で定義した

が, 後に定式化する岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想を念頭に置くと,この事実は対応する p‐進ｾｰﾀ関数 (即
ち久保田‐ ﾚｵﾎﾙﾄ Kubota‐LeoPoldt の p‐進ｾｰﾀ関数) が自明表現1 ( $\gamma$)=1 で

‐位の極を持つことを示唆している. 言い換えれば -[\mathbb{Z}_{p}] と言う項が p‐進ｾｰﾀ関数の

極の情報を反映している,と解釈することも出来る. 0

注意5 ( 歴史的背景 ) . 元々ｺｰﾂ氏等は最初から代数的 K‐理論を使って特性元を

構成しようとしたわけではなく, 可換な拡大の場合に倣って  $\Lambda$‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群の構造定理を非可換

ｶﾛﾜ群の場合に拡張し,これを用いて直接特性ｲﾃｱﾙを構成しようとしたのであっ

た.この試みは構造定理の拡張に於いては成功した [CSS ] が, そこから加群の性質を反

映した �巧い� 特性ｲﾃｱﾙを取り出す際に様々な困難が生じ, 構造定理を用いた特性ｲ

ﾃｱﾙの構成は十分に機能しないようであることが判明した.この辺りの事情は, 八森祥

隆氏の解説記事 [八森 ] に詳しい.
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そこで発想を根本的に転換して注目される様になつたのが代数的 K‐理論である.代

数的 K‐理論を非可換な岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論に応用する試みはﾘｯﾀｰ‐ｳｧｲｽ (RITTFjR‐WFjIss)
等によって既になされつつあつた [RW1]. 当初どのような意図から K‐理論を非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}

理論に応用するに至ったかは想像の域を出ないが, (かなり乱暴な見方をすると) C_{F^{\infty}/F}
という複体から不変量 (特性元) を取り出す際に非可換性から生じる困難 (例えば [CSS]
に於いて現れたようなもの) を , 局所化完全系列の連結準同型と言う ｢ﾎﾓﾛｼｰ代数的

な捉え所のない複雑な写像｣ に押し付けてしまうために K‐理論の力を借りた,という見

方も出来るだろう. 兎にも角にも , 代数的 K‐理論の局所化完全系列を用いることで,形

式的かつ簡便に非可換拡大の �良い� 特性元を構成出来る様になったのである.

なおﾘｯﾀｰとｳｧｲｽは G が1次元 P‐進ﾘｰ群のときに , 矢張り代数的 K‐理

論の局所化完全系列を適用することに依って独自に非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想を定式化している

(ﾘｯﾀｰ‐ ｳｧｲｽの �同変岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理論� Equivariant Iwasawa Theory [RW1]). 彼等

は中心的非零因子全体でのｵｰﾚ局所化を考え, ﾊｽの局所化完全系列を用いて理論を構

成した. 他方, 一般の高次 P‐進ﾘｰ群に対しても扱える標準ｵｰﾚ分母集合 S を最初に

導入したのはｳｪﾝﾔｺﾌの博士論文[Venjakob]であり,この標準ｵｰﾚ集合を用いて
議論を進める点がCFKSV理論の特色にもなっている (高次の P‐進ﾘｰ群では中心的な

元のみでは分母集合が少なすぎるため , それに依る局所化は特性元や P‐進ｾｰﾀ関数が

存在する舞台としては不十分なのである). 2

§1.3. 解析ｻｲﾄ—Analytic side

本節では所謂補間性質 (INTFjRPOLATION PROPFjRTY) に依り非可換拡大に付随する

p‐進ｾｰﾀ関数を特徴付ける. 以下有理数体の代数的閉包 \overline{\mathbb{Q}} の複素数体 \mathbb{C} 及び p‐進数

体の代数的閉包 \mathrm{Q}_{p} への埋め込みを一つ固定しておく.
さて , ｱﾙﾃｨﾝ表現  $\rho$ :G \rightarrow GL(Q)(つまり像が \mathrm{G}\mathrm{L}_{d}(\mathrm{Q}) の有限部分群となる様

な G の表現) , p-\grave{\mathrm{L}_{-}}‐円分指標  $\kappa$:\mathrm{G}\mathrm{a}1(F($\mu$_{p^{\infty}})/F)\rightarrow \mathbb{Z}_{p}^{\times} 及び p-1 で割り切れる正の整

数 r に対し , 表現

 $\rho \kappa$^{r}:G\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{d}(\overline{\mathbb{Q}}_{p})

は岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数の環準同型写像

 $\rho \kappa$^{r}: $\Lambda$(G)\rightarrow \mathrm{M}_{d}(\overline{\mathbb{Q}}_{p})

へと拡張される (細かい話だが \overline{\mathbb{Q}}_{p} は P‐進位相に関して完備ではないので, 岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}代数上の

連続準同型に拡張する際には一旦  $\rho$ の像が \mathrm{G}\mathrm{L}_{d}(E) に含まれる様な Qp の有限次拡大 E を

取り , 係数体を E に制限した上で拡張する必要がある). K‐理論の関手性から,この連続

環準同型はﾎﾜｲﾄﾍｯﾄ群の写像  $\rho \kappa$^{r}:K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow K_{1}(\mathrm{M}_{d}(\overline{\mathbb{Q}}_{p})) を誘導するが,ここ

でMd (\overline{\mathbb{Q}}_{p}) と \overline{\mathbb{Q}}_{p} との間の森田同値が誘導する自然な同型 K_{1}(\mathrm{M}_{d}(\overline{\mathbb{Q}}_{p}))\simeq K_{1}(\overline{\mathbb{Q}}_{p})\simeq\overline{\mathbb{Q}}_{p}^{\times}
を考えることで表現  $\rho \kappa$^{r} に於ける値写像 (EVAlUation Map at  $\rho \kappa$^{r} )

\mathrm{e}\mathrm{v}_{ $\rho \kappa$^{r}}:K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow\overline{\mathbb{Q}}_{p}^{\times} ; f\mapsto f( $\rho \kappa$^{r})
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が得られる.しかし p‐進ｾｰﾀ関数は特性元と同じ K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) に属すべき元なので,今

得られた値写像の定義域を K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) に拡張する必要がある.これは以下でなされる様

に円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大の値写像 (添加写像) を経由させる という非常に画期的な方法で実現さ

れる :Qp の有限次拡大 E で(  $\rho$ を適当に定数倍することで)  $\rho \kappa$^{r} の像が \mathrm{G}\mathrm{L}() (但し
\mathcal{O}_{E} は E の整数環) に入るものをとった上で, 連続表現

$\Phi$_{ $\rho \kappa$^{r}}: $\Lambda$(G)\rightarrow \mathrm{M}_{d}(\mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]])=\mathrm{M}_{d}(\mathcal{O}_{E})\otimes_{\mathrm{Z}_{p}}\mathbb{Z}_{p}[[ $\Gamma$]] ; g\mapsto $\rho \kappa$^{r}(g)\otimes\overline{g} for g\in G

を考えよう (\mathrm{g} は g の  $\Gamma$ に於ける像. いきなり  $\rho \kappa$^{r} での値をとるのではなく 円分 \mathbb{Z}_{p^{-\text{拡}}}
大に対応する岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数 \mathbb{Z}_{p}[[ $\Gamma$]] を一旦経由させるのがﾎｲﾝﾄ). すると $\Phi$_{ $\rho \kappa$^{r}} は局所化

された岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数に於ける環準同型  $\Lambda$(G)_{S}\rightarrow \mathrm{M}_{d}(\mathrm{I}^{7}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]])) に拡張される ([CFKSV]
Lemma 3 \cdot 3. この補題が要であり , 証明には標準ｵｰﾚ集合  S の性質を最大限に用いる).
したがって先ほどと同様にﾎﾜｲﾄﾍｯ ﾄ群の準同型写像

K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow K_{1}(\mathrm{M}_{d}(\mathrm{I}^{7_{ $\Gamma$}}\mathrm{a}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]])))\simeq K_{1} (Frac (\mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]]) ) = Frac (\mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]])^{\times}

を得る. あとは \mathrm{I}^{7_{ $\Gamma$}}\mathrm{a}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]])^{\times} に添加写像 (Augmentation MAP) \mathrm{g}\mapsto 1 を施すことに

より (

(K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の元に対する値写像� が考えられるわけだが,このままでは当然のこ

とながら値が定義されない部分 (分母が 0 になる部分) が生じてしまう. そこで \mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]]
の添加ｲﾃｱﾙ \mathfrak{p} での局所化 \mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]]_{\mathfrak{p}} を考えると , 添加写像は \mathcal{O}_{E}[[ $\Gamma$]]_{\mathfrak{p}}\rightarrow E には自然

に延びるので,さらに \mathfrak{p} の元を \infty と言う元 (単なる記号として導入する) に対応させる

ことで値写像の拡張

\mathrm{e}\mathrm{v}_{ $\rho \kappa$^{r}}:K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow E\cup\{\infty\}\mapsto\overline{\mathbb{Q}}_{p}\cup\{\infty\} ; f\mapsto f( $\rho \kappa$^{r})

を得るのである (言うまでもないがこの拡張は環準同型ではあり得ない).

このようにして構成された値写像を用いて 拡大 F^{\infty}/F に対する p‐進‐ｾｰﾀ関数

(p‐adic Zeta Function for F^{\infty}/F ) を , 任意の G のｱﾙﾃｨﾝ表現  $\rho$ 及び  p-1 で

割り切れる正の整数 r に対して補間性質

(1.2) $\xi$_{F\infty/F}( $\rho \kappa$^{r})=L_{ $\Sigma$}(1-r;F^{\infty}/F,  $\rho$)

を満たす K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の元 $\xi$_{F\infty/F} として �定義� する.ここで L_{ $\Sigma$}(s;F^{\infty}/F,  $\rho$) はｱﾙ

ﾃｨ ﾝ表現  $\rho$ に付随する複素ｱﾙﾃｨﾝ  L‐関数から  $\Sigma$ に属する素ｲﾃｱﾙでの局所因

子を除いたもの (ｱﾙﾃｨﾝ  L‐関数 L_{ $\Sigma$}(s;F^{\infty}/F,  $\rho$) の負の奇数点での特殊値は代数的な

ので, 等式 (1.2) は最初に固定した \overline{\mathbb{Q}} の \mathbb{C} 及び \overline{\mathbb{Q}}_{p} への埋め込みを通じて意味を持つこ

とに注意).

予想1.4 (p‐進ｾｰﾀ関数の存在予想). 総実代数体の総実 p‐進ﾘｰ拡大 F^{\infty}/F に

対して補間性質 (1.2) を満たす p‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F\infty/F} が存在する. 0



Non‐commutative Iwasawa Theory 285

注意6. p‐進ｾｰﾀ関数の一意性も併せて考えたいところではあるが, 上記の補間

性質を満たす元は一般に SK_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の像に属する元の乗法から生ずる不

定性を伴うので, p‐進ｾｰﾀ関数の一意性予想を定式化するためにはもう少し条件が必要

な様に思われる. 例えば ｢ SK_{1}( $\Lambda$(G)) の K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) での像が消滅する｣ ことを予想と

することも出来るが, そのように予想することが適切であるかどうかは著者には判断がつ

きかねるので本稿ではこれ以上立ち入らないこととする. SK_{1}( $\Lambda$(G)) という群はｶﾛﾜ

群 G が可換の場合には消滅しているので, SK_{1} ‐群と p‐進ｾｰﾀ関数の一意性に関わる

問題はまさに非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論特有の問題であるということは強調しておこう.

なお, 有限 p‐群 \triangle に対しては割合多くの場合に  SK_{1}(\mathbb{Z}_{p}[\triangle]) が消滅することが計

算されている ( 論消滅しない例も存在する. 詳細は[Oliver] 等を参照されたい). 2

§1.4. 非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想及び主定理

以上の設定の下で非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想は非常に簡潔かつ端麗な形で定式化される.

予想1.5 (非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想). p‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F\infty/F} の連結準同型写像 \partial によ

る像は -[c_{F\infty/F}] と一致する.

即ち F^{\infty}/F に対する p‐進ｾｰﾀ関数は拡大 F^{\infty}/F の特性元となる. 0

非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想が示されている例 (または p‐進ｾｰﾀ関数が構成されている例) と

しては以下のものがある:

\bullet ﾕﾙｹﾝ･ﾘｯﾀｰ (Jürgen RITTFjR), ｱﾙﾌﾚｯﾄ ｳｧｲｽ (Alfred Weiss) [RW3]

 F^{\infty}/F が1次元総実 p‐進ﾘｰ拡大で, F^{\infty}/F' が副 p ｱｰﾍﾙ拡大となる様な p‐次

部分拡大 F'/F が存在する時 (彼等は自身の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想の定式化—同変岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理

論—の下で例を構成している).

\bullet 加藤和也 (Kazuya Kato) [Kato2]

ﾊｲｾﾝﾍﾙｸ型 (0f Heisenberg TYPFj) 拡大の場合. 即ち  F^{\infty}/F のｶﾛﾜ群が

\left(\begin{array}{ll}
1\mathbb{Z}_{p} & \mathbb{Z}_{p}\\
01 & \mathbb{Z}_{p}\\
00 & 1
\end{array}\right)\times (ｱｰﾍﾙ群)

の適当な商となっている場合.8
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\bullet ﾏﾍｼｭ･ｶｸﾃ(Mahesh KAKDFj) [Kakde]

 F^{\infty}/F のｶﾛﾜ群が副 p ｱｰﾍﾙ p‐進ﾘｰ群と \mathbb{Z}_{p} との半直積に同型な拡大のうち,

�特殊型� (of Special TYPFj) のもの.9

注意7 ﾊｲｾﾝﾍﾙｸ群は \mathbb{Z}_{p} と \mathbb{Z}_{p}^{2} の半直積 \mathbb{Z}_{p}^{2}\mathrm{x}\mathbb{Z}_{p} と見做せるので,ｶｸﾃ

の結果は加藤の結果の一般化を与えている. 2

加藤和也の結果のｶｸﾃとは異なる方向性での一般化が本稿の主定理である.

定理1.6 (主定理). F^{\infty}/F が以下の何れかの条件を満たすとき, F^{\infty}/F に対す

る p‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F^{\infty}\prime F} が存在し , 主予想 \partial($\xi$_{F^{\infty}\prime F})=-[C_{F^{\infty}\prime F}] が成り立つ :

(1) [H2]. p\neq 2 , 3かつ拡大 F^{\infty}/F のｶﾛﾜ群が

\left(\begin{array}{lll}
1\mathrm{F}_{p} & \mathrm{F}_{p} & \mathrm{F}_{p}\\
01 & \mathrm{F}_{p} & \mathrm{F}_{p}\\
00 & 1 & \mathrm{F}_{p}\\
00 & 0 & 1
\end{array}\right)\times $\Gamma$
と同型となる時.

( =G^{f}\times $\Gamma$ と書く)

(2) [H3]. 拡大  F^{\infty}/F のｶﾛﾜ群が \ovalbox{\tt\small REJECT}指数 (exponent) p の有限 p ‐群 G^{f} と  $\Gamma$ との直

積と同型となる時.  0

注意8. p>N の時は

B^{N}(\mathrm{F}_{p})=(_{0}^{1\mathrm{F}_{p}\mathrm{F}_{p}}0000.101\mathrm{F}_{p}. \cdot\cdot \mathrm{F}_{p_{\mathrm{F}_{p}}^{\mathrm{F}_{p}}}0^{\cdot}11\mathrm{F}_{p}::) \leq \mathrm{G}\mathrm{L}_{N+1}(\mathrm{F}_{p})
の \ovalbox{\tt\small REJECT}指数は P なので, (2) の結果は (1) 及び加藤の結果 (の特別な場合) を含んでいる. 2

8講演中 ｢どの \mathbb{Z}_{p} が円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大に対応する成分になっているか｣ と言う質問を受けたが,実は G/H な

る商の形で円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大のｶﾛﾜ群が現れる限りどのような形で円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大の成分が入り込んでいても
構わない (本稿の主定理1.6 (1) の様に , ｱｰﾍﾙ群の直積成分のところに \mathbb{Z}_{p} が入っている形でも良い).
これは, 次節で P‐進ｾｰﾀ関数の構成に用いるﾊｰﾝｽの手法がｱｰﾍﾙ群の図式のﾀｲｱｸﾗﾑ･ﾁｪ
ｲｼﾝｸに終始しており, 円分 \mathbb{Z}p‐拡大成分について考慮する必要が全くないからである (円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大成

分は円分指標に依るｱﾙﾃｨﾝ表現の捻りを考える際にのみ用いる). 論ﾊｲｾﾝﾍﾙｸ型ｶﾛﾜ \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{-}G に

どの様に円分 \mathbb{Z}_{p} ‐拡大成分が入り込み得るかどうかはまた別の問題である.
9特殊型とは, 大雑把に言うと群の元を P 乗する写像が適当なｶﾛﾜ群 G の部分商 (後述のﾊｰﾝｽの手法
で用いられる部分商の族) の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数  $\Lambda$(U/V) 達の上で環準同型写像を引き起こす様なもののこと. ﾊｰ

ﾝｽの手法及び整対数準同型写像を用いる際に生じる技術的仮定である.
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注意9. P‐進ｾｰﾀ関数の一意性に関しては, 先の注意6でも触れた様に (1), (2)
とも SK_{1}(\mathbb{Z}_{p}[G^{f}]) (の K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) での像) の元の乗法に依る不定性を除いて一意に定ま
る. (1) 及び (注意8の記号の下で) G^{f}=B^{N}(\mathrm{F}_{p}) の場合は, ﾍｰﾀｰ･ｼｭﾅｲﾀｰ

(Peter Schneider) とｵﾄﾏｰﾙ･ｳｪﾝﾔｺﾌが SK_{1}(\mathbb{Z}_{p}[G^{f}]) の自明性を証明した

旨をｳｪﾝﾔｺﾌ氏からｱﾅｳﾝｽされたので, 彼らの結果を認めるならば各々のｹｰｽ

では P‐進ｾｰﾀ関数の一意性まで証明されたこととなる. 2

注意10. 講演では (2) に関しては ｢ 1 の P \ovalbox{\tt\small REJECT} 根の乗法に依る不定性を法として

P‐進ｾｰﾀ関数が存在する｣ という形で紹介したが,その後ﾘｯﾀｰ ‐ ｳｧｲｽ型の P 次

拡大を含むｹｰｽ (上述の [RW3] 及びそのための合同式を計算した [RW2]) に帰着させ

ることに依ってこの不定性を取り除くことに成功した. その技術的な内容に関しては [H3]
を参照されたい. 2

§2. P‐進ｾｰﾀ関数の構成に向けて

前節で概観した様に , 非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想に取り組む際には

\bullet  P‐進ｾｰﾀ関数の構成問題

\bullet 主予想の成立不成立の問題

という二つの大問題を考えねばならない.この二種類の問題を可換な拡大に対するｾｰﾀ

関数達をﾃｰﾀ写像なる写像で 〈貼り合わせる〉ことで一気に解決出来てしまうのでは

ないかという画期的なｱｲﾃｱを提出したのがﾃｲｳｨｯﾄ･ﾊｰﾝｽ(David Burns)
である. 本節では, 先ずﾊｰﾝｽに依るこの画期的な手法を (許す限り詳しく)解説した
後, 実際の主予想の証明方針を主定理1.6の場合に即して概観する.

§2.1. ﾊｰﾝｽの手法

§2.1では §1.2及び §1.3で考察した一般的な設定を考える.
 S を G の開部分群 U 及び H の開部分群 V の組 (U, V) のなす族で以下の条件を満

たすものとする:

(i) \mathrm{F} の元 (U, V) に対し V は U の正規部分群で , 剰余群 U/V はｱｰﾍﾙ群.

(ii) 任意の G のｱﾙﾃｨﾝ表現  $\rho$ が仮想表現 (virtual representation) として, 剰余

ｱｰﾍﾙ群  U/V の適当な指標 $\chi$_{U,V} の誘導表現 \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U}^{G}($\chi$_{U,V}) の \mathbb{Z}‐線形結合で表さ

れる (但し (U, V) は S の元を動くものとする).

このとき K‐群のﾉﾙﾑ写像 Nr: K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(U)) と自然な全射から誘導さ

れる写像 K_{1}( $\Lambda$(U))\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(U/V))= $\Lambda$(U/V)^{\times} を合成することで, 写像

$\theta$_{U,V}:K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow $\Lambda$(U/V)^{\times}
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が得られる (岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数  $\Lambda$(U/V) は S の条件 (i) から半局所可換環となるので, そのﾎﾜ

ｲﾄﾍｯﾄ群が  $\Lambda$(U/V) の単数群と同一視されることに注意. [Bass] 等を参照のこと).
局所化された岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}加群に関しても同様に

$\theta$_{S,U,V}:K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow $\Lambda$(U/V)_{S}^{\times}

が構成される.10

注意11. このとき, 構成から任意の K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の元  $\eta$ と  U/V の位数有限の指

標  $\chi$ (但し (U, V) は S の元) に対し

(2.1) $\theta$_{S,U,V}( $\eta$)( $\chi$)= $\eta$(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{U}^{G}( $\chi$))

が従う (但し §1.3で定義した意味でﾎﾜｲﾄﾍｯﾄ群の元の表現での値をとっている). こ

の関係式と S の条件 (ii) を組み合わせることで, ﾌﾗｳｱｰ帰納法 (Brauer induction)
の議論を適用することが出来る. 2

$\theta$_{U,V\text{，}} $\theta$ s,u,v 等を �束ねた� 写像をそれぞれ  $\theta$=($\theta$_{U,V})_{(u,v)\in \mathfrak{F}}, $\theta$_{S}=( $\theta$ s,u,v)_{(U,V)\in \mathrm{F}}
と書こう.  $\Psi$ を  $\theta$ の像としておく (したがって \displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathrm{F}} $\Lambda$(U/V)^{\times} の部分群).

F_{U} 及び F_{V} をそれぞれ U, V に依る F^{\infty} の固定体とするとき ,  $\Lambda$(U/V)_{S} にはﾋｴｰ

ﾙ･ ﾄﾘｰﾆｭ (Pierre Deligne) とｹﾈｽ･ｱﾗﾝ･ﾘﾍｯﾄ(Kenneth Alan RIBFjT)
の結果 [DR] を受けてｼｬﾝｰﾋｴｰﾙ･ｾｰﾙ(Jean‐Pierre Serre)が構成した以下の
性質を満たす元 $\xi$_{U,V} が潜んでいる (これをｱｰﾍﾙ拡大 F_{V}/F_{U} に対するｾｰﾙの P‐進‐

ｾｰﾀ擬測度 (p‐adic zeta Pseudomeasure) と呼ぶ):

(1) 任意の U/V の元 u に対して (1-u) $\xi$ u,v は  $\Lambda$(U/V) の元.

(2) U/V の位数有限の指標  $\chi$ 及び  p-1 で割り切れる正の整数 r に対し , 補間性質

 $\xi$ u,v( $\chi \kappa$^{r})=L_{ $\Sigma$}(1-r;Fv/Fu,  $\chi$) が成り立つ.

ｾｰﾙの P‐進ｾｰﾀ擬測度は岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想を満たすことがｱﾝﾄﾘｭｰ･ﾜｲﾙｽ (Andrew
Wiles) に依って示されている [Wiles].

この $\xi$_{U,V} 達の 〈貼り合わせ〉を行うことが, ﾊｰﾝｽに依る斬新かつ画期的なｱｲ

ﾃｱの中枢である.

定理2.1 (ﾊｰﾝｽの手法). \displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathrm{F}} $\Lambda$(U/V)_{S}^{\times} の部分群 $\Psi$_{S} で, $\theta$_{S} の像を含

み, \displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathfrak{F}} $\Lambda$(U/V)^{\times} との共通部分が  $\Psi$ と一致するものが存在したとする.さらに

($\xi$_{U,V})_{(u,v)\in \mathrm{F}} が $\Psi$_{S} の元であると仮定する.

このとき F^{\infty}/F に対する P‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F^{\infty}/F} が存在して, 非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想

\partial($\xi$_{F^{\infty}/F})=-[C_{F^{\infty}/F}] が成り立つ. 0

10_{P}‐進ﾘｰ群 U/V に対しても §1.2で定義した様に標準ｵｰﾚ集合が定義される. 誤解の余地はないと思わ
れるので, 記号の濫用ではあるが U/V に対する標準ｵｰﾚ集合も S で表し,  $\Lambda$(U/V) の標準ｵｰﾚ局所
化を  $\Lambda$(U/V)_{S} と表記することにする.
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証明は単純なﾀｲｱｸﾗﾑ･ﾁｪｲｼﾝｸ(diagram chasing) である.[Kato2] Propo‐
sition 2.5も参照のこと.11

Proof. F^{\infty}/F の任意の特性元 f をとる (つまり f は K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) の元で関係式

\partial(f)=-[C_{F^{\infty}/F}] を満たすもの). $\theta$_{S}(f)=(f_{u,v})_{(u,v)\in \mathrm{F}} と書くと , 仮定より $\Psi$_{S} は $\theta$_{S}

の像を含むから ( fu, v)_{(U,V)\in \mathrm{F}} は $\Psi$_{S} の元. 他方, 仮定より ($\xi$_{U,V})_{(u,v)\in \mathrm{F}} も $\Psi$_{S} の元だ

から, uu, v=$\xi$_{U,V}f_{U,V}^{-1} とおくと (uu, V)_{(u,v)\in \mathrm{F}} は $\Psi$_{S} の元.さらに

\partial(f_{U,V})=\partial($\xi$_{U,V})=-[C_{U,V}]

が成り立つので (fu,v に関しては連結準同型写像のﾉﾙﾑに関する関手性, $\xi$_{U,V} に関

してはﾜｲﾙｽの岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 主予想 [Wiles]), 構成から \partial(u_{U,V}) は 0 となる.したがって局

所化完全系列 () から , (uu, v)_{(U,V)\in \mathrm{F}} は \displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathfrak{F}} $\Lambda$(U/V)^{\times} の元と見做せる. $\Psi$_{S} と

\displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathrm{F}} $\Lambda$(U/V)^{\times} の共通部分が  $\Psi$ であるから (uu, V)_{(u,v)\in \mathrm{F}} は  $\Psi$ の元.ここで  $\Psi$ は

 $\theta$ の像であったから , 或る  K_{1}( $\Lambda$(G)) の元 u が存在して  $\theta$(u)=(u_{U,V})_{(u,v)\in \mathrm{F}} が成り立

つ.この u を用いて  $\xi$=fu と定義すると , 構成から

('|\not\subset\ovalbox{\tt\small REJECT}-1)\partial( $\xi$)=-[c_{F^{\infty}/F}] (つまり  $\xi$ も  F^{\infty}/F の特性元),

(� |生質‐2) $\theta$_{S}( $\xi$)=($\xi$_{U,V})_{(U,V)\in \mathfrak{F}}

が導かれる. (性質‐2) と s の条件 (ii), 関係式 (2.1) を用いると ,  $\xi$ が補間性質 (1.2) を

満たすことがﾌﾗｳｱｰ帰納法の議論に依り証明出来る.斯くして  $\xi$ が所望の  p‐進ｾｰ

ﾀ関数となる. (性質‐1) はまさに p‐進ｾｰﾀ関数が主予想を満たすことを表している.

文章で書くと如何にも繁雑に見えてしまうが,要するに以下の図式でﾀｲｱｸﾗﾑ･

ﾁｪｲｼﾝｸをしているだけである.各自確認されたい.

K_{1}( $\Lambda$)\rightarrow K_{1}( $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow^{\partial}K_{0}( $\Lambda$(G),  $\Lambda$(G)_{S})\rightarrow 0

 $\theta$\displaystyle \uparrow $\Psi$\uparrow  $\Psi$\int^{S}^{\downarrow $\theta$ s} \downarrow
\displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathfrak{F}} $\Lambda$(U/V)^{\times}\leftarrow\prod_{(U,V)\in \mathfrak{F}} $\Lambda$(U/V)_{S}^{\times}\rightarrow\partial\prod_{(U,V)\in \mathrm{F}}K_{0}( $\Lambda$(U/V),  $\Lambda$(U/V)_{S})\rightarrow 0

\square 

このﾊｰﾝｽの手法を適用することで, P‐進ｾｰﾀ関数の構成及び主予想の証明の方

針は以下のｽﾃｯﾌに分けられる :

11加藤先生のﾌﾚ･ﾌﾘﾝﾄ [Kato2] に｢この命題はﾃｲｳｲｯﾄﾊｰﾝｽから学んだ｣ と記されているこ
とから , 著者は定理2.1の手法を勝手に《ﾊｰﾝｽの手法 (Burns technique)》と呼称している. ﾊｰ

ﾝｽ氏がこの定理のｱｲﾃｱを生み出したことはほぼ間違いないと思われるが, どうやらﾊｰﾝｽ氏自身

に依るこの手法に関する論文は未発表のようである.[Kato2] も現時点で未発表であることから,ここで
は定理2.1の証明を詳しく著すこととした.
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Step 0 , 適当な族 S の構成.

Step 1,  $\theta$, $\theta$_{S},  $\Psi$ 及び  $\Psi$_{S} の特徴付け.

Step 2, ( $\xi$ u,v)_{(U,V)\in \mathrm{F}} が $\Psi$_{S} の元となることの証明.

以下, 各ｽﾃｯﾌで具体的にどのような構成が行われるのかを主定理1.6の設定の

下で (即ちｶﾛﾜ群 G が  G^{f}\times $\Gamma$ と同型のときに限って) 紙面の許す限り解説してゆこう.

§2.2. 族  S の構成—Step 0

先ずはﾊｰﾝｽの手法を適用する舞台となる対 (U, V) の族 S を構成しなければな

らない. 特に条件 (ii) の｢任意のｱﾙﾃｨﾝ表現を U/V の指標の誘導表現達の線形和

で表す｣ という部分が非常に難しい問題ではあるが,この問題に対する金字塔的な定理

として有限群の線型表現に於ける ｱﾙﾃｨﾝｰﾌﾗｳｱｰの誘導定理 (ARTIN -\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{r}^{\text{’}}\mathrm{s}

Induction Theorems) がある. 定理の詳細に付いては [Serre1] を参照のこと. 特に G^{f}

のﾌﾗｳｱｰ基本部分群(Brauer \text{’_{}\mathrm{S}} Elementary SubgrouP) を U^{f} とし , その交換

子群を V^{f} とすれば, \mathrm{F}=\{(U^{f}\times $\Gamma$, V^{f}\times\{1\})\} はまさに所望の族を成している.

但し今回の様に有限群 G^{f} が P‐群の場合には, 全ての部分群がﾌﾗｳｱｰ基本部分

群となってしまうので, \mathrm{F} はほぼ全ての開部分群 (とその交換子群の対) を集めた族になっ

てしまい, その後のﾃｰﾀ写像の構成及び合同式の計算に於いて収拾がつかなくなってし

まう. そこで , 論文 [H3] (主定理1.6 (2)) ではﾌﾗｳｱｰの定理より若干弱い ｱﾙﾃｨ

ﾝの誘導定理を用いている. ｱﾙﾃｨﾝの定理は

有限群 \triangle の任意の表現  $\rho$ に対し, (\#\triangle) $\rho$ が巡回部分群の指標の誘導表現の
\mathbb{Z}‐線形和で表される

ことを主張している.これを G^{f} に適用すると, G^{f} の \ovalbox{\tt\small REJECT}指数が P であることを加味すれ

ば S として全ての P‐次巡回拡大と  $\Gamma$ との直積のみを考えれば良い こととなり, 大分計

算が簡略化される.12

なお, 論文 [H2] (主定理1.6 (1)) ではこの様な高級な定理は用いず,  G^{f} が

\left(\begin{array}{ll}
1\mathrm{F}_{p} & \mathrm{F}_{p}\\
01 & \mathrm{F}_{p}\\
00 & 1
\end{array}\right)\ltimes\left(\begin{array}{l}
\mathrm{F}_{p}\\
\mathrm{F}_{p}\\
\mathrm{F}_{p}
\end{array}\right) ( =\overline{G}^{f}\ltimes N と書いておく)

と半直積表示されることを用いて具体的に G^{f} の既約表現を \overline{G}^{f} 及び N の表現から誘導

表現を用いて構成し, その様子を観察することで S の元を具体的に構成した (5組の対か
らなる. その具体的な記述は [H2] を参照のこと).

12その代わり  $\rho$ が  p^{-\# G^{f}}\mathbb{Z}‐線形和でしか表せなくなってしまうので, 補間性質 (1.2) の証明に於いて1の

P‐ \ovalbox{\tt\small REJECT}根倍の不定性が生じてしまう.この他対数写像を用いた議論 (Step 1) でも 1のp‐ \ovalbox{\tt\small REJECT} 根倍の不定性が
生じる部分があるので, 論文 [H3] では先ず1のP‐ \ovalbox{\tt\small REJECT}根倍の不定性を残して P‐進ｾｰﾀ関数の構成及び主
予想の証明を行い, その後1のP‐ \ovalbox{\tt\small REJECT}根倍の不定性を取り除く議論を行っている.
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§2.3. ﾃｰﾀ写像の特徴付け—Step 1

次のｽﾃｯﾌではﾃｰﾀ写像  $\theta$, $\theta$_{S} の像を特徴づける. その前に先ずはその加法群

版 $\theta$^{+} 及びその像  $\Omega$ を構成しよう.

副有限群  P に対して \mathbb{Z}_{p}[[ Conj (P)]] で P の共役類を自由基底に持つ \mathbb{Z}_{p} ‐自由加群を

副有限完備化したものを表すことにする. \mathrm{F} の元 (U, V) に対して左剰余類分割 G/U の

代表系 \{g_{1}, g2, . . . , g_{N}\} をとり , 任意の G の共役類 [g] に対して

$\tau$_{j}([g])=\left\{\begin{array}{ll}
[g_{j}^{-1}gg_{j}] & g_{j}^{-1}gg_{j} \text{が} U \text{に含まれる時}\\
0 & \text{それ以外}
\end{array}\right.
と定めると , Tr =\displaystyle \sum_{j=1^{\mathcal{T}j}}^{N} は代表系 \{gj\}_{j=1}^{N} の取り方に依らない Zp‐  $\gamma$加群の準同型写像

\mathbb{Z}_{p}[[ Conj ( G)]]\rightarrow \mathbb{Z}_{p}[[ Conj ( U)]] を誘導する (以下 ﾄﾚｰｽ写像 Trace Map と呼ぼう).
この写像に自然な全射 \mathbb{Z}_{p}[[ Conj ( U)]]\rightarrow \mathbb{Z}_{p}[[U/V]] を合成することに依り

$\theta$_{U,V}^{+}:\mathbb{Z}_{p}[[Conj ( G)]]\rightarrow \mathbb{Z}_{p}[[U/V]]

を得る. $\theta$_{U,V}^{+} の像を I_{U,V}(\subseteq $\Lambda$(U/V)) とおく.さて , 各成分 yu, v\in \mathbb{Z}_{p}[[U/V]] がﾄ

ﾚｰｽ写像で移り合い,さらに yu,v がIu,v に含まれる様な \displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathfrak{F}}\mathbb{Z}_{p}[[U/V]] の元

y= (yu, V)_{(u,v)\in \mathrm{F}} で生成される部分 Zp‐  $\gamma$加群  $\Omega$ を考えよう.このとき ,  $\theta$_{U,V}^{+} を�束

ねた� 射 $\theta$^{+} の像が \displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathrm{F}}I_{U,V} に含まれることは I_{U,V} の定義より明らかであるが,

\displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathrm{F}}I_{U,V} に｢各成分がﾄﾚｰｽ写像で移り合う｣ という極めて自然かつ緩やかな条

件を課した部分加群  $\Omega$ が, 実は  $\theta$^{+} の像とぴつたり一致してしまうのである:

命題2.2. $\theta$^{+} は同型 $\theta$^{+}:\mathbb{Z}_{p}[[ Conj (  G)]]\rightarrow\sim $\Omega$ を誘導する.  0

同型 $\theta$^{+} を加法的ﾃｰﾀ写像 (Additive Theta MAP) とでも呼んでおこう. 主定

理の状況での証明は [H2] Definition‐Proposition 3.3及び [H3] Proposition 4 \cdot 3を参照.

本質的には誘導定理の証明を行っているだけなので, かなり一般の状況でこの種の加法的

ﾃｰﾀ同型は示されると考えられる.

次に , 上で得られた加法的ﾃｰﾀ同型を元々考えていた  $\theta$ という乗法的な写像の言

葉に《翻訳》していく必要があるが, その際に用いられる道具がｵﾘｳｧｰ‐ﾃｲﾗｰ

の整対数準同型写像 ( \mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{V}\mathrm{F}j\mathrm{R}-\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{r}^{\text{’}}\mathrm{s} Integral Logarithmic HomomorPhism)
$\Gamma$_{G}:K_{1}( $\Lambda$(G))\rightarrow \mathbb{Z}_{p}[[Conj ( G)]] である.

命題2.3 (整対数準同型写像). 有限 P ‐群 \triangle の \mathbb{Z}_{p} 上の群環を考える. K_{1}(\mathbb{Z}_{p}[])
の元 x に対し, その \mathbb{Z}_{p}[\triangle]^{\times} への持ち上げも同じ文字 x で表し

$\Gamma$_{\triangle}(x)=\displaystyle \log(x)-\frac{1}{p} $\varphi$(\log(x))
と定める.13 但し  $\varphi$ は \mathbb{Q}_{p} [Conj ( \triangle )] の元 \displaystyle \sum_{[g]\in\triangle}a_{[g]}[g] に対し

 $\varphi$(\displaystyle \sum_{[g]\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\triangle)}a_{[g]}[g])=\sum_{[g]\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\triangle)}a_{[g]}[g^{p}]
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で定まる写像である.このとき $\Gamma$_{\triangle} はｱｰﾍﾙ群の準同型 K_{1}(\mathbb{Z}_{p}[\triangle])\rightarrow \mathbb{Z}_{p} [Conj ( \triangle )] を

定める.  0

一般の有限群に対しても整対数準同型は定義出来るが, 簡単のためここでは有限 P‐群

に制限した. 一般の有限群に対する定義及び整対数準同型写像の諸性質に付いては [Oliver]
を参照されたい.

そもそも何故対数写像が有用であるのかという点に立ち返ってみよう;ﾃｰﾀ写像と
いうものは本質的に乗法群のﾉﾙﾑ写像であり, 一般にその像を計算するのは難しい.ま

た, 同じｱｰﾍﾙ群でも乗法群より加法群の方が,ﾉﾙﾑ写像よりﾄﾚｰｽ写像の方が取

り扱いが簡単であることは明らかであろう. したがって ｢対数写像に依って乗法的ｱｰﾍ

ﾙ群であるﾎﾜｲﾄﾍｯﾄ群を加法群に変換してしまって, そこでﾄﾚｰｽ写像の像を決

定した後 (これは先に述べた様に比較的簡単に計算出来る), (�指数写像� で元の乗法群に

その情報を還元すれば良かろう｣ という基本戦略が生まれるのである.

ところが, 対数写像の像の元は (その \ovalbox{\tt\small REJECT}級数による定義を見てみても分かる様に) 明

らかに分母に P の \ovalbox{\tt\small REJECT}乗を含み得る. つまり対数写像で移った先が \mathbb{Q}p‐ﾍｸﾄﾙ空間になっ
てしまうのである (!) そこで写像の行き先も \mathbb{Z}_{p^{-}} 自由加群の範 \ovalbox{\tt\small REJECT} に収める ために

-p^{-1} $\varphi$(\log(x)) という補正項を付け加えたものが整対数準同型写像である (このことから
�整" 対数準同型の呼称を戴いている).

そうは言っても妙な補正項を付け加えてしまつたせいで色々と不都合が出てくるのも

事実である. 例えば以下のような問題が発生する:

\bullet 定義で用いられている � ﾌﾛﾍﾆｳｽ対応�  $\varphi$ が  G 上の P‐乗写像に由来しない.

P‐乗写像は G が非可換な場合はよほどのことがない限り群準同型とはならないので,
そのままでは  $\varphi$ という写像が群の写像から誘導されたものであると解釈することが

出来ない (即ち \log と  $\varphi$ を交換することが出来ない).

ｶｸﾃの結果に �特殊型� という妙な条件がつけられている理由は主にこの点に因る.

なお, 主定理1.6 (2) で｢有限部分  G^{f} の \ovalbox{\tt\small REJECT}指数が p ｣ という仮定を課している最大

の理由の一つは, 有限部分の \ovalbox{\tt\small REJECT}指数が P ならば  $\varphi$ が  G 上の p‐ \ovalbox{\tt\small REJECT}写像から誘導され

ていると素朴に見做すことが出来るからである.

\bullet  $\varphi$ がﾉﾙﾑ写像,ﾄﾚｰｽ写像と可換ではない.

この点も非常にﾐｽﾃﾘｱｽな現象であり, ｢ﾄﾚｰｽの像に含まれる｣ という条件が

｢合同式｣ という捻られた条件に変換されてしまう原因となっている.

\bullet $\Gamma$_{\triangle} は同型とならない.

13\mathbb{Z}_{p}[\triangle] の極大ｲﾃｱﾙを \mathfrak{m} とする (これは P と添加ｲﾃｱﾙで生成される). このとき \mathbb{Z}_{p}[] の乗法的部
分群 1+\mathfrak{m} の元 1+y に対して \displaystyle \log(1+y)=\sum_{j=1}^{\infty}(-1)^{j-1}y^{j}/j と定義する. 一般の \mathbb{Z}_{p}[] の元 x に

対しては x^{p-1} が 1+\mathfrak{m} に含まれることから \log(x)=(p-1)^{-1}\log(x^{p-1}) と定義する.
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$\Gamma$_{\triangle} には核, 余核が (大したものではないし構造もよく分かっているが) 存在するた

め, 加法的ﾃｰﾀ写像 $\theta$^{+} の情報を乗法的ﾃｰﾀ写像  $\theta$ に｢持ち上げる｣ 際に色々と

技巧的な工夫が必要とされる.

\bullet 有限群に対してしか $\Gamma$_{\triangle} が定義されていない.

これは射影極限を取れば済むだけの話であるが, 射影極限を取る操作は関手として完

全では無いので若干注意が必要である.

この様に欠点を挙げ連ねると , 本当に整対数準同型写像がﾃｰﾀ写像の構成に於け

る最良の道具なのか疑わしく思われるが, それでも写像の行き先がまた \mathbb{Z}_{p}‐自由加群にな

ると言うことの利点は非常に大きく , それに比べれば上で挙げた欠点など取るに足らない

ものなのである.

実は整対数準同型を用いて加法的ﾃｰﾀ写像の同型 $\theta$^{+}:\mathbb{Z}_{p}[[ Conj (  G)]]\rightarrow\sim $\Omega$ を乗法

的ﾃｰﾀ写像に翻訳する際の計算も (上記の様に整対数準同型写像が何かと扱いにくい面
を持ち合わせているため) 大分厄介な作業となるのであるが, その辺りの繁雑かつ技巧的

な計算をこの報告書に著すことには何ら意義が無いと思われるので,ここでは主定理1.6

での設定 (G\cong G^{f}\times $\Gamma$) に於いてﾃｰﾀ写像を翻訳した後の結果のみを記しておこう.

命題2.4 ([H2], [H3]). \displaystyle \prod_{(U,V)\in \mathfrak{F}} $\Lambda$(U/V)^{\times} の部分群  $\Psi$ を以下の条件を満たす元

 $\eta$=($\eta$_{U,V})_{(u,v)\in \mathrm{F}} の成すものとして定める :

(1) ﾉﾙﾑ関係式 :各成分 $\eta$_{U,V} がﾉﾙﾑ写像で移り合う.

(2) 合同式

(G :U)=p^{k} のとき  $\eta$ u,v\equiv $\varphi$($\eta$_{G,[G,G]})^{p^{k-1}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Iu,v が成立する.ここで  $\varphi$ は  G

に於ける P‐乗写像が  $\Lambda$(G/[G, G]) に誘導する環準同型.14

このとき  $\theta$ の像は  $\Psi$ と一致する.  0

注意12 (整対数準同型写像を用いたﾃｰﾀ写像の構成について).

1. 上記の合同式の条件は若干強すぎる条件である: 主定理1.6 (2) の状況では技術的な

理由から U の有限部分が位数 P^{2} 以下の場合にのみ上記のような合同条件をつけ,そ

れ以外のときはより弱い合同条件 (Is,u,v よりも大きな Zp‐  $\gamma$ 加群 \mp\grave{}\acute{} を法とする合同式)
を課せば十分となる. 詳細は [H3] を参照されたい.

2. 整対数準同型の非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想への応用は本研究より前に既にﾘｯﾀｰ‐ｳｧｲｽ

[RW1] , [RW2] , [RW3] 及び加藤和也 [Kato2] に依って実行されており,ｶｸﾃの結

果[Kakde] 及び著者の結果 [H2], [H3] もこれに倣っている. §2.5も参照のこと. 2

14主定理の状況では有限部分の \ovalbox{\tt\small REJECT} 指数が p であることから, 合同式の右辺は自然に  $\Lambda$( $\Gamma$)^{\times} の元と見做せる
ため,この合同式が意味を持つことに注意.
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整対数準同型に依ってﾄﾚｰｽ関係式はﾉﾙﾑ関係式にきれいに翻訳されるが, ｢各

成分が Iu,v に含まれる｣ という自然な条件が ｢各成分 (の P‐ \ovalbox{\tt\small REJECT} 乗) 間の合同式｣ という

非自明な条件 ("捻られた� 形) に翻訳されてしまっている点に注目されたい.

局所化されたﾃｰﾀ写像 $\theta$_{S} も同じ様な議論を係数環を少し変えて行えば良いだけな

ので省略しよう ( $\Psi$_{S} は  $\Psi$ と全く同様の特徴付けで定義される).

§2.4. 可換  P‐進ｾｰﾀ関数間の合同式—Step 2

以上で—応ﾃｰﾀ写像  $\theta$, $\theta$_{S} が構成されたので, あとは ($\xi$_{U,V})_{(u,v)\in \mathrm{F}} が $\Psi$_{S} の元と

なることさえ示せば, ﾊｰﾝｽの手法によって《自動的に》 P‐進ｾｰﾀ関数 $\xi$_{F^{\infty}/F} が構

成される. そのためには $\Psi$_{S} の構成から $\xi$_{U,V} 達がﾉﾙﾑ関係式及び合同式を満たすこと

を確認すれば良い.このうちﾉﾙﾑ関係式は補間性質 (1.2) に基づく形式的な計算の帰結

に過ぎないので, 可換な拡大に対する P‐進ｾｰﾀ関数達の満たす合同式を調べること こ

そが本質的に残された課題となる.

U の G に於ける位数が P の場合は, ﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄ(DFjLIGNFj‐RIBFjT) のﾋﾙ

ﾍﾙﾄ保型形式の理論を用いて合同式を導くことが出来ることをﾘｯﾀｰ‐ｳｧｲｽ [RW2]
及び加藤和也 [Kato2] が示している. 以下その非常に大雑把な方針を述べよう. ﾄﾘｰ

ﾆｭとﾘﾍｯﾄは [DR] に於いて通常のﾋﾙﾍﾙﾄ保型形式を用いて議論しているが,所

謂  $\Lambda$‐進保型形式の言葉を用いて解説した方が本質が分かり易いと思うので,ここでは (正
確な書き方ではないが) [Kato2] の記述に従って  $\Lambda$‐進保型形式的な説明を試みよう.

総実代数体の可換な拡大  F_{[G,G]}/F 及び F_{V}/F_{U} に対する P‐進ｾｰﾀ関数はﾋﾙﾍﾙ

ﾄｱｲｾﾝｼｭﾀｲﾝ級数の定数項に現れる (この様な性質を持つ総実代数体のｱｲｾﾝ
ｼｭﾀｲﾝ級数の構成も , 本質的にはﾄﾘｰﾆｭとﾘﾍｯﾄの仕事 [DR] である):

g_{G,[G,G]}=\displaystyle \frac{$\xi$_{G,[G,G]}}{2[F:\mathbb{Q}]}+\sum_{(a, $\mu$)\in P_{G[G,G]}},(\frac{F_{[G,G]}/F}{a})q^{ $\mu$}
g_{U,V}=\displaystyle \frac{$\xi$_{U,V}}{2[F_{U}:\mathbb{Q}]}+ \sum (\frac{F_{V}/F_{U}}{\mathrm{b}})q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U}/F}( $\nu$)}

(\mathrm{b}, $\nu$)\in P_{U,V}

こ -\vee で (^{\underline{L/K}}-) はｱｰﾍﾙ拡大 L/K に対するｱﾙﾃｨﾝ記号であり , P_{U,V} は F_{U}

の  $\Sigma$ と素な非零整ｲﾃｱﾙ \mathrm{b} 及び \mathrm{b} の元 lJ で総正なものの組 (\mathrm{b}, lJ) のなす集合であ

る(P_{G.[G.G]} も同様に定義する). P_{U,V} には \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U}/F) が自然に作用する.もし (\mathrm{b}, lJ)
が \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U}/F) の作用で固定されるならば, 或る F の整ｲﾃｱﾙ a が一意的に存在し,

\mathrm{b}=a\mathcal{O}_{F_{U}} かつ  lJ= $\mu$ が成り立つ.また ,  G の有限部分の \ovalbox{\tt\small REJECT}指数が P なので, 移送写像

(Verlagerung HOMOMORPHISM) と  $\varphi$ が一致し

(\displaystyle \frac{F_{V}/F_{U}}{\mathrm{b}})q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U}/F}( $\nu$)}= Ver (\displaystyle \frac{F_{[G,G]}/F}{a})q^{p $\mu$}= $\varphi$((\frac{F_{[G,G]}/F}{a})q^{ $\mu$})
が成り立つ.ここでは等式 (\displaystyle \frac{F_{V}/F_{U}}{a\mathcal{O}_{F_{U}}})= Ver (\displaystyle \frac{F_{[G,G]}/F}{a}) を用いた.また  $\varphi$(q^{ $\mu$})=q^{p $\mu$} と

おいている.これは g_{G,[G,G]} の (a,  $\mu$)‐成分にﾌﾛﾍﾆｳｽ写像を作用させたものとなっ
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ている. 他方 \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U}/F) で固定されない成分に関しては, その \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U}/F) ‐軌道和が

\displaystyle \sum_{ $\sigma$\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U}/F)}(\frac{F_{V}/F_{U}}{\mathrm{b}^{ $\sigma$}})q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U}/F}( $\sigma \nu$)}=\{\sum_{ $\sigma$\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{U}/F)}$\sigma$^{-1}(\frac{F_{V}/F_{U}}{\mathrm{b}}) $\sigma$\}q^{\mathrm{T}\mathrm{r}_{F_{U}/F}( $\nu$)}
と計算されるが, 右辺の中括弧の中身はまさにﾄﾚｰｽ写像による (\displaystyle \frac{F_{V}/F_{U}}{\mathrm{b}}) の像だか

ら, I_{U,V} の定義に依り I_{U,V} を法として 0 と合同となる.

斯くして  $\varphi$(g_{G,[G,G]}) とgu,v の非定数項の係数が Iu,v を法として全て一致するの

で, ﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄに依る q‐展開原理に拠ってその合同式が定数項に伝播し , 合同式

\displaystyle \frac{ $\varphi$($\xi$_{G,[G,G]})}{2[F:\mathbb{Q}]}\equiv\frac{$\xi$_{U,V}}{2[F_{U}:\mathbb{Q}]} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I_{S,U,V}
が導かれる.

したがって残る場合は U の G に於ける位数が P より真に大きい場合であり,この

取り扱いが主定理1.6の証明に於ける最大の難関であつた: (G:U)=p^{k} (但し k>1 ) と

おくと, 素朴に考えると今回は $\xi$_{U,V} と  $\varphi$($\xi$_{G,[G,G]}) の P^{k-1} ‐乗を比較する必要があるが,

当然のことながらｱｲｾﾝｼｭﾀｲﾝ級数 g_{G,[G,G]} をp‐ \ovalbox{\tt\small REJECT}乗すると非定数項の係数にも

定数項 (即ちｾｰﾀ関数) の積が入り込んでしまうので,

ｱｲｾﾝｼｭﾀｲﾝ級数の非定数項の係数に現れるｱﾙﾃｨﾝ記号を少し変

形させてみるだけでﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄの大理論に拠って自動的に合同式が得

られる

等と言う (G:U)=p の場合の様な � 虫の良い� 展開は最早全く期待出来なくなってしま

うのである.

先行研究を振り返ってみると,ﾘｯﾀｰとｳｧｲｽの結果は最初から拡大次数が P の

部分拡大しか扱っていなかったので,このような問題は当然発生していない. では加藤の

ﾊｲｾﾝﾍﾙｸ型拡大及びｶｸﾃの特殊半直積型拡大の場合はどうかを見てみると, 実は

彼らは証明中で集合族 S を�巧く� 取ることにより,ﾘｯﾀｰ‐ｳｧｲｽの結果と同様に

拡大次数が丁度 P の拡大でのみ合同式を調べれば ($\xi$_{U,V})_{(u,v)\in \mathrm{F}} が $\Psi$_{S} に含まれること

が示されるような状況に帰着しているのである.

要するに, 先行研究は工夫次第でﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄの理論から直接合同式を導き

出せる様な (合同式の部分だけに注目すれば) 〈幸運な〉状況を扱っており,15 p‐,進ｾｰﾀ
関数の P‐ \ovalbox{\tt\small REJECT}乗に関する合同式を調べなければならないと言う現象は主定理1.6を証明す

るに当たって本質的に新しく登場した現象なのである. 当然のことながら, 今後より複

雑な非可換 P‐進ﾘｰ拡大に対して P‐進ｾｰﾀ関数を構成し主予想を証明するにあたって,

この課題は乗り越えねばならないものであった.

15言うまでもないが, それぞれの研究では合同式以外の部分で主定理1.6では現れない困難を取り扱ってお
り, 他の研究が主定理1.6より簡単であることを意図した記述ではないことを注記しておく.
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論文 [H2] 及び [H3] では帰納的に P‐進ｾｰﾀ関数を構成する という戦略に則って

この難関を回避した: 論文 [H2] (主定理1.6 (1)) では §2.2で導入した部分群 N に対して

\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{N}/F)=G/N\cong\left(\begin{array}{ll}
1\mathrm{F}_{p} & \mathrm{F}_{p}\\
01 & \mathrm{F}_{p}\\
00 & 1
\end{array}\right)\times $\Gamma$
となり,  F_{N}/F は加藤のﾊｲｾﾝﾍﾙｸ型拡大 (の特別な場合) となっている.したがっ

て K_{1}( $\Lambda$(G/N)_{S}) には加藤が構成した P‐進ｾｰﾀ関数 \overline{ $\xi$} が存在するので, 拡大 F^{\infty}/F
の特性元 f\in K_{1}( $\Lambda$(G)_{S}) を K_{1}( $\Lambda$(G/N)_{S}) での像が \overline{ $\xi$} となる様なものに取り えてﾊｰ

ﾝｽの手法を適用することに依り, P‐ \llcorner‐

\grave{}

f $\xi$ ｾｰﾀ関数  $\xi$_{F^{\infty}/F} を構成することが出来た.

論文 [H3] (主定理1.6 (2)) ではより抽象的に, G^{f} の中心元の生成する巡回部分群

\langle c\rangle での剰余を考え, 帰納仮定により  K_{1}( $\Lambda$(G/\langle c\rangle)_{S}) に存在する P‐進ｾｰﾀ関数 \overline{ $\xi$} を用

いて帰納的に p‐進ｾｰﾀ関数を構成している.この帰納法は技巧的な部分も色濃く,残

念ながらここでその全てを詳らかに紹介することは出来ない. それでもその非常に大雑把

な流れを俯‐\ovalbox{\tt\small REJECT} すると,

\bullet ﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄの理論を用いて合同式を 〈部分的に〉求める.

上記のﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄの理論を用いた手法を用いることで, 大体

$\xi$_{U,V}\equiv c_{U,V} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} Is,u,v (但し cu,v は  $\Lambda$( $\Gamma$)_{S}^{\times} の元)

と言う形の合同式を得る.

\bullet 帰納法.

合同式の両辺の \{c\} での剰余を取って

\overline{ $\xi$}_{\overline{U},\overline{V}}\equiv c_{\overline{U},\overline{V}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \overline{I}_{S,\overline{U},\overline{V}}
を得る. 拡大 F_{\langle c\rangle}/F に対する P‐進ｾｰﾀ関数 \overline{ $\xi$} は既に構成されており, 合同式の情

報を持っているので

\overline{ $\xi$}_{\overline{U},\overline{V}}\equiv $\varphi$(\overline{ $\xi$}_{\overline{G},[\overline{G},\overline{G}]})^{p^{k-1}} mod \overline{I}_{S,\overline{U},\overline{V}}
が成り立つとして良い.これを用いて合同式の cu,v の部分を精密化する.

といった流れで議論がなされる. 詳細は [H2], [H3] を参照されたい.

§2.5. 現状と展望

現時点では, ﾊｰﾝｽのｱｲﾃｱに端を発しﾘｯﾀｰ‐ｳｧｲｽ及び加藤和也に依り

推し進められた

\bullet 整対数準同型写像を用いて可換な部分拡大の  P‐進ｾｰﾀ擬測度が満たすべき合同式

を導き出して
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\bullet ﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄの理論などを用いてその合同式を証明する

という方針以外で非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論が証明された例は残念ながら存在しないようである.上

記のような基本方針は, 群の非可換性が少し複雑になっただけでも前半で行った K‐群の

計算 (特にﾉﾙﾑ写像や対数写像の計算) が飛躍的に複雑かつ膨大になるので, 複雑な非

可換拡大にこの形のまま適用することは途方もなく困難と言わざるを得ない.さらに後半

の合同式の導出の段階に於いても , ﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄの q‐展開原理を用いるだけでは

最早限界が近づいてきている様に思われる.

上記のような現状に於いて , 主定理1.6 (1) の証明に於いて得られた P‐進ｾｰﾀ関数

の帰納的構成戦略は, ﾄﾘｰﾆｭｰﾘﾍｯﾄの q‐展開原理だけでは導き出せないと思われ

た合同式の導出を可能とした新しい手法であり , 今後さらなる複雑な P‐進ﾘｰ拡大に対
して P‐進ｾｰﾀ関数を構成する上での一つの突破口になるのではないかと期待している.

主定理1.6 (2) はこの帰納的構成戦略をより積極的に利用することで (1) をかなり広い範

囲に一般化し , それでいて途中の (主に K‐群の) 具体的な計算を大幅に減らすことが出

来た成功例であり , 上記の期待を裏付ける結果であると言えよう. 当面考えられる課題と
しては

\bullet 有限部分の \ovalbox{\tt\small REJECT}指数が P より大きい P‐拡大に対する P‐進ｾｰﾀ関数の帰納的構成

\bullet より高次の  P‐進ﾘｰ拡大への応用

と言ったものが考えられる.また P‐進ｾｰﾀ関数の構成問題に於いては現在総実代数体

の場合が専ら扱われているが, 例えばﾆｺﾗｽ･ｶｯﾂ(Nicolas Katz) の P‐進‐.ｾｰﾀ関

数を用いて CM 体の場合に似た様な構成が出来ないかを考えるのも興味深い問題である

と考える.
また , 先にも述べた様にﾊｰﾝｽの手法に基づいた〈K‐群の計算と合同式に帰着さ

せる方法〉 だけで非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論に取り組むには限界があろうし , 何より非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論

の本質なり特徴なりがなかなか見えて来ない. 可換な場合の理論では例えばｺｰﾙﾏﾝ \ovalbox{\tt\small REJECT}

級数の理論やｵｲﾗｰ系, ｾｰﾀ元などを用いた方法等実に様々な手法で P‐進ｾｰﾀ関

数が構成されているが, 非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論に於いてもこれらの類似, 或いは全く新しい構成

で多角的な方面から非可換 P‐進ｾｰﾀ関数を構成出来る様になって初めて非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 理

論の内実が顕われてくると言うものであろう.この様なｱﾌﾛｰﾁからの非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論

の研究も最近漸く出て来始めたようなので, 今後一層の発展が期待される.

さらに , 本稿では P‐進ｾｰﾀ関数の構成のみに焦点を絞って解説したが, P‐進ｾｰ

ﾀ関数自体が近年漸く構成される様になったという事情も相俟って , その特殊値や解析的

性質についてはいまだ謎に包まれた部分が多い. 特に非可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想が同変玉河数予想
など L‐関数の特殊値の予想と密接に関わっていることは [FK] でも指摘されており,非

可換岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}主予想の研究の進展が L‐関数の特殊値の研究に大きく寄与するであろうことは

明らかな様に思われる. 今後はその周辺の研究も進めていけたらと考えている.
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