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PRINCIPAL SERIES WHITTAKER FUNCTIONS ON

THE REAL SYMPLECTIC GROUP OF RANK 2

長谷川泰子 (東京大学大学院数理科学研究科)

Abstract. In this paper, we give explicit formulas of Whittaker function with pe‐

ripherical K‐type for even principal series representation on \mathrm{S}\mathrm{p}(2, \mathbb{R}) . An explicit
integral expression is given for each moderate growth Whittaker function.

§1. Introduction

Langlands 型の Eisenstein 級数の Fourier 展開を考える時に , 実ﾘｰ群上の大域
的な Whittaker 関数を考察することは重要である.

保型形式の Fourier 展開において Whittaker 関数は重要な役割を果たす. P 進体上
の不分岐主系列表現の Whittaker 関数の明示公式は Casselman‐Shalika [CS] によっ

て与えられている. 一方で実数体上の Whittaker 関数については, 階数の低い群に対
していくつかの結果がある.ここでは実2次ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ群 G=\mathrm{S}\mathrm{p}(2, \mathbb{R}) 上
のWhittaker 関数について考える. 極小放物型部分群から誘導された主系列表現の
Whittaker 関数は Ishii [I] によって極小 K‐type のみにおける結果が得られている.
また , 離散系列表現の場合にはOda [O], Jacobi 極大放物型部分群から誘導された一
般型主系列表現の場合にはMiyazaki‐Oda [MO] によってWhittaker関数の明示公式
が得られている. 残りのSiegel 極大放物型部分群から誘導された一般主系列表現の
Whittaker 関数は Hasegawa によって部分的な結果が得られている. そこで我々はこ
の場合の完全な解決を目指して, 主系列表現のWhittaker関数の明示的公式を完全
に与えることを目的とする.

G の表現  $\pi$ の  K‐type を ( $\tau$, V_{ $\tau$}) とする. dominant weight l=(l_{1}, l_{2}) を用いて,

$\tau$_{l}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{l_{1}-l_{2}}\otimes\det^{l_{2}} と表わされる. Ishii によって K‐type $\tau$_{(0,0)}, $\tau$_{(-1,-1)} と $\tau$_{(11)} を

持つ主系列表現の Whittaker 関数の明示的公式が得られている. そこで本稿では K‐

type $\tau$_{(l,l)}(l\in \mathbb{Z}) を持つ Whittaker 関数の明示的公式を与える. その為にはWhittaker
関数の K‐tyPe を動かす作用素が必要となる.この作用素は Maass shift operator と

呼ばれ, G. \mathrm{J} . Heckman [HO] とE. M. Opdam [OP] やT. Koornwinder [K] によっ

て導入された.
本稿では§2で G=\mathrm{S}\mathrm{p}(2, \mathbb{R}) とその部分群, Lie 環の構造を言及し , 主系列表現

を定義する. §3では Whittaker 関数の定義を行う. §4では Whittaker 関数が満た
す微分方程式系を完全に与える. §5では§4の微分方程式系の確定特異点の周りで
の形式的べき級数解を明示する(Theorem \mathrm{B} and Theorem C) . §6ではmoderate

growth Whittaker 関数の積分表示を明示する (Theorem \mathrm{D})_{\text{．}}
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§2 Principal series representations

2.1. Groups and algebras. G を実2次ｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ群とする.

G=\mathrm{S}\mathrm{p}(2, \mathbb{R})=\{g\in \mathrm{S}\mathrm{L}(4, \mathbb{R}){}^{t}gJ_{2}g=J_{2}=\left(\begin{array}{ll}
0_{2} & 1_{2}\\
-1_{2} & 0_{2}
\end{array}\right)\}.
Cartan involution  $\theta$(g)=^{t}g^{-1}(g\in G) のfixed part は

A \mathrm{B}
\mathrm{K} = \mathrm{g} \mathrm{G}  $\theta$(\mathrm{g}) = \mathrm{g} = BA)\in GA, B\in M_{2}(\mathbb{R})\}\cong \mathrm{U}(2)

となり,これは G の極大ｺﾝﾊｸﾄ群である.
G のLie 環 \mathfrak{g} は

\mathrm{g}=\mathfrak{s}\mathfrak{p}(2, \mathbb{R})=\{X\in \mathrm{M}_{4}(\mathbb{R})|JX+{}^{t}XJ=0\}

となる.  $\theta$ の微分も同じ記号  $\theta$ で表わすと,  X\in \mathrm{g} に対して  $\theta$(X)=-{}^{t}X が得られ
る.ここで, 部分空間

\mathfrak{p}=\{X\in \mathrm{g}| $\theta$(X)=X\}=\{\left(\begin{array}{ll}
A & B\\
-B & A
\end{array}\right)
と

\mathrm{k}=\{X\in \mathrm{g}| $\theta$(X)=-X\}

=\{X=\left(\begin{array}{ll}
A & B\\
-B & A
\end{array}\right)

{}^{t}A=A, {}^{t}B=B;A, B\in \mathrm{M}_{2}(\mathbb{R})\}

A, B\in \mathrm{M}_{2}(\mathbb{R});{}^{t}A=-A, {}^{t}B=B\}
はCartan 分解 \mathrm{g}=\mathrm{t}\oplus \mathfrak{p} を与える.

1\leq i, j\leq 2 において , E_{i,j} を (i, j) 番目を1で{ $\Psi$\hslash >^{\backslash }0\backslash となる行列単位とする.さ
らに , H_{i}=E_{i,i}-E_{2+i,2+i} と置く. a=\mathbb{R}\cdot(H_{1}+H_{2}) と定義する.ここで , a は \mathfrak{p}
の極大可換部分環となる.

A=\exp a=\{a(a_{1}, a_{2})=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a_{1}, a_{2}, a_{1}^{-1}, a_{2}^{-1})|a_{i}>0\}

N=\{n(n_{0}, n_{1}, n_{2}, n3)= |n_{i}\in \mathbb{R}\}
とおくと , A, N はそれぞれ G の極大 split torus, 極大べき単部分群であり , 岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}
分解 G=NAK を得る. { e_{1}=(1,0) , e2 =(0,1) } を2‐dimensional Euclid 空間 \mathbb{R}^{2}

の標準基底とする.ここでei \in a_{\mathbb{C}}^{*} はei(Hj) =$\delta$_{i,j} となる

(\mathrm{g}, a) のﾙｰﾄ系を  $\Psi$=\{\pm 2e_{1}, \pm 2e_{2}, \pm e_{1}, \pm e_{2}\} で与える.Positive system を

$\Psi$_{+}= { 2e_{1}, 2e_{2}, e_{1}+e_{2}, e_{1} —e2} で与える.さらに, \mathrm{g}_{ $\alpha$} の生成元 E_{ $\alpha$} を

E_{2e_{1}}=\left(\begin{array}{ll}
0_{2} & E_{11}\\
0_{2} & 0_{2}
\end{array}\right) E_{e_{1}+e_{2}}=\left(\begin{array}{ll}
0_{2} & E_{12}+E_{21}\\
0_{2} & 0_{2}
\end{array}\right)
E_{2e_{2}}=\left(\begin{array}{ll}
0_{2} & E_{22}\\
0_{2} & 0_{2}
\end{array}\right) E_{e_{1}-e_{2}}=\left(\begin{array}{ll}
E_{12} & 0_{2}\\
0_{2} & -E_{12}
\end{array}\right)



と置く. \displaystyle \mathfrak{n}=\sum_{ $\alpha$\in$\Psi$_{+}}\mathbb{C}E_{ $\alpha$} とする.

n(n_{0}, n_{1}, n2, n_{3})\in N に対して , N のﾕﾆﾀﾘ指標  $\eta$ を取る.

 $\eta$(n(n_{0}, n_{1}, n_{2}, n3)) =\exp(2 $\pi$\sqrt{-1}(c_{0}n_{0}+c_{3}n_{3}

但し, co, c_{3}\in \mathbb{R} とする.本稿では  $\eta$ は非退化であると仮定する. すなわち,  c_{0}c_{3}\neq 0
とする.よって, co=c_{3}=1 を仮定しても一般性を失わない.この時 \mathrm{g} は岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 分解

\mathrm{g}=\mathrm{n}\oplus a\oplus \mathrm{k} を与える.
K の中の A のcentralizer M は次で与えられる.

M=\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}($\epsilon$_{1}, $\epsilon$_{2}, $\epsilon$_{1}, $\epsilon$_{2})|$\epsilon$_{1}, $\epsilon$_{2}\in\{\pm 1\}\}.

よって , G の極小放物型部分群 P はLanglands 分解 P=NAM を持つ.

2.2. Principal series representations. M の既約ﾕﾆﾀﾘ指標  $\sigma$ は  $\gamma$_{1}=

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(-1,1, -1,1) , $\gamma$_{2}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, -1,1, -1) における値 \{ $\sigma$($\gamma$_{1}), $\sigma$($\gamma$_{2})\} で決まる. $\sigma$_{i}\in

\overline{M}(i=0,1,2,3) を次のように定義する.

$\sigma$_{0}($\gamma$_{1})=$\sigma$_{0}($\gamma$_{2})=1, $\sigma$_{1}($\gamma$_{1})=$\sigma$_{1}($\gamma$_{2})=-1,

$\sigma$_{2}($\gamma$_{1})=1, $\sigma$_{2}($\gamma$_{2})=-1, $\sigma$_{3}($\gamma$_{1})=-1, $\sigma$_{3}($\gamma$_{2})=1.

 $\nu$\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{R}}(a, \mathbb{C}) を ($\nu$_{1}, $\nu$_{2})\in \mathbb{C}^{2} と ,  $\nu$(t_{1}H_{1}+t_{2}H_{2})=$\nu$_{1}t_{1}+$\nu$_{2}t_{2}(t_{i}\in \mathbb{R}) によっ

て同一視し , A の擬指標 e^{ $\nu$} を e^{ $\nu$}(a)=\exp( $\nu$(\log a))=a_{1}^{$\nu$_{1}}a_{2}^{$\nu$_{2}} (a=a(a_{1} , a2)) によっ

て定める.ここで, $\nu$_{1}, $\nu$_{2} と $\nu$_{1}\pm$\nu$_{2} は整数でないことを仮定する.

Definition. 極小放物型部分群 P=NAM から G への誘導表現

 $\pi$=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P}^{G}(1_{N}\otimes e^{ $\nu$+ $\rho$}\otimes $\sigma$)
を G の主系列表現と呼ぶ. i.e.  $\pi$ は空間  H_{ $\nu,\ \sigma$} の完備化上の G の右正則表現となっ
ている. 但し,  $\rho$=(2,1) は制限正ﾙｰﾄの半分和とする.ここで,

H_{ $\nu,\ \sigma$}=\{f:G\rightarrow V_{ $\sigma$} smooth f_{\mathrm{o}\mathrm{n}m\in M,a\in A,g\in G}(mang)= $\sigma$(m)e^{ $\nu$}(a)f(g)\}
であり , H_{ $\nu,\ \sigma$} はﾉﾙﾑ

\Vert f\Vert^{2}=\prime_{K}\Vert f(k)\Vert_{ $\sigma$}^{2}dk
を用いて完備化される.ここで, V_{ $\sigma$} は表現  $\sigma$ の表現空間であり,

..

\cdot \Vert_{ $\sigma$} はそのﾉﾙ

ﾑを表している.
 $\sigma$=$\sigma$_{0} または  $\sigma$=$\sigma$_{1} の時,  $\pi$ を  G のeven 主系列表現と呼ぶ.  $\sigma$=$\sigma$_{2} または

 $\sigma$=$\sigma$_{3} の時,  $\pi$ を  G のodd 主系列表現と呼ぶ.

2.3. K‐type of the principal series representation. ( $\tau$, V_{ $\tau$}) を  $\pi$ の  K‐type と
\mathrm{H}_{\overline{\mapsto}}する.最高 weight 理論によって , K の既約表現は dominant weights によって特徴づ

けられる. L^{+}=\{ $\lambda$=($\lambda$_{1}, $\lambda$_{2})\in \mathbb{Z}\oplus \mathbb{Z}|$\lambda$_{1}\geq$\lambda$_{2}\}.  $\lambda$=($\lambda$_{1}, $\lambda$_{2})\in L^{+} に対する表現
を $\tau$_{ $\lambda$}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{$\lambda$_{1}-$\lambda$_{2}}\otimes\det^{$\lambda$_{2}} とする. 表現空間 V_{ $\lambda$} の次元は \dim V_{$\tau$_{ $\lambda$}}=$\lambda$_{1}-$\lambda$_{2}+1 で

ある.

Lemma ([MO], p.9, Proposition 3.2). (a)(i) $\sigma$= $\sigma$ 0 のとき, $\tau$_{l,l} (l is even) は

 $\pi$ の中で重複度1に現れる.さらに, minimal  K ‐type は $\tau$_{(00)} となる.

(ii) $\sigma$=$\sigma$_{1} のとき, $\tau$_{(l,l)} (l is odd) は  $\pi$ の中で重複度1に現れる.さらに, minimal

 K ‐type は $\tau$_{(11)} と $\tau$_{(-1},-1 ) となる.

(b) $\sigma$=$\sigma$_{2} または  $\sigma$=$\sigma$_{3} のとき, $\tau$_{(l+1,l)} は  $\pi$ の中で重複度1に現れる. minimal

 K ‐type は $\tau$_{(10)} と $\tau$_{(0,-1)} となる.



3. Whittaker function

2つの組 (N,  $\eta$) は上で定義されたものとする. C^{\infty}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}( $\eta$) の表現空間は

C_{ $\eta$}^{\infty}(N\backslash G)=\{f\in C^{\infty}(G)|f(rg)= $\eta$(r)f(g), (r, g)\in N\times G\}

という空間で与えられる. 右変換により , C_{ $\eta$}^{\infty}(N\backslash G) は滑らかな G功加群 で, (gc, K ) ‐

加群の下で同じ記号を用いる ( \mathrm{g}_{\mathbb{C}} は \mathrm{g} の複素化). 任意の有限次元 K-T加 \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r}( $\tau$, V_{ $\tau$}) に

対し,

C_{ $\eta,\ \tau$}^{\infty}(N\backslash G/K)
=\{ $\varphi$ : G\rightarrow V_{ $\tau$}, C^{\infty}| $\varphi$(rgk)= $\eta$(r) $\tau$(k^{-1}) $\varphi$(g), (r, g, k)\in N\times G\times K\}

と定義する. G の岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 分解 G=NAK によって , 関数  $\varphi$\in C_{ $\eta,\ \tau$}^{\infty}(N\backslash G/K) は A への

制限  $\varphi$|_{A} で決まる.

( $\tau$, V_{ $\tau$}) の反傾表現を ($\tau$^{*}, V_{$\tau$^{\star}}) とし , V_{$\tau$^{\star}}\times V_{ $\tau$} のcanonical pairing を \rangle と表す.
次の関係が得られる.

 $\iota$(v^{*})(g)=\langle v^{*}, $\varphi$_{ $\iota$}(g)\rangle, v\in V_{$\tau$^{*}}, g\in G.

これは  $\iota$\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}($\tau$^{*}, C^{\infty}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}( $\eta$)) と $\varphi$_{ $\iota$}\in C_{ $\eta$}^{\infty}(N\backslash G/K) の同形を定義する.
G の既約許容表現 ( $\pi$, H_{ $\pi$}) とその K‐type $\tau$^{*} に対して , K‐準同形 i\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}($\tau$^{*},

 $\pi$|_{K}) を固定する.

\mathcal{I}_{ $\eta,\ \pi$}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{(\mathrm{g}_{\mathbb{C}},K)}( $\pi$, C^{\infty}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}( $\eta$))
を (\mathrm{g}_{\mathbb{C}}, K) 功醐群  $\pi$ と  C^{\infty}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N_{0}}^{G}( $\eta$) との絡作用素で, 全ての K‐有限ﾍｸﾄﾙたちから
成っているものとする. それぞれの T\in \mathcal{I}_{ $\eta,\ \pi$} に対して, T_{i}\in C_{ $\eta,\ \tau$}^{\infty}(N\backslash G/K) の元を

T(i(v^{*}))(g)=\langle v^{*}, T_{i}(g)\rangle, v^{*}\in V_{$\tau$^{*}}, g\in G

によって取る.

Definition. 部分空間

\displaystyle \mathrm{W}\mathrm{h}( $\pi$,  $\eta$,  $\tau$)=\bigcup_{i\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}($\tau$^{*}, $\pi$|_{K})}\{T_{i}\in C_{ $\eta,\ \tau$}^{\infty}(N\backslash G/K)|T\in \mathcal{I}_{ $\eta,\ \pi$}\}
を ( $\pi$,  $\eta$,  $\tau$) に関する C_{ $\eta,\ \tau$}^{\infty}(N\backslash G/K) のWhittaker 関数の空間と呼ぶ.さらに \mathcal{I}_{ $\eta,\ \pi$}^{0} を

\mathcal{I}_{ $\eta,\ \tau$} の絡作用素のうち C_{ $\eta$}^{\infty}(N\backslash G) の中でが緩増加な関数全体とする. そして,

\displaystyle \mathrm{W}\mathrm{h}( $\pi$,  $\eta$,  $\tau$)^{\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}}=\bigcup_{i\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}($\tau$^{*}, $\pi$|_{K})}\{T_{i}\in \mathrm{W}\mathrm{h}( $\pi$,  $\eta$,  $\tau$)|T\in \mathcal{I}_{ $\eta,\ \pi$}^{0}\}
をWh ( $\pi$,  $\eta$,  $\tau$) と同様に定義する. \mathrm{W}\mathrm{h}( $\pi$,  $\eta$,  $\tau$)^{\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}} の元を緩増加 Whittaker 関数と
呼ぶ.

4. Holonomic system

本節では Whittaker 関数を特徴付ける2つの微分方程式を明示する. この微分方
程式は[MO], p.28, Theorem 10.1に明記されている. 以下では座標 y= (y_{1}, y2) =

(a_{1}/a_{2}, a_{2}^{2}) , 記号 \partial_{i}=y_{i}(\partial/\partial y_{i}) ,
i=1

, 2を用いる.



Theorem. $\Phi$^{(l,l)}(y)=y_{1}^{2} y2) をhighest weight (l, l) のｽｶﾗｰ K ‐type
を持つ Whittaker 関数とする.この時, $\varphi$^{(l,l)} (y_{1}, y2) は次の微分方程式を満たす.

\displaystyle \{\partial_{1}^{2}+2\partial_{2}^{2}-2\partial_{1}\partial_{2}-(2 $\pi$ y_{1})^{2}-2(2 $\pi$ y_{2})^{2}-2l(2 $\pi$ y_{2})\}$\varphi$^{(l,l)}=\frac{1}{2}($\nu$_{1}^{2}+$\nu$_{2}^{2})$\varphi$^{(l,l)}
と

[(\partial_{1}+l+1)(\partial_{1}-l-1)(\partial_{1}-2\partial_{2}+l+1)(\partial_{1}-2\partial_{2}-l-1)
+(2 $\pi$ y_{1})^{4}-2(2 $\pi$ y_{1})^{2}\{(\partial_{1}+1)(\partial_{1}-2\partial_{2}+1)-l(l+2)\}

+4l(2 $\pi$ y_{1})^{2}(2 $\pi$ y_{2})-4(2 $\pi$ y_{2})(2 $\pi$ y_{2}+l)(\partial_{1}+l+1)(\partial_{1}-l-1)]$\varphi$^{(l,l)}
=\{$\nu$_{1}^{2}-(l+1)^{2}\}\{$\nu$_{2}^{2}-(l+1)^{2}\}$\varphi$^{(l,l)}.

以下 even 主系列表現の場合を取り扱う.

5. Formal power serie solutions

[MO] によって与えられた Whittaker 関数の満たす微分方程式系は (y_{1}, y2) =(0,0)
において正規交叉する二つのdivisor y1=a_{1}/a_{2}=0, y2=a_{2}^{2}=0 に沿つた確定特
異性を持つ. よって , (y_{1}, y2)=(0,0) の周りで次のように定義される解が存在する.

K‐type $\tau$_{(l,l)}(l\in \mathbb{Z}) のWhittaker 関数を $\Phi$^{(l,l)}(y) とすると

(5.1) $\Phi$^{(l,l)}(y)=y_{1}^{2}y_{2}^{3/2}\displaystyle \sum_{m,n\underline{>}0}a_{m,n}^{(l,l)}(2 $\pi$ y_{1})^{m+$\tau$_{1}}(4 $\pi$ y_{2})^{n+$\tau$_{2}}.
Lemma. 特性根 ($\tau$_{1}, $\tau$_{2}) は次の集合の元で与えられる.

 $\Lambda$=\{w($\nu$_{1,\frac{1}{2}}($\nu$_{1}+$\nu$_{2}))|w\in W\cong \mathfrak{S}_{2}\ltimes(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{2}\}
=\{($\epsilon$_{1}$\nu$_{1,\frac{1}{2}}($\epsilon$_{1}$\nu$_{1}+$\epsilon$_{2}$\nu$_{2} ($\epsilon$_{2}$\nu$_{2,\frac{1}{2}}( $\epsilon \nu$_{1}+$\epsilon$_{2}$\nu$_{2}))|$\epsilon$_{1}, $\epsilon$_{2}\in\{\pm 1\}\}.

但し , W はWe yl 群である.

次に Whittaker 関数 $\Phi$^{(l,l)}(y) の明示公式を与える.

Theorem A.  $\sigma$= $\sigma$ 0 または  $\sigma$=$\sigma$_{1}, $\nu$_{1}, $\nu$_{2}, $\nu$_{1}+$\nu$_{2}\not\in \mathbb{Z} とする.この時 l\in \mathbb{Z} に対

し(5 \cdot 1) のWhittaker 関数 $\Phi$^{(l,l)}(y) のべき級数解の係数 a_{m,n}^{(l,l)} は次の漸化式を満たす.

a_{m,n}^{(l+2,l+2)}=(2m+$\tau$_{1}+l+1)a_{m,n-1}^{(l,l)}+a_{m-1,n}^{(l,l)}
+(2m+$\tau$_{1}+l+1)(2n-2m-$\tau$_{1}+2$\tau$_{2}+l+1)a_{m,n}^{(l,l)}

と

a_{m,n}^{(l-2,l-2)}=2(2m+$\tau$_{1}-l-1)a_{m,n-1}^{(l,l)}+a_{m-1,n}^{(l,l)}
+(2m+$\tau$_{1}-l-1)(2n-2m-$\tau$_{1}+2$\tau$_{2}-l-1)a_{m,n}^{(l,l)}.



Theorem B.  $\sigma$= $\sigma$ 0, $\nu$_{1}, $\nu$_{2}, $\nu$_{1}\pm$\nu$_{2}\not\in \mathbb{Z} とする.この時, even K‐type $\tau$_{(2k,2k)}

(k\in \mathbb{Z}) のWhittaker 関数 $\Phi$^{(2k,2k)}(y) の係数 a_{m,n}^{(2k,2k)} は次のようになる.

a_{m,n}^{(2k,2k)}= \displaystyle \sum_{(i,j)} 2^{2k-2i-j}a_{m-i,n-j}^{(0,0)}(^{|k|}i)\left(\begin{array}{l}
|k|-i\\
j
\end{array}\right)
m-i,)-j:even0\leq i+j\leq|k|

\displaystyle \times(\frac{2m+$\tau$_{1}+1}{2})_{|k|-i}(\frac{-2m-$\tau$_{1}+2n+2$\tau$_{2}}{2}+i+1)_{|k|-i-\text{フ}}
但し,

a_{m,n}^{(0,0)}={}_{3}F_{2}(^{-n,+\frac{$\tau$_{1}}{2}+1,-m-\frac{$\tau$_{1}}{2}}\displaystyle \frac{$\tau$_{1}m}{2}+1,$\tau$_{2}-\frac{$\tau$_{1}}{2}+1 1)
\displaystyle \times\frac{1}{m!n!($\tau$_{1}-$\tau$_{2}+1)_{m}($\tau$_{2}+1)_{n}2^{2m+$\tau$_{1}+2n+2$\tau$_{2}}}.

Theorem C.  $\sigma$=$\sigma$_{1}, $\nu$_{1}, $\nu$_{2}, $\nu$_{1}\pm$\nu$_{2}\not\in \mathbb{Z} とする.odd K‐type $\tau$_{(2k+1,2k+1)}(k\in \mathbb{Z})
のWhittaker 関数 $\Phi$^{(2k+1,2k+1)}(y) の係数 a_{m,n}^{(2k+1,2k}1 ) は次のようになる. k\geq 0 の

とき

a_{m,n}^{(2k+1,2k+1)}= \displaystyle \sum_{(i,j)} 2^{2k-2i-j}a_{m-i,n-j}^{(1,1)}\left(\begin{array}{l}
k\\
i
\end{array}\right)\left(k & -ij\right)
m-i,)-j:even0\leq i+j\leq k

\displaystyle \times(\frac{2m+$\tau$_{1}+1}{2})_{k-i}(\frac{-2m-$\tau$_{1}+2n+2$\tau$_{2}+1}{2}+i)_{k-i-\text{フ}} ;

k\leq 0 のとき

a_{m,n}^{(2k+1,2k+1)}= \displaystyle \sum_{(i,j)} 2^{2|k|-2i-j}a_{m-i,n-j}^{(-1,-1)}(^{|k|}i)\left(\begin{array}{l}
|k|-i\\
j
\end{array}\right)
m-i,n-j:even0\leq i+j\leq|k|

\displaystyle \times(\frac{2m+$\tau$_{1}+1}{2})_{|k|-i}(\frac{-2m-$\tau$_{1}+2n+2$\tau$_{2}+1}{2}+i)_{|k|-i-j}
但し,

a_{m,2t}^{(1,1)}=a_{m,2t}^{(-1,-1)}={}_{3}F_{2}(^{-t,m\frac{$\tau$_{1}}{2}+\frac{1}{2},--\frac{$\tau$_{1}}{\frac {}{}212}-\frac{1}{2}}\displaystyle \frac{\mathcal{T}_{1}^{+}}{2}+\frac{1}{2}, $\tau$_{2}-\frac{$\tau$_{1}m}{2}+ 1)
\displaystyle \times\frac{1}{m!t!($\tau$_{1}-$\tau$_{2}+1)_{m}($\tau$_{2}+1)_{t}2^{2m+$\tau$_{1}+2t+2$\tau$_{2}}},

a_{m,2t+1}^{(1,1)}=-a_{m,2t+1}^{(-1,-1)}={}_{3}F_{2}(^{-t,m+\frac{$\tau$_{1}}{2}+\frac{3}{2},--\frac{$\tau$_{1}}{\frac {}{}23^{2}}+\frac{1}{2}}\displaystyle \frac{$\tau$_{1}}{2}+\frac{3}{2}, $\tau$_{2}-\frac{$\tau$_{1}m}{2}+ 1)
\displaystyle \times\frac{2(2m+$\tau$_{1}+1)}{($\tau$_{1}+1)(2$\tau$_{2}-$\tau$_{1}+1)m!t!($\tau$_{1}-$\tau$_{2}+1)_{m}($\tau$_{2}+1)_{t}2^{2m+$\tau$_{1}+2t+2$\tau$_{2}}}.

ここで, Pochhammer 記号, すなわち (a)_{i}= $\Gamma$(a+i)/ $\Gamma$(a) を使っている.また一般
型超幾何関数の記号

{}_{3}F_{2}(^{a_{d}b_{e}c}
も使っている.

z )=\displaystyle \sum_{j\geq 0}\frac{(a)_{j}(b)_{j}(c)_{j}}{(d)_{j}(e)_{j}} . \displaystyle \frac{z^{j}}{j!}



6. Moderate growth Whittaker function

本節では緩増加Whittaker関数の明示公式を与える.

Theorem ([I], p.15, Theorem 3.2). ($\nu$_{1}, $\nu$_{2})\in \mathbb{C}^{2} に対して,

W^{(0)}(y)=y_{1}^{2}y_{2}^{3/2}( $\pi$ y_{1})^{l$\nu$_{1}/2}( $\pi$ y_{2})^{-l$\nu$_{1}/2}

\times\prime_{0^{\infty}}\prime_{0^{\infty}}K_{l$\nu$_{1}/2}(2 $\pi$ y_{1}\sqrt{1+x+y})K_{l$\nu$_{2}/2}(2 $\pi$ y_{2}\sqrt{(1+1/x)(1+1/y)})
\displaystyle \times(\frac{x^{2}y^{2}}{1+x+y})^{l$\nu$_{1}/4}(\frac{x(1+x)}{y(1+y)})^{l$\nu$_{2}/4}\frac{dx}{x}\frac{dy}{y}

と定義する.すると , W^{(0)} は定数倍を除いて \mathrm{W}\mathrm{h}( $\pi$,  $\eta,\ \tau$_{(0,0)})^{\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}}|_{A} の元に—意に定
まり,

W^{(0)}(y)=4y_{1}^{2}y_{2}^{3/2}\prime_{0^{\infty}}\prime_{0^{\infty}}K_{($\nu$_{1}-l$\nu$_{2})/2}(2 $\pi$ t_{1}/t_{2})K_{(l$\nu$_{1}+l$\nu$_{2})/2}(2 $\pi$ t_{1}t_{2})
\displaystyle \times\exp\{- $\pi$(\frac{y_{1}^{2}y_{2}}{t_{1}^{2}}+\frac{t_{1}^{2}}{y_{2}}+\frac{y_{2}}{t_{2}^{2}}+y_{2}t_{2}^{2})\}\frac{dt_{1}}{t_{1}}\frac{dt_{2}}{t_{2}}

という積分表示がある.

Theorem D. W^{(k)}(y) を W^{(0)}(y) において K‐type $\tau$_{k,k} を持つ緩増加 Whittaker 関
数とする. 全ての k\in \mathbb{Z} に対し,

W^{(k)}(y)=\prime_{0^{\infty}}\prime_{0^{\infty}}K_{(l$\nu$_{1}-l$\nu$_{2})/2}(2 $\pi$ t_{1}/t_{2})K_{(l$\nu$_{1}+l$\nu$_{2})/2}(2 $\pi$ t_{1}t_{2})
\displaystyle \times\exp\{- $\pi$(\frac{t_{1}^{2}}{y_{2}}+\frac{y_{1}^{2}y_{2}}{t_{1}^{2}}+t_{2}^{2}y_{2}+\frac{y_{2}}{t_{2}^{2}})\}P_{k}(t_{2}, t_{2}, y_{1}, y_{2})\frac{dt_{1}}{t_{1}}\frac{dt_{2}}{t_{2}}.

但し,

-1)
(12)

(1/2) ||)((\mathrm{i},\mathrm{j})

(\mathrm{k} \mathrm{i} \mathrm{j})!(\mathrm{j} + 1/2 +  $\beta$ +  $\gamma$)||-----
 $\alpha$! $\beta$! $\gamma$!(\mathrm{k} \mathrm{i} \mathrm{j}  $\alpha  \beta  \gamma$)!

\mathrm{y}/\mathrm{t}
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