
~ 1 緒

引湯管による地中温度の分布ご引湯の冷却

ょ=
Eヨ

湯 原 I岳

温泉地に於てよく見られる如き，地表面にほif平行に地中に埋められた引湯官二によって，

その附近の地中温度が如何たる分布をするか，又引渇管から周囲lζ逃げてFゆく熱量はとの

程度であるか，等の研究は純粋た熱伝導論的問題を提供する。との様た問題に対しては，

既に J.H. Awbery.抜山四郎，野手悌士，野満|経治，瀬野錦蔵の諸氏が夫々独立に研

究されている。 J.H. Awberyは地中に埋められた熱源が親状であって， 地表面に於て

Newton 冷却が行われている場合の解を得ている。抜山氏及び野満，瀬野両氏は紘状熱

源として導いた解を有限の大きさを持ィコ損源に近W，的に拡張して実際の引湯冷却の問題に

応用している。 又，野手氏は熱源を有限とし，地表面lz:.於て Newton冷却を考唐・して問

題を取扱っているけれども，理論的に充分ではたい様であるつ

普通の温泉地の引湯の場合，埋設深度はそんたに深くたくて，導管4半径が埋設深度に比

して無視される程度でるるとは必すなしも云えたい。そとで筆者は J.H.Awberyの解を有

限た大きさの熱源に対する如〈拡張し， さらに之を実際に適用する上l乙便利た様lと漸近級

数によって表現した。次にそれを利用して引湯の冷却を理論的に検討する。

~ 2 索、伝導方程式とその解

熱伝導率 hの地中にある長さ 1，半径 Ruの導管内を温度 Tb = T" (1)たる温水が流

動するとき，流量を q，温水の比熱を 1とすれば，熱の授受l乙関しては

fπ/θT¥ 
q dTb = 2kdl J 0 Ro¥ ~釘 dθ (1) 

R=Ro 

但し θ は鉛直上方より R の守向に取るものとする。(第1図〉。

予想される結果は， 1方向に直角た平面白内D温度勾配が l方向のそれに比して充分大き

いと思われるから， 熱伝導は二次元的に考えてよいとする。 従って 1= 11 U_ろ場所で導

管に垂直たり一平面を考え，地表面 X=OI乙於て Newton冷却の法則があては士るも

のとして，その係数を h'，xy一平面内の泉温室と Tb(一定)，地表面上気温を基準温度 ooC

に選べぽ，xy一平面内の定常温度分布は次式を解〈ととによって得られる。

者昭和28年 7月 日:本温泉科学会第6回大会にて諦演
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(X-b)2十 y2= R02に於て T=  Tb 

ととに bは導管'.p心の地表面からの深さである。(第1図〉

白)を解くために T=T1 + T2と治き，T1に関して，

がT，， f)2T， ^ 

一 ー一 一ax2 ，- Oy2 -v 

(x-b)2 + y2 = R02に於て T1 = Tb 

T， = 0 
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Tzに関して，

θ2T2 目
θ2Tz ^ 

aF""十一奇τ= u

(x-b)2 + y2 = Ro2に於て Tl! = 0 

θ(T1 + T2) az z-hZ=O 

h = ~' 一-/iー

とすれば，位)の条件を満足さす事が出来る。

(4) 

x= 0 に於て

(3)の解は

Tb ，__ (x-a)2 + y2 
T1 (X，y) =一--;=で log;、n

log元主

ととに a= ，.，; b2士 R02

(4)を解くために

T2= f;A円 C凶匂d).
と1きけば

(主子.)= -f;A). cos).y d)'， 

又侶)より

(寄)= 
-4aT，. 

(a2長引孟七f，
χ目。
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故に (4)の条件から ;(=01乙於て

f; 0 + h) A∞s，lyd，l 

-4T~e...， aλ 

(え+h)log矢?

したがてつて Fourier'sintegralを用いると

A =---=8a T，の r-cosμ，l _1 

O+h)π10EttJo五万円

故に (4)の解は
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(x-a)2 + y2 4 Tb r帽 e-入。+的 cos..ly

Cx十a)"+ y" log去fJoA+h

結局徴分方程式位)の解は

T=ァ毛τlog
lOg五千五一

(7) d，l， 

第 2 図即ち α→bたる極限を考-(7)式lζ於て Ro→ 0，

とれは導管の太さが埋設深度に比して極めてえる。

小さし無視するととが出来る場合である。熱の流

線は導管の上部からは密に，下部からは疎に出てい

とのととは導るが，導管表面には必十直角である。

との条件を保管の太さが変っても同じであるから，

ちたがら導管が細くたってゆくとする。第2図の如

く xy一平面内で，導管中心に於て徴少た角 Aθ を

その角内で導管表面から流出する熱量をムQ

とする。(第2図〉。

導管表面に於ては

考え，
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ム Q dR dT=← 百五万Jr

R = Ro f乙於てデ =Tb であるから

れ=一合310ECRo= 一説会 ~Og叩2_a2)
c.積分常数

したがてつであるムθ内でム Q を一定に保ちつつ G→bとたると
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lim Tb
ー

ム g_lim 1og c宮 (b~-a22= 一一全型一
日両否ー -2五百α→b log去を 厄@

故に導管表面から流出する全熱量は

故に

Q = 2 rπ-2 k (lim • :~-:;-¥ dθ=-4川lim 一五斗
J 0 ¥a→b log云引 い→blog ~~り

lim ~二五L
G→blogtま- 4πh 

結局 R"→ 0，即ち α→ bたる極限では (7)式は

T = -:-q_ 102: Çx-~?~ + y~ + __l?_-r国 eーλC"'+b) cos 
= 4 rrk-1ogマE王町有;2+一五五-.J。 、 :~~ "J  d). 

とたって Awberyの得た解と一致する。

(8) 

(8)式の右辺第二項の積分の{直を知るたあに， Awberyは Simpsonの定理を用いて数

値計算した。 しかし x，y の値の変化に対して積分の値がどの様に変化するかを知るため

には，一々数値計算を行う事は極めて厄介であるりで， その積分を解くととを試みる。積

分

f;~…3C?s i少 d)'

に於て x+α=α，y=βとかき， ). + h = u 

と13'くと，

f ; ee-吋a副ル(

(9)の積分を行うために，

n'""":Z 

f(z) =二τ

ωω ) 

たる函数を考え，第3図の ABCDEAの如き

閉曲根上で積分し，

ro→ 0， r2→∞たる極限を考えると

.r;工芸!竺du

普
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--lれ lベ
と乙(:二 yl = h (α2 + s2)τ 

E = 0.57721…… 

tan (}l = _j}__ 
α 

くEulerの常数〉

側の両辺に eh
(d-I/3> を乗じて後，両辺の実数部分を等ししいとおけば (9)の積分は次の如

くたる。

f帽 r仰白川田 (uー仰向

" u 

=e叫)叫
-cos sh (れ lOETl+?-MT'nn，)!く11

結局，目的の積分は (11)の α，sをもとにもとせぽよい。即ち

J;~…叫 ?SAY di 

)(of-m?nnol LJ n.n! J 

一川…l+7c-mfs~)l 。
ととに n = h { (x + a)2 + y2 }-i 

()， = tan-:1 y . --_. x + a 

E = 0.57721…… 

F咽 ρーλ(X+a)r，，<:> 1叩

~3. Jo~ ム~;;v "J  dAの漸近展開

前節 (12)式の右辺の叡数は明らかに牧欽級数であるけれとも，れが大たるときは実際計算
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l乙不便である。故に，次に問題の積分を漸近級数に展開する。今，

V 
1 1 ..i ).2 . / 1....__. A旬ー1 ~...._ An 

A + h h-;;2 +古γ ……+(_l)n-，1百-;;:-+( -1)"がぴ刀7

から

J; _!!_ごヰ27HLa=すJ;e-λ…cosIydA jrj;e叩切れosAy dA 

+会J;川町2COS Ay尚一

(-1アー1r∞ (-1ア「岨 eーλ(χ+a)An COS Ay 
+一τ=f-I e-えは+叫 An-

1
COS Ay dA +一一一:._， 、 h1_~~~ "_' dA， 

n'. .J 0 ~ n'" J 0 

しかるに X+a>Oで仰は正の整数であるから

f司 I7〉C州 ・tan-'x~a) 片山os(n・tan-'X:a) 。e-λ(x+町 An-1COS Ay dA = 、~=、，

tcx十 a)2+ y2Jτi(X十 a)2+ y2fτ 

ととで前節と同様 r1 = h {( X +α)2+パ士

。1= tan-r
_ ~主一一

.χ 十 G

とするとれ， θ1は互に独立であるから
阜、

J;円辺け+旬町a
，!_dA =一一一一一LA + h ~，. - n 子7+ー nτ一一

η-1 (n-1) ! cos nO ・+(-1) V'  ~-: n' LV"  U V
1+ R渇 (n)=/(n) 
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しかるに

市 内 fλ は+ゆ rnrnc 1引 I In! cosi何十1)tan 万平-~I ~・
九(ゎ)1豆|古J0ιfuuya|=|itJ叩54た (14)

~- ，. Ilh"+]1(X+a)2+y2トfl 1 

故に lim r1" R" (n) = 0 
γ1....岨

(15) 

次I乙 COSθ] cos20].2! …~30， _ _...... ，1' '1"¥"-1 (n-1)! cosnθ1 '. •. '¥ 一一一一一一ーコー+ー←寸ームー…・+(ーl)n-:1¥.'" L .J! ~v.::J '" v1 +…・4・(16)守

n n- n" r1均，

たる級数は発散叡数であるが，
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S" (n) =苧立L一旦当ι+型空宇f!J_ー・…・+(-1アーJ (n-1〉!?M1
n n- r1- r(-

とおくと (15)工り

lim nn {f (r') -S" (r斗=0 
x→帽

(仰は一定〉

故i'C. (16)の級数は(13)式の f(n)の漸近扱数である。結局，

f国 e-…c叫 d).~∞s(tan宍)
). + h ~" h{(X十G川 7τ

coS(2tan-'古)
バヮ+蜘y2}

+2!∞s(3tan-'長)
h3 {(山〉り2}+ 

く17)

(17)式の右辺を n項迄取ったときの誤差の最大値は (14) ~ヒり
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である。

問題の解を漸近級数で表わせば，く 7)より
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炉{(X+め y2}

+2! COS(3tan-市)
hい+a)2 + y2 p 

〈-γ1(n-l) !∞s(ntan-古) 1 1"112， 
-: h"{ (X十 Gア+パ号 」， ' 

Tの数値を (18)式lこ工って計算する場合には Tb，a， b， x， y の値を考慮して級数。

項数を選ぶととによれ任意の誤差の範囲で Tの数値を計算するととが出来る。

一例として a= 100cm， Ro = 5cm，したがって b= 100. 125cm， 叉 h= O.lcm""l 

とし， (18)式の級数の 2項までとって計算すると第1表の如くたり. 地中温度分布白模様
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を第4図i乙示す。;第 1表に示したu仰と対する誤差の最大値は，

x = 0， y = 0に於て， 1.8 x 10-3， 

y = 100 に於て 1.2X 10-J 

第 1 表 計算例，TjTbの数値を示す。
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S4. 引湯の冷却

今迄の議論と同様，先十二次元の問題として考える。埋設引湯導管表面よりの熱の損失

は，すペて地表面を通って大気中に失われるから，

f: Ru(認)三官。=一f;(等)てど

しかるにもとの微分方程式(4 )の条件によって，

故に

(17L=00 」ー)= h(T2) 

f;RぱiL)忽。=ーにh(ねxfz

ととに T2 は (6)，(7)より

か 4Th r 吋町古)
&吋号Lh{(x +α)2 + y2}士

m (2tan-"古)
パヮ+か刈

(19) 

(20) 

(21) 

しかし， (21)の右辺の χをOと沿いて項別に積分したものが (20)の漸近解であると

とは証明を要することである。故に，その証明をする。く6)，く1むより，

4 Tb r cos 0 I cos 2θI ， 2! cos 3θ1 
(T2) =ーーで十一|一一一一一一一τ'--+-， - - ~ .. 

同 log~:~ L 71 71- 71 

ただしとの場合は

71 = h (a2 -1-y2)士

。1=tan-1L  
α 

したがって

(_1)11-'1 (n-1)! cos nθ1  
n1十 R局 (71)I 

T(- J 

f: Ro(笠};!_θ=ニ包ι~.r~( ∞sθ1 COS払 2，∞s訊OOR jf h)J  I-一一一一一~-' +一一τ一一……
〆 =Ro logヲ二τ(JO¥ Tl 71" T1 
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(-1アーl(n-l)! COSn()l ¥ A.. ， r岨 ( + ー ー ら 土 )dy + I _ R" (rl) dy ( 
rl" ノ.， " 1 

-4Tb]z J Al A". A" A"__L r曲 L=一一一一一':_~一一ーでι+一一一…・・・+τ2斗+， _ Rn(n)dYr log-{士ιl ]z h'a h3a" ' ]znan-1 'J 0 --，. '-， ，~-~ J 
.， b-a 

ととiこ Aπ  -

1一一2，

A， =~π ，=一一一
2 ， 

A2 = 0， A3 = 0 

As = 0 

今 f; R，， (rl)dyについて考える。 ο4)式から

|丸咋手y--= nl 

{仰z忌司市

故に

If;ιωdy{=f: nl 

]zn+l (a2 + y2)ヰL

Bはnが奇数のとき

仰が偶数のとき B 2・4・6……(n-2)
1・3・6……(n-l)， 

d't1  
y =]z'"計三inB

f∞ rrr ~ (θT¥ 
故に J g R，， (n)dy，従って J oRO-oEjR22は牧散である。しかも ha→ ∞ の

とき

h" an
-

1 f; R，， (rl)dy I亘-4二B → 0

(証明終〉

故に(19)の積分は漸近級数に展開可能であって，

f:Ro( θ~) ー4zh{A1A2As)。0¥万五)R~/~-五;五;; l ~h一 --ii~ + h~~2一…H ・ H・}， (22) 
V .L'-'& b-a 

側式の{ }内の第5項までとれば，

f:R侍 )tz-1三岳(1一品)， (23) 

そのときの誤差の最大伯J工
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4 To 5! 1・3π一-一一一IogfZ-hり 2・4 2 

前節と同様，a = 100cm， b = 100. 125cm， h = 0.lcm-1 のときは誤差の最たがIlt19x 

10-5 '1九である。

結局，導管内を流動する温水の温度低下に関してはく1)まり，

ニー -4rrk T.、1. 3 ¥ 
b一士一一一ーァー'-(1一一一一 Idl 

log o=ま¥仇3)
(24) 

く24)の Tbを Tとかくと

dT = - KT  dl 

ととl乙
一N-一一.K

 

(25) 

故に T = Ce-K1 

Cは積分常数，一般に気温を T'とすると

T-T' = Ce-K1 

引湯管の入口即ち 1=0での温水の温度を抗とすると C= To - T'であるから

T - T' = (To -T') e-K1 

引湯距離 1:こ従って温水の冷却する割合は

To - T = (To - T') (1-e-K1
) (26) 

(26)式は野満，瀬野両氏が導いた式と同形である。冷却係数 K は (25)式であらわされ

たものであるが，地表面条件に於て Newton冷却を考えたいて，地表面を等温として取

扱った場合は

K=-~ 一- b+a 
q log-b~ごa

であって， とれと (25)式の K と比較すると ha= 10程度では Newten冷却θ影響は

引湯の冷却には殆んど寄与したいととがわかる。 とのととは物理的に考えて，地表面条件

のとりかたは，地表面近〈の温度分布にはかたり影響を及ぼすが，導管近くの温度分布に

はほとんど影響を与えや， したがって導管表面よりの熱の損失に寄与する点も少いととか

らうた歩けるものである。

終りに御指導を賜った瀬野錦蔵博士に感謝の意を表する。なお，この研究ο費用。一部は文

部省科学研究費によったものである。
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The Distribution of Underground Temperature Generated 

by Subterranean Conduit of Hot water， and the Coolng of the 

Flowing Hot Water. 

K. YUHARA 

The mathematical treatment of the problem as to the distribution of the 

underground temperature generated by subterranean conduit of hot water 

was incomplete up to now， when the radius of conduit is not negligibly 

small relative to the depth of it. And the consideration for the ground 

surface conditions was inadequate. The author gets the solution when a 

cylindrical thermal origin is buried in the gronnd and the surface condition 

is the Newton cooling. This solution agrees with the Awbery's solution at 

limiting case that the radius of cylinder approaches to zero. Then， the 

solution is expressed by the asymptotic series to be convenient for numera-

tion. 

The cooling of hot water flowing through the conduit is discussed by 

using of the above solution. Then， it is confirmed theoretically that the 

surface condition is not effective to the cooling of the hot water. 
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