
〈特集 マルクス派最適成長論の展開と周辺問題〉

線型効用最適成長２部門モデルにおける価値・価格の動学

金 江 亮

Ⅰ はじめに

金江（2008）において，資本財部門にも資本

と労働が用いられるモデルで，定常において価

値・価格問題を扱えることが示されてある。も

ちろん，資本財部門において労働のみが用いら

れる山下・大西［2003］のモデル（以下，基本

モデルとよぶ）においても価値・価格問題を扱

える。Onishi and Tazoe［2011］では，基本モ

デルの下で明示的な解は求めずに，定性的な扱

いをしている。山下［2005］では，離散モデル

において，効用関数を線型とした場合には定常

状態に到達するまでの途中の経路（s，Kなど）

が明示的に求められることを用いている。そこ

で，本稿では基本モデルを線型効用の下で考え，

価値・価格問題を明示解を用いて取り扱う。

Ⅱ 線型効用モデルの特徴

通時的効用

U/@
�

0
e-rtYdt p1�

消費財生産部門

Y/AKa psL�1-a p/Y pK, sL�� p2�

資本財生産部門

I/B p1,s�L p3�

KC/I,dK p4�

とする。効用関数が対数でなく線型となってい

ることに注意。こうすることで，対数効用では

無理だった成長経路上の解が具体的に求まるよ

うになる。

経常価値ハミルトニアンを

H/Y+l�B p1,s�L,dK� p5�

とする。一階条件は
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横断性条件は
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これを p7�に代入して

aA 	
lB

p1,a�A 

a-1

a

/pr+d�l,lC p10�

変形して

lC/pr+d�l,aA 	
B

p1,a�A 

a-1

a

l
a-1

a p11�

上式の右辺を f pl�とおくと，

f 'pl�/pr+d�+Ap1,a� 	
B

p1,a�A 

a-1

a

l-
1

a p12�

0?a?1で あ り，l>0を 前 提 に す る と

f 'pl�>0であるから，以下に示すようにlのグ
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ラフは l軸との交点において不安定である。

横断性条件 p8�より右上に行く経路は不適

で，K, sB0より，左下に行く経路は不安定。す

なわち，lは常に一定。シャドウプライス（効

用単位で測った資本財価格）が時点によらず常

に一定というのは強い結論である。

さて，この時点によらず一定の lは，p7�より

l/
aA

r+d r
K

sL �
a-1

p13�

であることから，消費財生産現場における資本

労働比率
K

sL
は時点を問わず一定である。ま

た，このことから

消費財生産現場での

資本労働比率

K

sL
/

Ba

pr+d� p1,a�
p14�

消費労働比率

Y

sL
/A r

K

sL �
a

/A 	
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pr+d� p1,a� 

a

p15�

消費資本比率

Y

K
/A r

K

sL �
a-1

/A 	
pr+d� p1,a�

Ba 

1-a

p16�

資本の限界生産性

YK/aA r
K

sL �
a-1

/aA 	
pr+d� p1,a�

Ba 

1-a

p17�

労働の限界生産性

YL/p1,a�A r
K

sL �
a

/p1,a�A 	
Ba

pr+d� p1,a� 

a

p18�

は各時点で一定である。ただし，YL/Y2 pK, sL�

と略記している。

定常値での K，sはそれぞれ

K＊/
BaL

r p1,a�+d
p19�

s＊/
pr+d� p1,a�

r p1,a�+d
p20�

であり，

K

sL
/

K＊

s＊L
p21�

であるから，この式に p19� p20�を代入すると，

各時点での最適制御関数 sが Kの関数として

求まる。

s/
pr+d� p1,a�

BaL
K p22�

Ⅲ 価値の再生産表式

さて，以上を元にして価値・価格問題を考え

よう。本節では価値を扱う。C，V，Mをそれ

ぞれ不変資本，可変資本，剰余価値とする。

価値で測った再生産表式は，資本財１単位当

たりの価値を t1，消費財１単位当たりの価値を

t2とおくと

p23�

となる。この内，現段階で求まっているものを

書くと

p24�

である。よって

p1,s�L/t1 pKC+dK� p25�

t1dK+sL/t2Y p26�

p3� p22�より

t1/
1

B
p27�

t2/
r p1,a�+d

Ba

K

Y
p28�

t1は各時点一定であるが，p16�より t2も各時

点で一定である。ただし，消費財の価値である

t2が時間選好率 rの単調増加関数になってい

る。これはマルクスには無い観点で，生産物に

対象化される投下労働量も，生産の際に異時点

間の最適化を行なうため，時間選好に影響され
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C V M 合 計

資本財生産部門 C1 V1 M1 t1 pKC+dK�

消費財生産部門 C2 V2 M2 t2Y

C V+M 合 計

資本財生産部門 0 p1,s�L t1 pKC+dK�

消費財生産部門 t1dK sL t2Y



得ることを示している。

また，

r	0⇒t2	
d

Ba

K

Y
p29�

であるから，消費財の価値の最小値は時間選好

率が０に近づくときの極限値である。

さて V+Mの分割が分からないが，Onishi

and Tazoe［2011］に従い，生産された消費財の

価値 t2Yが労働量に応じて配分されると仮定す

る。自然な仮定である。

すなわち，

V1/p1,s�t2Y p30�

V2/st2Y p31�

とすると，M1/pV1+M1�,V1より

M1/p1,s� pL,t2Y � p32�

同様に

M2/s pL,t2Y � p33�

となる。よって再生産表式は次のようになる。

p34�

資本の有機的構成は

C

V
/

t1dK

t2Y
p35�

となり，p16� p27� p28�より通時的に一定である。

剰余労働M1,M2B0であるかどうか調べよ

う。p19� p28�より

t2Y/
r p1,a�+d

Ba
K


r p1,a�+d

Ba
K＊

p36�

/
r p1,a�+d

Ba

BaL

r p1,a�+d
/L

となるので，成立する。

搾取率 eがどうなっているか調べよう。

第一部門の搾取率は

e1/
M1

V1

/
L

t2Y
,1	0 p37�

第二部門の搾取率は

e2/
M2

V2

/
L

t2Y
,1	0 p38�

となるので，各時点で各部門の搾取率は一致す

る。t2は一定値であるが Yは通時的に増加す

るので，搾取率は時間の減少関数であり，０に

収束する。

価値で測った利潤率は

M1

C1+V1

/e1	0 p39�

M2

C2+V2

/
s pL,t2Y �

t1dK+st2Y
/

e2

t1dK

st2Y
+1

	0 p40�

となる。部門間で利潤率は異なるが，両部門共

に単調に減少し０に収束する。

経済全体での価値で測った利潤率は

M1+M2

C1+C2+V1+V2

/
L,t2Y

t1dK+t2Y
/

e2

t1dK

t2Y
+1

	0

p41�

また，第Ⅰ部門の総価値の第Ⅱ部門の総価値

に対する比率は

C1+V1+M1

C2+V2+M2

/
t1 pKC+dK�

t2Y

/
t1KC

t2Y
+

t1dK

t2Y
↓

t1dK

t2Y
（/一定）

p42�

となる。単調に減少し，定常状態では一定値で

ある。よって，第Ⅰ部門が優先的に発展すると

いった事態は生じない。むしろ逆に，第Ⅱ部門

の方が優先的に発展していることが分かる
1)
。

Ⅳ 価格の再生産表式

本節では価格を扱うため，市場均衡を考える。

経済には資本財企業・消費財企業の２種類が存
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C V M 合 計

資本財生産部門 0 p1,s�t2Y p1,s� pL,t2Y� t1 pKC+dK�

消費財生産部門 t1dK st2Y s pL,t2Y� t2Y

合 計 t1dK t2Y L,t2Y t1dK+L

p34�



在する。各企業の生産関数を

資本財生産企業

I/BL1 p43�

KC/I,dK p44�

消費財生産企業

Y/AKaL1-a

2 p45�

とし，資源制約を

労働供給

L1+L2/L p46�

とする。

家計の単期ごとの効用は logCであり，通時

的効用は単期ごとの効用の割引価値の総和（積

分）である。

U/@
�

0
e-rt logYdt p47�

ここで Y：消費財 I：投資財 K：資本財 L：労

働（定数）d>0：減価償却率 r>0：時間選好率

（定数）であり，KCは時間微分を表す。また，

0CL1，L2CLである。家計は通時的効用を最

大化するように行動する。

p1：資本財価格，p2 p/1�：消費財価格，R：資

本のレンタル率，w：賃金率とする。消費財価

格を１に基準化している。

各企業は以下の最適化行動を行う。各時刻 t

において，資本財企業は価格・要素価格

�p1pt�, w pt��を所与として，投入 L1pt�を，単期の

利潤 p1pt�が最大になるように選択する。

max
L1pt�

p1 pt�/max
L1pt�

�p1pt�I pt�,w pt�L1pt�� p48�

/max
L1pt�

�p1pt�B,w pt��L1pt�

p1B>wならば無限に L1を投入することに

なり，p1B?wなら資本財生産が行われない。

ここではこのような均衡は扱わないことにす

る。

すなわち，

p1B/w p49�

とする。また各時刻 tにおいて消費財企業は，

要素価格 �p2, R pt�, w pt��を所与として，投入

K2 pt�，L2 pt�を，単期の利潤 p2pt�が最大になる

ように選択する。

max
Kpt�,L2pt�

p2 pt�/ max
Kpt�,L2pt�

�p2Y pt�,R pt�K pt�,w pt�L2 pt��

p50�

ここでは簡単のため，両企業共に投資の調整

費用を考えていない。

単期の利潤最大化の 1階条件より，

�p2

�K
/0⇔p2YK/R p51�

�p2

�L2

/0⇔p2YL2
/w p52�

が得られる。生産関数が一次同次であることか

ら，均衡では両企業共に利潤は 0になることが

分かる。p51�の右辺の意味は「資本の限界１単

位当たりの消費財生産額/資本のレンタル率」

であり，p52�の右辺の意味は「労働の限界１単

位当たりの消費財生産額/賃金率」である。

資本市場の裁定条件は，以下のようになる。

p1を銀行に預けた場合の利子は rp1であり，p1

で資本財を買った場合は，資本を貸すことによ

る収入 Rと，キャピタルゲインまたはキャピ

タルロス pC を得る。また，減価償却は dだが，

これは価格では dp1なので，

rp1/R,dp1+pC 1 p53�

が成り立つ。

本モデルでは外部性が無いため，社会計画者

の最適解と分権経済の最適解は一致する。よっ

て L1/sL，L2/p1,s�Lとおくと，Ⅱ節の結果

はそのまま成り立つ。すなわち消費財生産現場

での資本労働比率，消費労働比率，資本の限界

生産性，労働の限界生産性，消費資本比率は各

時点で一定である。

また，p2/1であることと p51� p52�からレン

タル率 R，賃金率 wは

R/YK/aA 	
pr+d� p1,a�

Ba 

1-a

p54�

w/YL2
/A p1,a�1-a r

Ba

r+d �
a

p55�

このことと p49�から資本財価格は

p1/
w

B
/A r

1,a

B �
1-a

r
a

r+d �
a

p56�
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よって p53�から利子率は

r/
R

p1

,d+
pC 1

p1

/r p57�

これらは各時点で一定である。線型効用モデ

ルでは，主要な変数がすべて各時点で一定とな

るという著しい性質があることが分かる。特

に，利子率 rは各時点で時間選好率に等しい。

Cp，Vp，Mpをそれぞれ価格表示での不変資

本，可変資本，剰余価値とする。

価格で測った再生産表式を，

p58�

と表すことにする。添字の pは，price の意味

である。不変資本部分は，減価償却部分となる

ので再生産表式は

p59�

となる。ただし，本章では瞬時的効用関数を線

型効用としているので，pC 1/0 である。よっ

て，再生産表式はもう少し簡単になり

p60�

となる。

資本の有機的構成は

Cp

Vp/
p1dK

p2Y
/

da

r+d
p61�

となり，通時的に一定である。

搾取率 eがどうなっているか調べよう。

第一部門の搾取率は

ep
1/

Mp
1

Vp
1

/
p1,s� pwL,p2Y �

p1,s�p2Y
/

wL

p2Y
,1

p62�

/
1,a

s
	1,

ra

r+d

第二部門の搾取率は

ep
2/

Mp
2

Vp
2

/
rp1K+spwL,p2Y �

sp2Y
/

rp1K

sp2Y
+

wL

p2Y
,1

/1+r
1

s
,1�

ra

r+d
↓1+

rd

1,a r
a

r+d �
2

p63�

となるので，各時点で各部門の搾取率は異なり，

消費財部門での搾取率の方が高い。

経済全体での搾取率は

ep/
Mp

1+Mp
2

Vp
1+Vp

2

/
rp1K+wL,p2Y

p2Y

/
rp1K

p2Y
+

wL

p2Y
,1/

ra

r+d
+

1,a

s
↓1

p64�

剰余労働は

Mp
1/p1,s� pwL,p2Y � p65�

Mp
2/rp1K+s pwL,p2Y �
rp1K

＊ p66�

となる。Mp
2 は通時的に増加する。利潤率は

Mp
1

Cp
1+Vp

1

/
p1,s� pwL,p2Y �

p1,s�p2Y
/ep

1 p67�
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Cp Vp Mp 合 計

資本財生産部門 0 p1,s�p2Y p1,s� pwL,p2Y � p1 pKC+dK�

消費財生産部門 p1dK sp2Y prp1,pC 1 �K+s pwL,p2Y � p2Y

合 計 p1dK p2Y prp1,pC 1 �K+wL,p2Y p1 pKC+dK�+p2Y

p59�

Cp Vp Mp 合 計

資本財生産部門 0 p1,s�p2Y p1,s� pwL,p2Y � p1 pKC+dK�

消費財生産部門 p1dK sp2Y rp1K+s pwL,p2Y � p2Y

合 計 p1dK p2Y rp1K+wL,p2Y p1 pKC+dK�+p2Y

p60�

Cp Vp Mp 合 計

資本財生産部門 Cp
1 Vp

1 Mp
1 p1 pKC+dK�

消費財生産部門 Cp
2 Vp

2 Mp
2 p2Y



Mp
2

Cp
2+Vp

2

/
rp1K+s pwL,p2Y �

p1dK+sp2Y
p68�

/

rp1K

p2Y
+s r

wL

p2Y
,1�

p1dK

p2Y
+s

>0

となる。部門間で利潤率は異なる。

経済全体での利潤率は

Mp
1+Mp

2

Cp
1+Cp

2+Vp
1+Vp

2

/
rp1K+wL,p2Y

p1dK+p2Y
p69�

/

rp1K

p2Y
+

1

s

w

p2 r
Y

sL �
,1

p1dK

p2Y
+1

↓

また，第Ⅰ部門の総価値の第Ⅱ部門の総価値

に対する比率は

Cp
1+Vp

1+Mp
1

Cp
2+Vp

2+Mp
2

/
p1pKC+dK�

p2Y

/
p1KC

p2Y
+

p1dK

p2Y
↓

p1dK

p2Y
（/一定）

p70�

となる。単調に減少し，定常状態では一定値で

ある。よって，第Ⅰ部門が優先的に発展すると

いった事態は生じない。むしろ逆に，第Ⅱ部門

の方が優先的に発展していることが分かる。

Ⅴ 結 語

得られた結果は以下のとおりである。

１．効用単位で測った資本財価格である，シャ

ドウプライス lは各時点で一定である。

２．消費財生産現場での資本労働比率
K

sL
，消

費労働比率
Y

sL
，消費資本比率

Y

K
，資本の限

界生産性 YK，労働の限界生産性 YLは各時点

で一定である。

３．資本財価値 t1，消費財価値 t2は各時点で一

定である。

４．消費財価値 t2は時間選好率 rの単調増加

関数であり，時間選好率 rが０に近いほど消

費財価値は小さくなる。

５．線型効用モデルでは，全労働の配分比率を

意味する制御関数 sは，資本量 Kに比例す

る。資本量 Kが大きいほど，sも大きくなる。

６．価値で測っても価格で測っても資本の有機

的構成は各時点で一定である。

７．価値で測った搾取率は各部門で各時点で一

致し，時間とともに０に収束する。価格で

測った搾取率は第Ⅰ部門は０だが，第Ⅱ部門

は単調に減少し，正の値に収束する。

８．部門間で利潤率は異なるが，両部門，また

経済全体でも（価値）利潤率は０に収束する。

９．第Ⅰ部門の優先的発展は起こらない。

10．資本財価格 p1，消費財価格 p2，レンタル率

R，賃金率 w，利子率 rは各時点で一定である。

特に利子率 rは各時点で時間選好率 rに等し

い。

Onishi and Tazoe［2011］では，定常状態に

移行する経路上で，資本財の価値は一定である

が，消費財の価値は低下していくことを示して

いる。それに対し，線型効用モデルでは価値は

通時的に一定であり，したがって定常状態にお

ける価値が初期時点から実現されることにな

る。線型効用モデルを山下［2005］では“消費

量最大化モデル”と解釈している。

瞬時的効用関数を線型とするのは制御変数や

資本蓄積の時間経路を明示的に求めるための仮

定であるが，恣意的に思えるかもしれない。し

かし，経済全体の生産量の制御と考えるなら，

消費財の生産量そのものを瞬時的効用関数とす

るのは正当化しえる。ただし，上記のとおり，

ほとんどの変数が一定になってしまう。異時点

間の消費水準の平準化を行わず，通時的な消費

量の最大化を行う場合は，消費財生産現場にお

ける資本・労働の限界生産性を初期時点から定

常状態と同一になるように社会計画者，または

代表的個人は行動すると解される。
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そのような仮定の下で，p2� p3�の A, Bの増加

のような外生的技術進歩を仮定しない限り，最

適成長モデルにおいては利潤率は必ず低落する

ことや，レーニンの第Ⅰ部門の優先的発展は生

じないことが示せた。

本稿ではマルクス経済学で従来扱われてい

る，利潤率の傾向的低下法則や再生産表式に関

する議論を最適成長モデルで扱った。対数のよ

うな線型でない効用関数の場合や，一般の成長

モデルで価値・価格問題や再生産表式の経路を

どう求めるかが，今後の課題として残されてい

る。

注

１）レーニンは，資本の有機的構成が高度化する場合

に第Ⅰ部門が第Ⅱ部門に比べ成長すると考えていた

ので，資本の有機的構成が一定の本モデルでは，レー

ニンの第Ⅰ部門の優先的発展の法則が成り立たなく

ても矛盾しない。ただし，Onishi and Tazoe［2011］

では，効用関数が対数効用の最適成長モデルにおい

て，資本の有機的構成が高度化し，なおかつ第Ⅰ部

門が優先的に発展しない，すなわちレーニンの第Ⅰ

部門の優先的発展の法則が成り立たないことを示し

ている。
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