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Abstract

In this article, we explain some results on B‐pairs and on deformation theory of trianguline
representations for any p‐adic field. As an application, we explain the proof of the theorem

concerning Zariski density of two dimensional crystalline representations for any p‐adic field.

§1. Trianguline 表現 ([\mathrm{C}\mathrm{o}08], [\mathrm{N}\mathrm{a}09])

p を素数, K を p ‐進体,つまり \mathbb{Q}_{p} の有限次拡大体とする. \overline{K} を K の代数閉包,
G_{K}:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K) を K の絶対 Galois 群とする.

Trianguline 表現とは,P‐M‐.体の P‐進 Galois 表現のｸﾗｽである.このｸﾗｽは,近
年の Colmez ([\mathrm{C}\mathrm{o}10]) による \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Q}_{p}) に対する P ‐進局所 Langlands 対応 (G_{\mathbb{Q}_{p}} の二次元

p ‐進表現と \mathrm{G}\mathrm{L}() の p ‐進的な表現との対応) の一連の研究の中で定義され,彼の P ‐進

局所 Langlands 対応の研究において最も重要な役割を果たしている表現のｸﾗｽである.

\mathrm{G}\mathrm{L}() の P ‐進局所 Langlands 対応では G_{\mathbb{Q}_{p}} の二次元 trianguline 表現は \mathrm{G}\mathrm{L}() の

P ‐進的な主系列表現と対応することが知られている.このｸﾗｽは, P ‐進Galois 表現全体

の中で,ある意味で離散的にしか存在しないｸﾘｽﾀﾘﾝ表現を P‐進的に補間するような
ｸﾗｽであり,p‐進表現の変形空間に付随するﾘｼｯﾄ解析的多様体の中で著しい幾何的
な性質を持っていることがColmez ([CO08]), Kisin ([\mathrm{K}\mathrm{i}03], [\mathrm{K}\mathrm{i}10]) , Bellache‐Chenevier

([Bel‐Ch09], [\mathrm{C}\mathrm{h}09] ) らの近年の研究により認識され始めてきている.これらの性質は,
\mathbb{Q} 上の楕円保型形式が肥田族や Coleman 族などの P ‐進保型形式によって P ‐進連続的に
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補間されているという事実と密接に関係しているということも近年のKisin, Bellache‐

Chenevier らの研究により認識され始めてきている.実際に,Kisin ([\mathrm{K}\mathrm{i}03]) はColeman

族に含まれる P‐進保型形式に付随する G_{\mathbb{Q}} の二次元 P‐進Galois 表現の G_{\mathbb{Q}_{p}} への制限が

(一般にはde Rham 表現ではないが) trianguline 表現であることを証明している.なお,
trianguline 表現及びそれに関連した整数論的問題のこれらの研究は現在までのところ,P‐
進体が \mathbb{Q}_{p} の場合に限られている,ということに注意しておく.

このような状況の中で,筆者のこれまでの研究の目的は,これらのtrianguline表現及
びその周辺の理論を, \mathbb{Q}_{p} の場合から一般の P ‐進体の任意次元の P ‐進表現の場合へ一般化

することであつた.本稿では,これまでに筆者が得た,一般の  p-\grave{\llcorner_{-}}\mathrm{f} $\xi$体に対するtrianguline
表現に関する研究結果を解説したい.まず第一章で,trianguline表現の定義と  P ‐進Galois

表現論的な基本性質を解説し ([Co08], [Na09]), 次に第二章でtrianguline表現の変形理論
([Bel‐Ch09], [\mathrm{C}\mathrm{h}09] , [Na10]) について解説する.第三章では二次元 trianguline 表現の族

を構成し,この族の様々な幾何的な性質がtrianguline表現の変形理論により記述できる
ことを解説する ([Ki03], [Na10]). 最後の第4章で,これらの理論の一つの応用として,二
次元ｸﾘｽﾀﾘﾝ表現の Zariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性の定理 ([Co08], [Ki10], [Na10]) が得られることを

述べる.

本稿では, P ‐進Galois 表現は次のようにして係数を決めて考えることにする.以下,
E を K の有限次拡大で K の \overline{K} への \mathbb{Q}_{p} ‐代数としての全ての埋め込みが E を経由するよ

うなものとする.

Denition 1.1. V が G_{K} のE‐表現であるとは, V は有限次元 E‐ﾍｸﾄﾙ空間

で G_{K} が連続 E ‐線形に作用しているもの,と定義する.以下, K は固定するので,単に E‐

表現と呼ぶことにする.

trianguline 表現は, G_{K} のP‐M‐.表現の圏を自然に含む,より大きな圏 (B‐ﾍｱと呼ば

れる) を用いて定義される.そこでまずは B‐ﾍｱの定義 ([Be08]) を解説したい. B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}},

B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}, B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} をFontaine ([FO94])の P ‐進周期環とし, B_{e}:=B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{ $\varphi$=1} と定義する.これらの環

にはそれぞれ自然な位相が入っており,その位相に関して G_{K} が連続に作用している.

Denition 1.2. ([\mathrm{B}\mathrm{e}08],[\mathrm{N}\mathrm{a}09]) 次の条件を満たすﾍｱ W=(W_{e}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}) を E ‐B‐

ﾍｱであると定義する.

(1) W_{e} は有限自由 B_{e}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r} で G_{K} が連続半線形に作用している (ここで,半線形
とは任意の g\in G_{K}, a\in B_{e}, b\in E, x\in W_{e} に対して g((a\otimes b)x)=(ga\otimes b)g(x) と作

用することを意味する).

(2) W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} は W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}:=B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{B_{\mathrm{e}}}W_{e} の G_{K} ‐作用で閉じている有限生成部分 B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E ‐加
群で B_{\mathrm{d}\mathrm{R}} ‐加群として W_{\mathrm{d}\mathrm{R}} を生成する.

W の次元を

\dim(W) :=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{B_{\mathrm{e}}\otimes_{\mathrm{Q}_{p}}E}(W_{e})
( B_{e}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E ‐加群としての W_{e} のﾗﾝｸ) と定義する.
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P ‐進表現は次で定義される関手によりB‐ﾍｱの圏の充満忠実な部分圏になる.

Denition 1.3. 関手 D: {E ‐表現の圏} \rightarrow {E‐B‐ﾍｱの圏}を

 W(V) :=(B_{e}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V, B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)

と定める.

Remark. Bloch‐加藤の基本短完全列

0\rightarrow \mathbb{Q}_{p}\rightarrow B_{e}\oplus B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\rightarrow B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\rightarrow 0

より,この関手は充満忠実になる.

Remark. Berger ([\mathrm{B}\mathrm{e}08]) は,B‐ﾍｱの圏と Robba 環 B_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},K}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$ ,  $\Gamma$) ‐加群の

圏同値を構成し,これが, P ‐進表現の圏と B_{K} 上のｴﾀｰﾙ ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群の圏との圏同値

(Fontaine の定理) の一般化になっていることを示した. K=\mathbb{Q}_{p} の場合,Colmez ([\mathrm{C}\mathrm{o}08])
はB‐ﾍｱではなく Robba 環 B_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{ $\dagger$} 上の ( $\varphi$,  $\Gamma$)-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r} を用いて trianguline 表現を研究し

ている (K=\mathbb{Q}_{p} の場合は例外的に B_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g},\mathbb{Q}_{p}}^{ $\dagger$} 及びそれへの ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐作用が非常に明示的に書

ける).

P ‐進 Galois 表現に対して定義された様々な概念を,以下のようにして B‐ﾍｱに対

しても同様に定義することができる. L を K の有限次ｶﾛｱ拡大体とする.E‐B‐ﾍｱ

W=(W_{e}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}) に対して,

D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{L}(W):=(B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}\otimes_{B_{\mathrm{e}}}W_{e})^{G_{L}}, D_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{L}(W):=(B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{B_{\mathrm{e}}}W_{e})^{G_{L}}

と定義する. D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{L}(W) には B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}} のFrobenius から自然に Frobenius 作用  $\varphi$ :  D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{L}(W)\rightarrow\sim
 D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{L}(W) が誘導される.Lo を \mathbb{Q}_{p} の L 内での最大不分岐拡大とすると,自然な単射

L\otimes_{L_{0}}D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{L}(W)\mapsto D_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{L}(W) が存在する. D_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{L}(W) には減少ﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝが,任意
の i\in \mathbb{Z} に対し

\mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{i}D_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{L}(W) :=D_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{L}(W)\cap t^{i}W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}
と定義される.これらには, \mathrm{G}\mathrm{a}l(L/K) が自然に作用している.

Denition 1.4.

(1) W がｸﾘｽﾀﾘﾝであるとは,等式

\dim_{K_{0}}D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(W)=[E:\mathbb{Q}_{p}]\dim(W)

を満たすことと定義する.

(2) W がde Rham であるとは,等式

\dim_{K}D_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{K}(W)=[E:\mathbb{Q}_{p}]\dim(W)

を満たすことと定義する.
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(3) W が潜在的ｸﾘｽﾀﾘﾝであるとは, K の有限次ｶﾛｱ拡大 L が存在して, W|_{G_{L}} が

ｸﾘｽﾀﾘﾝとなることと定義する.

Denition 1.5. L を K の有限次ｶﾛｱ拡大とする.有限自由 L_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r}D
が次の構造を持つとき, D をE‐ ﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ付き ( $\varphi$, \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)) 功醐群であると定

義する.

(1) D はFrobenius 半線形な同型 $\varphi$_{D}:D\rightarrow\sim D , つまり任意の a\in L_{0}, b\in E, x\in D に対

して, $\varphi$_{D}((a\otimes b)x)=( $\varphi$(a)\otimes b)$\varphi$_{D}(x) を満たす同型 $\varphi$_{D} を持つ.

(2) D_{L}:=L\otimes_{L_{0}}D は部分 L\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E ‐加群による減少ﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ \{\mathrm{F}\mathrm{i}1^{\dot{\mathrm{i}}}D_{L}\}_{i\in \mathrm{Z}} で,
十分大きな i に対して \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{i}D_{L}=0, \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{-i}D_{L}=D_{L} を満たすものを持つ.

(3) D は, $\varphi$_{D} と可換で \mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{i}D_{L} を保つ Lo\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E 半線形な \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K) ‐作用を持つ.

W を W|_{G_{L}} がｸﾘｽﾀﾘﾝとなる潜在的ｸﾘｽﾀﾘﾝE‐B‐ﾍｱとすると,自然な
単射 L\otimes_{L_{0}}D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{L}(W)\rightarrow\sim D_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{L}(W) は同型となり,これにより D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{L}(W) には E‐ﾌｨﾙﾄ

ﾚｲｼｮﾝ付き ( $\varphi$, \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)) ‐  $\gamma$\square 群の構造が入る.

Proposition 1.6. 関手 D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{L} は, W|_{G_{L}} がｸﾘｽﾀﾘﾝとなる潜在的 E ‐B‐ﾍｱ

の圏と E‐ﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ付き ( $\varphi$, \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)) ‐加群の圏との完全圏としての圏同値を

与える.

次に,B‐ﾍｱの Sen の理論について簡単に復習する.  $\chi$ :  G_{K}\rightarrow \mathbb{Z}_{p}^{\times} を p_{-}\mathrm{f} 円分指標

とし, H_{K}:=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}( $\chi$) , $\Gamma$_{K}:=G_{K}/H_{K} とし, K_{\infty}:=\displaystyle \bigcup_{n\geqq 1}K($\zeta$_{p^{n}}) とする.

E‐B‐ﾍｱ W=(W_{e}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}) に対して, D_{\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{n}}(W) を, (W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}/tW_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+})^{H_{K}} の $\Gamma$_{K} 作用で保

たれる最大の有限次 K\infty ‐ﾍｸﾄﾙ空間と定義する.Sen の \mathbb{C}_{\mathrm{p}} ‐表現の理論により, D_{\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{n}}(W)
はﾗﾝｸ \dim(W) の自由K\infty\otimes \mathbb{Q}pE‐  $\gamma$加群となる.さらに, \nabla :  D_{\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{n}}(W)\rightarrow D_{\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{n}}(W) を

\displaystyle \nabla(x):=\lim_{ $\gamma$\rightarrow 1}\frac{1}{\log $\chi$( $\gamma$)}\sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{n-1}( $\gamma$-1)^{n}}{n}(x)
と定義する (ここで極限  $\gamma$\rightarrow 1 は  $\gamma$\in$\Gamma$_{K} を  $\gamma$\neq 1 とならないように1に近づける極限

とする)と,④の特性多項式 Pw(X): =\det(X\cdot \mathrm{i}\mathrm{d}-\nabla)\in K_{\infty}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E[X] は K\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E[X]
に含まれる \dim(W) 次の多項式であることが証明できる. \mathcal{P} を K から E への埋め込み全

体の集合とし,  $\sigma$\in \mathcal{P} に対して,  $\sigma$‐成分への射影  K\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E\rightarrow E : a\otimes b\mapsto $\sigma$(a)b で定まる

Pw(X) の  $\sigma$‐成分を  P_{W, $\sigma$}(X) とする.以上の下で,重複度も込めた P_{W, $\sigma$}(X) たちの根の

集合 \{$\alpha$_{1, $\sigma$}, $\alpha$_{2, $\sigma$}, \cdots, $\alpha$_{n, $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in'P} のことを W の一般化 Hodge‐Tate 重みと定義する.

以上の定義の下で,trianguline 表現,より一般に trianguline B‐ﾍｱを次のようにし

て定義する.

Denition 1.7. ([Co08], [Na09])
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(1) W=(W_{e}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}) を n 次元 E‐B‐ﾍｱとする. W がsplit trianguline E‐B‐ﾍｱであ

るとは,部分 E‐B‐ﾍｱによるﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ

\mathcal{T}:0=W_{0}\subseteq W_{1}\subseteq W_{2}\subseteq\cdots\subseteq W_{n}=W

で任意の 1\leqq i\leqq n に対し商 E‐B‐ﾍｱ W_{i}/W_{i-1} が存在し,かつそれらが一次元に
なっているようなもの,と定義する (W のﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ \mathcal{T} のことを W の三角

化と呼ぶことにする).

(2) n 次元 E ‐表現 V がsplit trianguline であるとは, W(V) がsplit trianguline E‐B‐ﾍ

ｱとなるもの,と定義する.

(3) E‐B‐ﾍｱ W (またはE‐表現 V) がtrianguline であるとは E の有限次拡大 E' が

あり W\otimes_{E}E' (または V\otimes_{E}E' ) がsplit trianguline となるもの,と定義する.

Remark. E‐B‐ﾍｱの圏は Abel 圏ではないため,部分 E‐B‐ﾍｱ W_{1}\subseteq W_{2} に対

してその商 W_{2}/W_{1} が存在するとは限らない.E‐B‐ﾍｱとしての商 W_{2}/W_{1} が存在する

とき W_{1} は W_{2} の中で saturated であるという.

Remark. 定義により,例えば V が二次元で可約な E ‐表現ならば W(V) も当然可

約となり W(V) はsplit trianguline になる.しかし,重要な注意として,E‐表現としては
絶対既約でも trianguline 表現になるような E ‐表現は非常に多く存在する.例えば,全て
の n ‐次元準安定表現は trianguline 表現であることが証明できる.これより,例えば二次
元のｸﾘｽﾀﾘﾝ表現 V は(係数を拡大すると) W(V) が可約になるため B‐ﾍｱの圏の

中では一次元の B‐ﾍｱの拡大となる.この事実を用いて,例えば P で超特異還元を持つ \mathbb{Q}

上の楕円曲線などに対する岩 \ovalbox{\tt\small REJECT}理論的な研究にtrianguline表現の理論及び B‐ﾍｱの理論

を応用することは興味深い問題であると思われる.さらに,もう一つ重要な注意として,de
Rham 表現ではないようなtrianguline 表現も非常に多く存在し,しかも族を考える上では
de Rham ではない trianguline 表現も本質的に重要な役割を果たす.このような表現はも
はや Fontaine のP‐進周期環 (B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}, B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}, B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}) や通常の代数幾何 (ｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰ)

では捉えることのできない対象であり, P 進Galois表現論的にも興味深い新しい研究対象

であると思われる.de Rham ではない trianguline 表現の興味深い例として,有限ｽﾛｰ
ﾌを持つ過収束楕円保型形式に付随する G_{\mathbb{Q}_{p}} の二次元 P‐進Galois表現(Coleman‐Mazur
eigencurve によりﾊﾗﾒﾄﾗｲｽされる P‐進 Galois 表現) はtrianguline 表現であること

が証明されている ([\mathrm{K}\mathrm{i}03]) .

上の定義により,trianguline 表現を調べるためには,まずは一次元の E‐B‐ﾍｱを分

類すること,次いでそれらの拡大類を計算することが重要になる.
 $\delta$ :  K^{\times}\rightarrow E^{\times} を連続準同型とする. $\pi$_{K} を K の素元とする.このとき,一次元ｸﾘｽ

ﾀﾘﾝ E ‐B‐ﾍｱ

W_{0}:=(W_{0,e}, W_{0,\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+})
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を

D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(W_{0})\rightarrow\sim K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee, $\varphi$^{f}(e)= $\delta$($\pi$_{K})e,
\mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{0}(K\otimes_{K_{0}}D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}(W0)) :=K\otimes_{K_{0}}D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}} ( W0),

\mathrm{I}^{7}\mathrm{i}1^{1}(K\otimes_{K_{0}}D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}(W0)) :=0

となる唯一のものと定義する (このような W_{0} の存在と一意性は,Proposition1.6から分
かる). 次に,連続指標

\tilde{ $\delta$}_{0}:G_{K}\rightarrow E^{\times}

を局所類体論によりﾕﾆﾀﾘｰ連続準同型

$\delta$_{0}:K^{\times}\rightarrow \mathcal{O}_{E}^{\times}, $\delta$_{0}($\pi$_{K}):=1, $\delta$_{0}|_{\mathcal{O}_{K}^{\times}}:= $\delta$|_{\mathcal{O}_{K}^{\times}}

に対応する唯一のものとする. W(E(\tilde{ $\delta$}_{0})) を \tilde{ $\delta$}_{0} に対応する G_{K} の一次元 E ‐表現 E(\tilde{ $\delta$}_{0}) に

対応する一次元 E‐B‐ﾍｱとする.最後に

W( $\delta$):=W_{0}\otimes W(E(\tilde{ $\delta$}_{0}))

と定義する.このとき次の定理が成り立つ.

Theorem 1.8. ([Co08], [Na09])

(1) W( $\delta$) は素元 $\pi$_{K} の取り方によらない.

(2) 任意の一次元 E ‐B‐ ﾍｱ W に対して連続準同型  $\delta$ :  K^{\times}\rightarrow E^{\times} で W\rightarrow\sim W( $\delta$) とな

るものが唯一つ存在する.

(3)  $\delta$ :  K^{\times}\rightarrow \mathcal{O}_{E}^{\times} をﾕﾆﾀﾘｰな連続準同型とし, \tilde{ $\delta$}:G_{K}\rightarrow \mathcal{O}_{E}^{\times} を局所類体論で  $\delta$ に対

応する連続指標とすると同型  W( $\delta$)\rightarrow\sim W(E(\tilde{ $\delta$})) が成り立つ.

(4) 任意の連続準同型 $\delta$_{1}, $\delta$_{2} : K^{\times}\rightarrow E^{\times} に対して同型 W($\delta$_{1})\otimes W($\delta$_{2})\rightarrow\sim W($\delta$_{1}$\delta$_{2}) ,

W($\delta$_{1}^{-1})\rightarrow\sim W($\delta$_{1})^{\vee} が成り立つ (ここで E ‐B ‐ﾍｱ W に対してその E‐双対を W^{\vee}

と表す).

Denition 1.9. \displaystyle \{k_{ $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in'P}\in\prod_{ $\sigma$\in'P}\mathbb{Z} (ここで, \mathcal{P}:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{Q}_{p}}(K, E)=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{Q}_{p}}(K, \overline{K})(\mathbb{Q}_{p}
代数の射の集合) とする) に対して,連続準同型

\displaystyle \prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}}:K^{\times}\rightarrow E^{\times}:x\mapsto\prod_{ $\sigma$\in'P} $\sigma$(x)^{k_{ $\sigma$}}
と定める.

|N_{K/\mathbb{Q}_{p}}|:K^{\times}\rightarrow \mathbb{Q}_{p}^{\times}\rightarrow E^{\times}
をﾉﾙﾑ N_{K/\mathbb{Q}_{p}} : K^{\times}\rightarrow \mathbb{Q}_{p}^{\times} と p ‐進絶対値 |-| : \mathbb{Q}_{p}^{\times}\rightarrow E^{\times} : p\mapsto p^{-1}, a\in \mathbb{Z}_{p}^{\times}\mapsto 1 の

合成とする.
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Lemma 1.10.

(1) 任意の \displaystyle \{k_{ $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in'P}\in\prod_{ $\sigma$\in'P}\mathbb{Z} に対し,同型

 W(\displaystyle \prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}})\rightarrow\sim(\prime
が成り立つ.

(2) 同型

 W(|N_{K/\mathbb{Q}_{p}}|\displaystyle \prod_{ $\sigma$\in'P} $\sigma$)=W(E( $\chi$))
が成り立つ (ここで  $\chi$ :  G_{K}\rightarrow E^{\times} は  p-\grave{\llcorner_{-}}\mathrm{f} $\xi$ 円分指標).

次に一次元の E‐B‐ﾍｱによる拡大を調べるために E‐B‐ﾍｱに対して Galois ｺﾎ

ﾓﾛｼｰを定義する.  E ‐B‐ﾍｱ W=(W_{e}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}) に対して W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}=B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{B_{\mathrm{e}}}W_{e} と書く.

連続 G_{K} ‐加群の複体を

C^{\cdot}(W):=\{W_{e}\oplus W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\rightarrow W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\}
と定義する (ここで, W_{e}\oplus W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\rightarrow W_{\mathrm{d}\mathrm{R}} : (x, y)\mapsto x-y と定め W_{e}\oplus W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} が 0 番目, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}

が1番目の項となるように番号付ける). この複体の写像錐による連続 G_{K} ‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群のｺﾎﾓ

ﾛｼｰを

\mathrm{H}^{i}(G_{K}, W) :=\mathrm{H}^{i}(G_{K}, C^{\cdot}(W))

と表し, W のGalois ｺﾎﾓﾛｼｰと呼ぶことにする.定義により,E‐ﾍｸﾄﾙ空間の自
然な完全列

0\rightarrow \mathrm{H}^{0}(G_{K}, W)\rightarrow \mathrm{H}^{0}(G_{K}, W_{e})\oplus \mathrm{H}^{0}(G_{K}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+})\rightarrow \mathrm{H}^{0}(G_{K}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}})

\rightarrow \mathrm{H}^{1}(G_{K}, W)\rightarrow \mathrm{H}^{1}(G_{K}, W_{e})\oplus \mathrm{H}^{1}(G_{K}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+})\rightarrow\cdots
が存在する.このことと定義などから次が成り立つ.

Lemma 1.11.

(1)  G_{K} の E ‐表現 V に対して自然な同型

\mathrm{H}^{i}(G_{K}, V)\rightarrow\sim \mathrm{H}^{i}(G_{K}, W(V))

が成り立つ.

(2) \mathrm{H}^{0}(G_{K}, W)=(W_{e}\cap W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+})^{G_{K}}.

(3) E‐ﾍｸﾄﾙ空間の自然な同型

\mathrm{H}^{1}(G_{K}, W)\rightarrow\sim \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}^{1}(B_{E}, W)

が成り立つ (ここで, B_{E}:=(B_{e}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E, B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E) は自明な一次元 E‐B‐ﾍｱ,

\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}^{1}(B_{E}, W) は W の B_{E} による E ‐B ‐ﾍｱとしての拡大の同型類のなす E‐ﾍｸﾄ

ﾙ空間とする).
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このGalois ｺﾎﾓﾛｼｰに対して Euler‐Poincaré 標数公式,Tate の双対定理が成立

することがLiu ([\mathrm{L}\mathrm{i}08]) によりRobba 環上の ( $\varphi$,  $\Gamma$) ‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群を用いて示されている.

Theorem 1.12. ([Li08])

(1) \mathrm{H}^{i}(G_{K}, W) は有限次元 E‐ﾍｸﾄﾙ空間で i\neq 0 , 1, 2のとき \mathrm{H}^{i}(G_{K}, W)=0 となる.

(2) 等式

\displaystyle \sum_{i=0}^{2}(-1)^{i}\dim_{E}\mathrm{H}^{i}(G_{K}, W)=[K:\mathbb{Q}_{p}]\dim(W)
が成り立つ.

(3) 完全ﾍｱﾘﾝｸ

\mathrm{H}^{i}(G_{K}, W)\times \mathrm{H}^{2-i}(G_{K}, W^{\vee}\otimes W(E( $\chi$)))\rightarrow E

が存在する.

これらの公式を用いることで, W( $\delta$) のｺﾎﾓﾛｼｰに関する次の次元公式を得る.

Proposition 1.13.

(1)  $\delta$=\displaystyle \prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}} ( 任意の  $\sigma$\in \mathcal{P} に対し k_{ $\sigma$}\in \mathbb{Z}\leqq 0 ) のとき \mathrm{H}^{0}(G_{K}, W( $\delta$))\rightarrow\sim E , それ以

外の場合 \mathrm{H}^{0}(G_{K}, W( $\delta$))=0.

(2)  $\delta$=|N_{K/\mathbb{Q}_{p}}|\displaystyle \prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}} ( 任意の  $\sigma$\in \mathcal{P} に対し k_{ $\sigma$}\in \mathbb{Z}\geqq 1 ) のとき \mathrm{H}^{2}(G_{K}, W( $\delta$))\rightarrow\sim E,
それ以外の場合 \mathrm{H}^{2}(G_{K}, W( $\delta$))=0.

(3)  $\delta$=\displaystyle \prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}} (任意の  $\sigma$\in \mathcal{P} に対し k_{ $\sigma$}\in \mathbb{Z}\leqq 0 ) または  $\delta$=|N_{K/\mathbb{Q}_{p}}|\displaystyle \prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}} (任意
の  $\sigma$\in \mathcal{P} に対し k_{ $\sigma$}\in \mathbb{Z}\geqq 1 ) のとき \dim_{E}\mathrm{H}^{1}(G_{K}, W( $\delta$))=[K:\mathbb{Q}_{p}]+1 , それ以外の

場合 \dim_{E}\mathrm{H}^{1}(G_{K}, W( $\delta$))=[K:\mathbb{Q}_{p}] が成り立つ.

Proof. 上の定理と Lemma 1.10 (2) より,(1) が証明出来ればよい.(1) はLemma

1.10 (1) と環 B_{e}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}E がBézout 環であるという事実から従う. \square 

§2. Trianguline 表現の変形理論 ([\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{l}-\mathrm{C}\mathrm{h}09], [\mathrm{C}\mathrm{h}09], [\mathrm{N}\mathrm{a}10])

この章では,trianguline 表現の変形理論について解説する.次の章で trianguline 表

現の P ‐進的な族をﾘｼｯﾄ解析的多様体として構成するが,この多様体の局所的な構造が
trianguline 表現の変形理論によって記述出来る.ｸﾘｽﾀﾘﾝ表現の Zariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性の証

明においては,ｸﾘｽﾀﾘﾝ表現 V_{x} に対応する点 x を通るtrianguline表現の族を出来る
だけ多く見つける必要がある.これは後に見るように D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K}(V_{x}) の相対的Frobeniusの固
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有値の順序付けと対応して存在していることが分かる.このようにして一点を通る多くの

族を見つけたら,最後に最も重要なｽﾃｯﾌとして,これらの族を全部集めると変形空間
全体を張ることを示す必要がある.この最後のｽﾃｯﾌを保証するのが,本章の主定理で
ある trianguline 変形の接空間に関する定理である.以下,このような背景を頭に入れつつ,
trianguline 表現,より一般に trianguline B‐ﾍｱの変形理論について解説していきたい.

まず, C_{E} をArtin 局所環で剰余体が E となるようなもののなす圏とする (このよう
な環は自然に E ‐代数の構造が入る.射は E ‐代数としての局所射とする). ここでいう

trianguline 表現の変形理論とは,trianguline 表現を A ( \in \mathcal{C}E)‐係数の表現に変形すること
を意味する.そこで,まずは E ‐係数の場合の一般化として, A ‐係数の P ‐進Galois表現及
び A ‐係数の B‐ﾍｱを次のようにして定義する.

Denition 2.1. A\in C_{E} とする.

(1) V が G_{K} の A ‐表現であるとは V は有限自由 A ‐加群で G_{K} が連続 A ‐線形に作用し

ているものする.

(2) W:=(W_{e}, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}) がA‐B‐ﾍｱであるとは, W_{e} が有限自由 B_{e}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}A-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r} で G_{K} が

連続半線形に作用し, W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} は W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}:=B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}\otimes_{B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}}W_{e} の G_{K} ‐作用で閉じている有限自

由部分 B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}A-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r} で B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r} として W_{\mathrm{d}\mathrm{R}} を生成するものとする.

Remark. 関手 V\mapsto W(V) により, A ‐表現の圏は A‐B‐ﾍｱの圏の充満忠実な部

分圏となる. C_{E} の任意の射 A\rightarrow A'
, A‐B‐ﾍｱ W_{A} に対して W_{A}\otimes_{A}A':=(W_{e}\otimes_{A}

A', W_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{A}A') は A' ‐B‐ﾍｱになる.

Denition 2.2.

(1) V を E ‐表現とする. A ‐表現 V_{A} と E ‐表現の同型  $\psi$ :  V_{A}\otimes_{A}E\rightarrow\sim V からなる組

(V_{A},  $\psi$) を, V の A 上の変形と定義する.

(2) W をE‐B‐ﾍｱとする.A‐B‐ﾍｱ W_{A} と E ‐B‐ﾍｱの同型  $\psi$ :  W_{A}\otimes_{A}E\rightarrow\sim W か

らなる組 (W_{A},  $\psi$) を, W の A 上の変形と定義する.

(3) 二つの A 上の V の変形 (V_{A},  $\psi$) , (V_{A}', $\psi$') が同値であるとは A ‐表現としての同型

f : V_{A}\rightarrow\sim V_{A}' で \overline{f}\circ$\psi$'= $\psi$ となる  f が存在することとする (ここで \overline{f} は f\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{E} とす

る ) . A‐B‐ﾍｱの変形の同値も同様に定義する.

Denition 2.3.

(1) V を E‐表現とする. C_{E} から集合の圏 Sets への共変関手

Dv : C_{E}\rightarrow Sets : A\mapsto D_{V}(A) := {V の A 上の変形の同値類}

を V の変形関手と呼ぶ.
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(2) W をE‐B‐ﾍｱとする.共変関手

Dw: C_{E}\rightarrow Sets : A\mapsto D_{W}(A) := {W の A 上の変形の同値類}

を W の変形関手と呼ぶ.

Lemma 2.4. E ‐表現 V に対し,Dv から Dw(v) への自然な射

D_{A}(A)\rightarrow D_{W(V)}(A):(V_{A},  $\psi$)\mapsto(W(V_{A}), W( $\psi$))

は関手の同型を与える.

Proof. これは,関手 V\mapsto W(V) が充満忠実であることと,E‐B‐ﾍｱの完全列
0\rightarrow W_{1}\rightarrow W_{2}\rightarrow W_{3}\rightarrow 0 に対して W_{1}=W(V_{1}) , W_{3}=W(V_{3}) ならば,E‐表現 V_{2} で

W_{2}\rightarrow\sim W(V_{2}) となるものが存在する,という B‐ﾍｱの (より正確には Kedlaya による

Robba 環上の  $\varphi$ ‐加群のｽﾛｰﾌに関する) 一般論から従う. \square 

この補題により,Dv を考えることと D_{W(V)} を考えることは等しくなるので,以下で
はE‐B‐ﾍｱの変形 D_{W} のみを考えることにする.

まず,通常の P‐ \llcorner‐

\grave{}

f $\xi$ 表現及び法  P ‐表現の場合 ([Ma97]) と同様にして,Dw の基本的な

性質について次の命題 ([Na10]) を証明することができる.E‐B‐ﾍｱ W に対して

∨
\mathrm{a}\mathrm{d}(W):=W\otimes W^{\vee}

とし,

E[ $\epsilon$]:=E[X]/(X^{2})

と定義する.

Proposition 2.5.

(1) Dw (E[ $\epsilon$]) は自然に E‐ﾍｸﾄﾙ空間の構造を持ち,E‐ﾍｸﾄﾙ空間の自然な同型

D_{W}(E[ $\epsilon$])\rightarrow\sim \mathrm{H}^{1}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(W))

が存在する.

(2) \mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(W))=E のとき,Dw は E 上の完備 Noether 局所環で剰余体が E とな

る環 R_{W} によって (Pro‐) 表現される.

(3) \mathrm{H}^{2}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(W))=0 のとき,関手 Dw は形式的滑らかになる.

この命題の系として,特に次が得られる.

Corollary 2.6. \mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(W))=E かつ \mathrm{H}^{2}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(W))=0 のとき, D_{W} は

E 上の dw:=(\dim(W))^{2}+1 変数の形式的ﾍｷ級数環 E[[T_{1}, \cdots , T_{d_{W}}]]l によって (Pro‐)
表現される.
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次に split trianguline E‐B‐ﾍｱ W に対して, D_{W} の部分変形として trianguline 変

形関手を定義したい ([Bel‐Ch09],[Na10]). この関手及びこの関手と Dw との関係を調べ

ることが応用で最も重要になる. W をsplit trianguline E‐B‐ﾍｱで \mathcal{T}:0=W0\subseteq W_{1}\subseteq

 W2\subseteq\cdots\subseteq W_{n}=W を W の三角化とする. \{$\delta$_{i}\}_{1\leqq i\leqq n} を W_{i}/W_{i-1}\rightarrow\sim W($\delta$_{i}) となる

$\delta$_{i}:K^{\times}\rightarrow E^{\times} の組とする.一般には W の三角化 \mathcal{T} は一意に定まらないが,まずは三角
化 \mathcal{T} を一つ固定して次のようにして trianguline 変形 D_{W,\mathcal{T}} を定義する.

Denition 2.7. A\in C_{E} とする.

(1) 三つ組み (W_{A}, \mathcal{T}_{A},  $\psi$) が A 上の (W, \mathcal{T}) のtrianguline 変形であるとは, (W_{A},  $\psi$) が A

上の W の変形で \mathcal{T}_{A} :  0\subseteq W_{A,1}\subseteq W_{A,2}\subseteq  W_{A,n}=W_{A} は, W_{A} の部分 A‐B‐ﾍ

ｱによるﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝで,任意の 1\leqq i\leqq n に対し W_{A.i}/W_{A,i-1} は一次元の

A‐B‐ﾍｱとなり,  $\psi$(W_{A,i}\otimes_{A}E)=W_{i} となるもの,と定義する.

(2) A 上の (W, \mathcal{T}) のtrianguline 変形 (W_{A}, \mathcal{T}_{A},  $\psi$) , (W_{A}', \mathcal{T}_{A}', $\psi$') が同値であるとは, A ‐B‐

ﾍｱの同型 f : W_{A}\rightarrow\sim W_{A}' で,これにより (W_{A},  $\psi$) と (W_{A}', $\psi$') は W の A 上の変形

として同値となり,さらに任意の 1\leqq i\leqq n に対して f(W_{A,i})=W_{A,i}' となるものが

存在することと定義する.

Denition 2.8. C_{E} から集合の圏 Sets への共変関手

D_{W,\mathcal{T}}:C_{E}\rightarrow Sets

を

D_{W,\mathcal{T}}(A) := {A 上の (W, \mathcal{T}) のtriagnuline 変形の同値類}

と定義し,これを (W, \mathcal{T}) のtrianguline 変形関手と呼ぶ.

三角化 \mathcal{T}A を忘れることにより,関手の射

D_{W,\mathcal{T}}\rightarrow D_{W}:(W_{A}, \mathcal{T}_{A},  $\psi$)\mapsto(W_{A},  $\psi$)

が定義できる.一般には,この関手により D_{W,\mathcal{T}} はDw の部分関手にならないが次の補題

が成立する.

Lemma 2.9. (W, \mathcal{T}) が任意の 1\leqq i<j\leqq n に対して, $\delta$_{j}/$\delta$_{i}\displaystyle \neq\prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}} (任
意の  $\sigma$\in \mathcal{P} に対して k_{ $\sigma$}\in \mathbb{Z}\leqq 0 ) となるとき, D_{W,\mathcal{T}} は上の関手によりDw の部分関手と
なる.

この補題の条件の下で, D_{W,\mathcal{T}} はDw の部分関手となるが,この部分変形の基本的性
質として次の命題が得られる.

Proposition 2.10.
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(1) 任意の 1\leqq i<j\leqq n に対して $\delta$_{j}/$\delta$_{i}\displaystyle \neq\prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}} (任意の  $\sigma$\in \mathcal{P} に対して, k_{ $\sigma$}\in \mathbb{Z}\leqq 0 )
が成り立つとき(以下,この条件を (\triangleleft') と書く ), 関手の射 D_{W,\mathcal{T}}\mapsto D_{W} は相対的

に表現可能である.

(2) 任意の 1\leqq i<j\leqq n に対して $\delta$_{i}/$\delta$_{j}\displaystyle \neq|N_{K/\mathbb{Q}_{p}}|\prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}} (任意の  $\sigma$\in \mathcal{P} に対して

k_{ $\sigma$}\in \mathbb{Z}_{\geqq 1}) が成り立つとき(以下この条件を (D) と書く ), D_{W,\mathcal{T}} は形式的滑らかな

関手になる.

Remark. この命題は,Proposition 1.13を用いて W の次元に関する帰納法によっ

て証明される.

Dw の次元は \mathrm{a}\mathrm{d}(W) のｺﾎﾓﾛｼｰによって計算されたが, D_{W,\mathcal{T}} の次元は次のよ

うに定義される \mathrm{a}\mathrm{d}(W) の部分 E‐B‐ﾍｱのｺﾎﾓﾛｼｰによって計算することが出来る.

Proposition 2.11.

\mathrm{a}\mathrm{d}_{\mathcal{T}}(W) := { f\in \mathrm{a}\mathrm{d}(W)| 任意の i に対して f(W_{i})\subseteq W_{i} }

と定義する.このとき,E‐ﾍｸﾄﾙ空間の自然な同型

D_{W,\mathcal{T}}(E[ $\epsilon$])\rightarrow\sim \mathrm{H}^{1}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}_{\mathcal{T}}(W))

が存在する.

以上の系として, D_{W,\mathcal{T}} の構造に関する次の命題が得られる.

Proposition 2.12. (W, \mathcal{T}) が \mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(W))=E 及び条件 (\triangleleft') , (D) を満た

すとき,関手 D_{W,\mathcal{T}} はDw の普遍変形環 Rw のある商環 R_{W,\mathcal{T}} により (Pro‐) 表現されて,
さらに

R_{W,\mathcal{T}}\rightarrow\sim E[[X_{1}, \cdots , X_{f}W]]

と同型になる.ここで

fw :=[K:\displaystyle \mathbb{Q}_{p}]\frac{n(n+1)}{2}+1 (n は W の次元)

とする.

Proof. 存在と形式的ﾍｷ級数環と同型であることはProposition 2.10から従う.次

元は W の次元 n に関する帰納法で \mathrm{H}^{2}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}_{\mathcal{T}}(W))=0 であることと \dim(\mathrm{a}\mathrm{d}_{\mathcal{T}}(W))=
\displaystyle \frac{n(n+1)}{2} であることを示せば,あとはTheorem 1.12 (2) とProposition 2.11から従う. \square 

以上で三角化 \mathcal{T} を固定したときの D_{W,\mathcal{T}} の基本的な性質は分かつた.一般に一つ

のtrianguline B‐ﾍｱは多くの三角化を持ちそれぞれの三角化 \mathcal{T} に対して ((\triangleleft') の下で

は ) Dw の部分変形 D_{W,\mathcal{T}} が出来るが,それらがお互い Dw の中でどのような位置関係に
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あるかを調べることが応用上もっとも重要になる.このために,triangulineB‐ﾍｱの中
でも特によい性質をもつ benign B‐ﾍｱ ([Ki10],[Na10]. また [\mathrm{C}\mathrm{h}09] では ｢generic｣ い

う用語で定義されている) を定義し,benign B‐ﾍｱ W に対して D_{W,\mathcal{T}} たちの接空間の持

つ著しい性質に関する定理 ([Ch09], [Na10]) を紹介したい.

まず,benign B‐ﾍｱを定義するために,次の潜在的ｸﾘｽﾀﾘﾝB‐ﾍｱのｸﾗｽを
定義する.

Denition 2.13. n 次元 E‐B‐ﾍｱ W がcrystabeline であるとは, K のある有限

ｱｰﾍﾙ拡大 L が存在して W|_{G_{L}} がｸﾘｽﾀﾘﾝになるもの,と定義する.

以下,素元 $\pi$_{K}\in \mathcal{O}_{K} を固定し, $\pi$_{K} に付随する K のLubin‐Tate 指標を $\chi$_{LT} :

G_{K}\rightarrow \mathcal{O}_{K}^{\times} , [  $\pi$Kn]‐等分点により  K 上生成される体を K_{n} とおく.すると, $\chi$_{LT} は同型

$\chi$_{L} $\tau$:\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{n}/K)\rightarrow\sim(\mathcal{O}_{K}/$\pi$_{K}^{n}\mathcal{O}_{K})^{\times} を導く. G_{n}:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{n}/K) とおく.すると, W が

crystabeline なら,ある n が存在して W|_{G_{K_{n}}} がｸﾘｽﾀﾘﾝB‐ﾍｱとなることが分か

る.crystabeline B‐ﾍｱと trianguline B‐ﾍｱの関係について次の補題がある.

Lemma 2.14. E‐B ‐ﾍｱ W に対して,次の二条件は同値.

(1) W はcrystabeline.

(2) W はtrianguline かつ潜在的ｸﾘｽﾀﾘﾝ.

benign B‐ﾍｱは crystabeline B‐ﾍｱの良い条件を満たすｸﾗｽとして次のように

して定義される.

まず, W を n 次元の crystabeline E‐B‐ﾍｱとし, W|_{G_{K_{m}}} がｸﾘｽﾀﾘﾝになって

いるとする.さらに,

D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W) :=(B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}\otimes_{B_{\mathrm{e}}}W_{e})^{G_{K_{m}}}=K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{1}\oplus K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{2}\oplus\cdots\oplus K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{n}

で各 1\leqq i\leqq n に対して K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}}Ee_{i} は D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W) の部分 ( $\varphi$, G_{m}) ‐加群となり

$\varphi$^{f}(e_{i})=$\alpha$_{i}e_{i}, g(e_{i})=$\delta$_{i}($\chi$_{LT}(g))e_{i}

(ここで, f=[Ko : \mathbb{Q}_{p}] (Ko は K 内の \mathbb{Q}p の最大不分岐拡大), $\alpha$_{i}\in E^{\times}, $\delta$_{i} : (\mathcal{O}_{K}/$\pi$_{K}^{m}\mathcal{O}_{K})^{\times}\rightarrow
 E^{\times} はある準同型) となると仮定する (D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W) が, n 個の相異なる K 上の相対的 Frobe‐

nius 固有値を持つ場合は,係数 E を拡大することでこのような状況に帰着できる). さら

に W の一般化 Hodge ‐Tate 重みが

\{k_{1, $\sigma$}>k_{2, $\sigma$}>\cdots>k_{n, $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in'P}

であると仮定する.このとき,任意の  $\tau$\in \mathfrak{S}_{n} ( \mathfrak{S}_{n} は n ‐次対称群 \mp\grave{}\acute{} ) に対して, D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W) の

ﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ付き (  $\varphi$ , Gm)‐加群としてのﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝを

\mathcal{F}_{ $\tau$} :  0\subseteq K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(1)}\subseteq K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(1)}\oplus K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(2)}\subseteq\cdots
\subseteq K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}e_{ $\tau$(1)}\oplus K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(2)}\oplus\cdots\oplus K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(n-1)}\subseteq D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W)
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と定義する (ここで K_{m}\otimes_{K_{0}}(K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(1)}\oplus\cdots\oplus K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(i)}) には K_{m}\otimes_{K_{0}}D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W)
から誘導される Hodge ﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝを定義する). ここで,Proposition 1.6を用い

ると,任意の  $\tau$\in \mathfrak{S}_{n} に対して, W の部分 crystabeline E‐B‐ﾍｱからなる三角化

\mathcal{T}_{ $\tau$}:0\subseteq W_{ $\tau$,1}\subseteq W_{ $\tau$,2}\subseteq\cdots\subseteq W_{ $\tau$,n}=W

で,任意の 1\leqq i\leqq n に対して,ﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ付き (  $\varphi$ , Gm)‐加群として

 D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W_{ $\tau$,i})\rightarrow\sim K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(1)}\oplus\cdots\oplus K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(i)}\subseteq D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W)

となる \mathcal{T}_{ $\tau$} が唯一つ存在する.これにより W は(一般には重複があるかもしれないが) n!

個の三角化 \{\mathcal{T}_{ $\tau$}\}_{ $\tau$\in \mathfrak{S}_{n}} を持つ split trianguline E‐B‐ﾍｱとなる.

以上の状況で benign E‐B‐ﾍｱを次のように定義する.

Denition 2.15.

(1)  $\tau$\in \mathfrak{S}_{n} に対し, D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W) のﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ \mathcal{F}_{ $\tau$} がnon‐critical であるとは,任意
の 1\leqq i\leqq n に対して K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(1)}\oplus\cdots\oplus K_{0}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}Ee_{ $\tau$(i)}(\subseteq D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W)) のHodge
‐Tate 重みが \{k_{1, $\sigma$}>k_{2, $\sigma$}>\cdots>k_{i, $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in'P} であることと定義する.

(2) W がbenign (または,quasi‐benign) であるとは,任意の 1\leqq i<j\leqq n に対して,

$\alpha$_{i}\neq$\alpha$_{j},p^{f}$\alpha$_{j},p^{-f}$\alpha$_{j} であり,さらに全ての  $\tau$\in \mathfrak{S} n(または,ある  $\tau$\in \mathfrak{S}_{n} ) に対して

\mathcal{F}_{ $\tau$} がnon‐critial であるもの,と定義する.

Remark. D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{K_{m}}(W) の  $\tau$\in \mathfrak{S}_{n} により定まるﾌｨﾙﾄﾚｲｼｮﾝ \mathcal{F}_{ $\tau$} がnon‐critiacl

のとき,対応する三角化 \mathcal{T} $\tau$ において,任意の  1\leqq i\leqq n に対して同型

W_{ $\tau$,i}/W_{ $\tau$,i-1}\displaystyle \rightarrow\sim W($\delta$_{$\alpha$_{ $\tau$(i)}}$\delta$_{ $\tau$(i)}\prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$,i}})
が成り立つ (ここで,  $\alpha$\in E^{\times} に対し, $\delta$_{ $\alpha$} : K^{\times}\rightarrow E^{\times} を $\delta$_{ $\alpha$}|_{\mathcal{O}_{K}^{\times}} は自明で,  $\delta$_{ $\alpha$}($\pi$_{K})= $\alpha$
となるものと定義する). この対応より,  W がquasi‐benign で \mathcal{F}_{ $\tau$} がnon‐critical のとき

は, (W, \mathcal{T}_{ $\tau$}) はProposition 2.10の仮定 (\triangleleft') , (D) を満たすことが分かる.さらに, W

がbenign の場合は \mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(W))=E が成り立ち,任意の  $\tau$\in \mathfrak{S}_{n} に対し, (W, \mathcal{T}_{ $\tau$}) は

Proposition 2.10の全ての仮定を満たすことが証明出来,Propositon 2.12により n! 個の

相異なる Rw の商環 \{Rw,$\tau$_{\mathcal{T}}\}_{ $\tau$\in \mathfrak{S}_{n}} を持つ.

このように, W がbenign の場合は Rw は n! 個の商環 \{R_{W,\mathcal{T}_{ $\tau$}}\}_{ $\tau$\in \mathfrak{S}_{n}} を持つが,これ
らの接空間に関する次の定理がこの章の主定理である.この定理は第4章のZariski｢\ovalbox{\tt\small REJECT} 密

性の証明において本質的に重要な役割を果たす.この定理に述べられる接空間の持つ性

質は, K=\mathbb{Q}_{p} で二次元表現の場合は Colmez, Kisin の研究 ([Co08], [Ki10]) の中でも非

明示的に現れているが, K=\mathbb{Q}_{p} で高次元の表現の場合にこの性質を発見し証明したのは
Chenevier ([\mathrm{C}\mathrm{h}09]) である.
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Denition 2.16. 普遍変形環 R_{*}=R_{W}, R_{W,\mathcal{T}_{ $\tau$}} に対し,その接空間を

t_{R_{*}}:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{E}(\mathfrak{m}_{R_{*}}/\mathfrak{m}_{R_{*}}^{2}, E)

と定義する (mR､は R_{*} の極大ｲﾃｱﾙ).

W がbenign の場合は, t_{R_{W}} は n! 個の部分空間 \{t_{R_{W,\mathcal{T}_{ $\tau$}}}\}_{ $\tau$\in \mathfrak{S}_{n}} を持つ.

Theorem 2.17. ([\mathrm{C}\mathrm{h}09] , [Na10] ) W がbenign のとき,等号

\displaystyle \sum_{ $\tau$\in \mathfrak{S}_{n}}t_{R_{W,\mathcal{T}_{ $\tau$}}}=t_{R_{W}}
が成り立つ.

Remark. 証明は W の次元に関する帰納法で証明される.重要なことは異なる D_{W,\mathcal{T}_{ $\tau$}}
たちの共通部分が Dw のある自然な部分変形問題となるという事実であり,この事実を示
すときに \mathcal{T}_{ $\tau$} がnon‐critical であるという仮定が本質的に用いられる.

§3. Trianguline 表現の族 ([\mathrm{K}\mathrm{i}03] , [Na10] )

ｸﾘｽﾀﾘﾝ表現のZariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性を証明するために最も重要なことは,ｸﾘｽﾀﾘ
ﾝ表現全体を P ‐進補間するようなtrianguline 表現の P‐進的な族を構成することである.

K=\mathbb{Q}_{p} で二次元表現の場合は,Kisin([Ki03]) の(trianguline 表現の理論が定式化される

前の!) 画期的な研究により二次元 trianguline 表現の族が構成された (Colmez ([\mathrm{C}\mathrm{o}08]) も

ｱﾌｨﾉｲﾄ上の相対的なRobba環上の (  $\varphi$ , r)功醐群の理論を用いて族を構成している).
本章では Kisin の構成の一般の  P‐進体への一般化に関する結果 ([Na10])を述べ,それを用
いて Kisin の構成を少し modify させた二次元 trianguline 表現の族の構成について紹介

し,その族の様々な幾何的な性質,特に局所的な性質が前章の変形理論によって記述出来
るという定理を紹介する.

まずは,定理を述べるために必要なﾘｼｯﾄ幾何のいくつかの概念について復習する.
X を E 上分離的なﾘｼｯﾄ解析的多様体 (本稿では､ ﾘｼｯﾄ解析的多様体は Tate の

定義したものとする) とする. d を正の整数とし, M をﾗﾝｸ d の自由 \mathcal{O}X‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群で G_{K}

が連続 \mathcal{O}_{X} ‐線形に作用しているものとする (ここで, G_{K} が連続に作用するとは, X の任

意の許容的 (admissible) ｱﾌｨﾉｲﾄ開集合 U= Spm(R) に対して G_{K} が自由R‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群

 $\Gamma$(U, M) (R の直和の位相を入れる) に連続作用していることと定義する). 点 x\in X の剰

余体を E(x) (E の有限次拡大), M の x でのﾌｧｲﾊｰを M(x) と書く. M(x) は d 次元の

G_{K} の E(x) ‐表現となる.このような X 上の p-\grave{\llcorner_{-}}‐表現の族があるとSen の定理により, d

次元のﾓﾆｯｸな多項式

P_{M}(T)\in K\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathcal{O}_{X}[T]
で各点 x\in X に対して P_{M}(X) の x での還元が M(x) のSen の多項式 P_{M(x)}(T)\in K\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}
E(x)[T] となるものが存在する.分解 K\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathcal{O}x\rightarrow\sim\oplus_{ $\sigma$\in'P}\mathcal{O}xe_{ $\sigma$} : a\otimes b\mapsto( $\sigma$(a)be_{ $\sigma$}) によ
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る P_{M}(T) の  $\sigma$ ‐成分を  P_{M}(T)_{ $\sigma$} と書き,各点 x\in X に対しても同様に  $\sigma$ ‐成分を  P_{M(x)}(T)_{ $\sigma$}
と書く.ｱﾌｨﾉｲﾄ X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{m}(R) の許容的開集合 U\subseteq X がｽｷｰﾑ論的 \ovalbox{\tt\small REJECT}密であると

は \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(R) のZariski 位相に関して \ovalbox{\tt\small REJECT} 密な Zariski 開集合 V が存在して, U が V に付随す

るﾘｼｯﾄ解析的多様体になっているものと定義する.代表的な例として f\in R が非零因

子のとき,許容的開集合

X_{f}:=\{x\in \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{m}(R)|f(x)\neq 0\}

はｽｷｰﾑ論的 \ovalbox{\tt\small REJECT} 密である.任意の分離的ﾘｼｯﾄ解析的多様体 X の許容的開集合 U

がｽｷｰﾑ論的 \ovalbox{\tt\small REJECT} 密であるとは, X のｱﾌｨﾉｲﾄによる許容的被覆 \{U_{i}\}_{i\in I} があり,各
i\in I に対して U_{i}\cap U が U_{i} 内でｽｷｰﾑ論的 \ovalbox{\tt\small REJECT} 密であることとする. X 上の可逆な関

数 Y\in $\Gamma$(X, \mathcal{O}_{X}^{\times}) , R をE‐上のｱﾌｨﾉｲﾄ代数とする.このとき射 f:\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{m}(R)\rightarrow X
が \mathrm{Y}‐small であるとは, E の有限次拡大体 E' と  $\lambda$\in(R\otimes_{E}E')^{\times} で E[ $\lambda$]\subseteq R\otimes_{E}E'
が E 上有限ｴﾀｰﾙになるものが存在して Y$\lambda$^{-1}-1\in R\otimes_{E}E' が位相的べき零元

になることと定義する.典型的な例として X の点 x での局所環を \mathcal{O}_{X,x} .

極大ｲﾃｱ

ﾙを \mathfrak{m}_{x} とすると任意の n\in \mathbb{Z}\geqq 1 に対して自然な射 \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{m}(\mathcal{O}_{X,x}/\mathfrak{m}_{x}^{n})\rightarrow X はY‐small

になる (実際  $\lambda$:=Y(x)\in E(x) とすれば, E[ $\lambda$]\subseteq E(x)\subseteq \mathcal{O}_{X,x}/\mathfrak{m}_{x}^{n} となり,さらに

Y$\lambda$^{-1}-1\in \mathcal{O}_{X,x}/\mathfrak{m}_{x}^{n} は位相的べき零 (この場合はべき零) になる). L を \mathbb{Q}_{p} の有限次拡

大, M, N を L ‐Banach 空間とするとき, L 上の完備ﾃﾝｿﾙ積を  M\otimes_{L}N\wedge と表す.  B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}
に対して, B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\displaystyle \otimes_{L}M:=\lim_{\leftarrow n}(B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}/t^{n}B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+})\otimes\wedge\wedge LM( 各 B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}/t^{n}B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+} には自然に L‐Banach 空

間の構造が入る) と定義する.

以上の準備の元で,trianguline 表現の族の構成において最も重要な次の一般的な定理

を述べたい.

Theorem 3.1. ([\mathrm{K}\mathrm{i}03] , [Na10] ) X を E 上分離的なﾘｼｯﾄ解析的多様体とし, M

をﾗﾝｸ d の自由 \mathcal{O}_{X} 功醐群で G_{K} が連続 \mathcal{O}_{X} ‐線形に作用しているものとする. P_{M}(T) の

定数項は零,つまりある d-1 次多項式 Q(T)\in K\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathcal{O}_{X}[T] があり P_{M}(T)=TQ(T)
となっていると仮定する (Q(T) の  $\sigma$ ‐成分も同様に  Q(T)_{ $\sigma$}\in \mathcal{O}_{X}[T] と記す). Y\in \mathcal{O}_{X}^{\times} と

する.このとき, X のZariski 閉部分多様体 X_{fs} で次の条件 (1), (2) を満たすものが唯一

つ存在する.

(1) 任意の  $\sigma$\in \mathcal{P}, i\in \mathbb{Z}\leqq 0 に対し, X_{fs,Q(i)_{ $\sigma$}}:=\{x\in X_{fs}|Q(i)_{ $\sigma$}(x)\neq 0\} は x_{fs} 内でｽ

ｷｰﾑ論的 \ovalbox{\tt\small REJECT} 密である.

(2) 任意の Y ‐small な射 f : \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{m}(R)\rightarrow X で任意の  $\sigma$\in \mathcal{P}, i\in \mathbb{Z}\leqq 0 に対して X_{Q(i)_{ $\sigma$}} を

経由するものに対して,次の二条件は同値になる.

(i) f は x_{fs} を経由する.

(ii) 任意の R[G_{K}]-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r} の連続射  h:M^{\vee}\otimes o_{X}R\rightarrow B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}R\wedge は自然な単射

 K\otimes_{K_{0}}(B^{+}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{S}^{\wedge}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}R)^{$\varphi$^{f}=Y}\mapsto B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}R\wedge
∨を経由する (ここで,  M^{\vee} は M の \mathcal{O}_{X} ‐双対とする).
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Remark. この定理の証明では自然な射  K\otimes_{K_{0}}(B^{+}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{S}^{\wedge}}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}R)^{$\varphi$^{f}=Y}\rightarrow B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}/t^{k}B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}R\wedge
などの  R 上無限ﾗﾝｸの G_{K} の作用する R‐Banach空間の間の射の性質を調べることが最

も重要である.特に,零でない  $\lambda$\in \mathcal{O}_{E}, k>v_{K}( $\lambda$) ( v_{K} は v_{K}($\pi$_{K})=1 となる付値) となる

任意の整数,  $\sigma$\in \mathcal{P} に対して, E‐Banach空間の自然な射 ((K\otimes_{K_{0}}B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{+})\otimes_{K, $\sigma$}E)^{$\varphi$^{f}= $\lambda$}\rightarrow
 B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}/t^{k}B_{\mathrm{d}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{K, $\sigma$}E が単射で像が閉になっている,という事実が重要で,これから上の R

の場合の必要な性質が従う (E の場合に帰着するときに, Y‐smallという性質が用いられ
る ) . E の場合の証明にはFontaine のalmost \mathbb{C}_{p}‐表現の理論 ([\mathrm{B}\mathrm{e}09]) などを用いる.

なぜこの命題が trianguline 表現の族の構成で重要になるかは,例えば次のような命
題があるからである. p-\grave{\llcorner_{-}}‐表現 V に対して, D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{+}(V):=(B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{+}\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}V)^{G_{K}} と定義する.

以下,連続指標  $\delta$ :  G_{K}\rightarrow E^{\times} に対して,これから局所類体論により定まる連続準同型
 $\delta$\circ \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{C}_{K} : K^{\times}\rightarrow E^{\times} も同じ記号  $\delta$ で表すことにする.

Proposition 3.2.  M をﾗﾝｸ 2とする.このとき,任意の点 x\in X_{fs} に対して,

D_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}^{+}(M(x))^{$\varphi$^{f}=Y(x)}\neq 0 である.特に,ある \displaystyle \{k_{ $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in'P}\in\prod_{ $\sigma$\in'P}\mathbb{Z}\geqq 0 が存在して, M(x) は

三角化

0\displaystyle \rightarrow W($\delta$_{Y(x)}\prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{-k_{ $\sigma$}})\rightarrow W(M(x))\rightarrow W(\det(M(x))$\delta$_{Y(x)^{-1}}\prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}})\rightarrow 0
を持つ E(x) ‐split trianguline 表現となる.

この定理を次の状況に適応すると,求めるtrianguline表現の族を構成することがで
きる. \mathcal{O} を E の整数環, \mathrm{F} を剰余体,Co をArtin 局所環 A で剰余体が \mathrm{F} となるもののな

す圏とする.

\overline{ $\rho$}:G_{K}\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}()

を G_{K} の二次元連続表現とする (Vで対応する \mathrm{F}‐表現を表すとする). 本稿では簡単の

ため

\mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}( $\rho$))=\mathrm{F}

を満たすと仮定する.このとき,Co から集合の圏への関手

D_{\overline{ $\rho$}} :Co\rightarrow Sets : D_{\overline{ $\rho$}}(A) := { \overline{V} の A 上の変形の同値類}

と定義すれば D_{\overline{ $\rho$}} は完備 Noether \mathcal{O}‐代数で剰余体が \mathrm{F} と同型になる R_{\overline{ $\rho$}} によって (Pro) 表

現可能となる. \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) を R_{ $\rho$} に付随する E 上のﾘｼｯﾄ解析的多様体とする (これは点集合と
しては R_{ $\rho$}[p^{-1}] の極大ｲﾃｱﾙの集合と一致する). 各自然数 n に対し, R_{n}:=R_{ $\rho$}/\mathfrak{m}^{n} 上の

\overline{ $\rho$} の変形 (V_{n}, $\psi$_{n}) を自然な還元射 R_{ $\rho$}\rightarrow R_{n} で定まる同値類の代表元とし,同値を与える射
f_{n} : V_{n}\otimes_{R_{n}}R_{n-1}\rightarrow\sim V_{n-1} を取る.このとき,自然な射 V_{n}\rightarrow V_{n}\otimes_{R_{n}}R_{n-1} : x\mapsto x\otimes 1

と f_{n} の合成で定まる射 i_{n} : V_{n}\rightarrow V_{n-1} で射影系を取ることで V^{univ}:=\displaystyle \lim_{\leftarrow n}V_{n} と定義

する.これはﾗﾝｸ 2の自由 R_{ $\rho$} 功旧群で R_{ $\rho$} の \mathfrak{m} ‐進位相に関して連続な G_{K}‐作用が V_{n^{\urcorner}}^{\backslash }--達

への作用から誘導される. \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) の定義により, V^{univ} は G_{K} が連続に作用するﾗﾝｸ 2の
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有限自由 \mathcal{O}_{X( $\rho$)}-T\square \ovalbox{\tt\small REJECT}\mp^{\backslash r}\tilde{V}^{univ} を定める.すると各点 x\in \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) に対し, \tilde{V}^{univ} の x でのﾌｧ

ｲﾊｰ V_{x} は G_{K} の二次元 E(x)‐表現で,さらにある \mathcal{O}_{E(x)^{-}}1attice での還元が \overline{V}\otimes_{\mathrm{F}}\mathrm{F}(x)
と同型になる (ここで, \mathrm{F}(x) は E(x) の剰余体). 反対に, E の有限次拡大 E' に対し, E'‐表

現 V' でそれのある GK‐不変な \mathcal{O}_{E'} ‐lattice の還元が \overline{V}\otimes_{\mathrm{F}}\mathrm{F}' と同型になるものがあれば,
ある点 x\in \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) で, E' は E(x) の有限次拡大で V'\rightarrow\sim V_{X}\otimes_{E(x)}E' となるものが一意的に

存在する.次に \mathcal{W} を岩 \ovalbox{\tt\small REJECT} 代数 \mathcal{O}[[\mathcal{O}_{K}^{\times}]]l に付随する E 上のﾘｼｯ ﾄ解析的多様体とする.
\mathcal{W} は E 上のﾘｼｯﾄ解析的多様体 Y に対して群

\mathcal{W}(Y) := {  $\delta$ : \mathcal{O}_{K}^{\times}\rightarrow $\Gamma$(Y, \mathcal{O}_{Y}^{\times}) 連続準同型}

を対応させる反変群関手を表現する群多様体であり,多様体としては [K:\mathbb{Q}_{p}] ‐次元の単

位開円盤の有限個 ( \mathcal{O}_{K}^{\times} に含まれる1のﾍｷ根の個数) のdisjoint union と同型になる.

$\delta$^{univ}:\mathcal{O}_{K}^{\times}\rightarrow $\Gamma$(\mathcal{W}, \mathcal{O}_{\mathcal{W}}^{\times})

を普遍的な準同型とする (実際これは自然な射 \mathcal{O}_{K}^{\times}\rightarrow \mathcal{O}[[\mathcal{O}_{K}^{\times}]]^{\times} : a\mapsto[a] と自然な射

\mathcal{O}[[\mathcal{O}_{K}^{\times}]]\rightarrow $\Gamma$(\mathcal{W}, \mathcal{O}_{\mathcal{W}}) の合成と一致する). 素元 $\pi$_{K} を固定した下で,再び同じ記号を用
いて $\delta$^{univ}:K^{\times}\rightarrow $\Gamma$(\mathcal{W}, \mathcal{O}_{\mathcal{W}}^{\times}) を

$\delta$^{univ}|_{\mathcal{O}_{K}^{\times}}=$\delta$^{univ}, $\delta$^{univ}($\pi$_{K})=1
となる連続準同型とする.連続性の定義から局所類体論によって連続指標

\tilde{ $\delta$}^{univ}:G_{K}^{ab}\rightarrow $\Gamma$(\mathcal{W}, \mathcal{O}_{\mathcal{W}}^{\times})

で $\delta$^{univ}=\tilde{ $\delta$}^{univ}\circ \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}_{K} となるものが存在する (ここで, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}_{K} : K^{\times}\rightarrow G_{K}^{ab} は局所類体論

の相互写像とする). \mathbb{G}_{m,E}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}:=\{x\in \mathrm{A}_{E}^{1\mathrm{a}\mathrm{n}}|x\neq 0\} とする.

以上の設定の下で

X:=\mathrm{X}( $\rho$)\times E\mathcal{W}\times E\mathbb{G}_{m,E}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}
とし,各成分への射影を

p_{1}:X\rightarrow \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) , p_{2}:X\rightarrow \mathcal{W}, p_{3}:X\rightarrow \mathbb{G}_{m,E}^{\mathrm{a}\mathrm{n}}

と書く. \tilde{V}^{univ} の X への引き戻しを

M:=p_{1}^{*}\tilde{V}^{univ}

と書き, \tilde{ $\delta$}^{univ} の X への引き戻しを

\tilde{ $\delta$}:G_{K}^{ab}\rightarrow $\Gamma$(X, \mathcal{O}_{X}^{\times})

と書き, M の \tilde{ $\delta$}^{-1} による捻りを M(\tilde{ $\delta$}^{-1}) と書く. \mathbb{G}_{m,E}^{\mathrm{a}\mathrm{n}} の自然なﾊﾗﾒｰﾀを Y と書き,
それの X への引き戻しも再び Y と書く.

P(T)\in K\otimes_{\mathbb{Q}_{p}}\mathcal{O}_{X}
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を M(\tilde{ $\delta$}^{-1}) のSen 多項式とし,各  $\sigma$\in \mathcal{P} 成分を

P(T)_{ $\sigma$}:=T^{2}+a_{ $\sigma$}T+b_{ $\sigma$}\in \mathcal{O}_{X}[T]

と書く.

X_{0}:= { x\in X|b_{ $\sigma$}(x)=0 任意の  $\sigma$\in \mathcal{P} }

で定まる X のZariski 閉部分多様体 (つまり, \{b_{ $\sigma$}\}_{ $\sigma$} で生成されるｲﾃｱﾙにより定まる

閉部分多様体) とする.以上の状況で,Theorem 3.1をXo, 及び M(\tilde{ $\delta$}^{-1}) , Y(の Xo への制

限 ) に対して適応すると次の定理が得られる.

Theorem 3 \cdot 3. ([\mathrm{K}\mathrm{i}03] , [Na10] ) Theorem 3.1を組 (X_{0}, M(\tilde{ $\delta$}^{-1}), Y) に適応して得

られる X_{fs}\subseteq X_{0} を \mathcal{E}(\overline{ $\rho$}) とおくと次の性質が成り立つ.

(1) 任意の点 x=(V_{x}, $\delta$_{x}, $\lambda$_{x})\in \mathcal{E}(\overline{ $\rho$}) に対して V_{x} はsplit trianguline E(x)‐表現で,さら
にある \displaystyle \{k_{ $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in'P}\in\prod_{ $\sigma$\in'P}\mathbb{Z}\geqq 0 が存在して, $\delta$_{1}=$\delta$_{X}$\delta$_{$\lambda$_{X}}\displaystyle \prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{-k_{ $\sigma$}} とおくと V_{x} は三

角化

0\rightarrow W($\delta$_{1})\rightarrow W(V_{x})\rightarrow W(\det(V_{x})$\delta$_{1}^{-1})\rightarrow 0

を持つ.

(2) 逆に x=(V_{x}, $\delta$_{x}, $\lambda$_{x})\in X_{0} で V_{x} がsplit trianguline E(x)‐表現で三角化 \mathcal{T}

0\rightarrow W($\delta$_{x}$\delta$_{$\lambda$_{x}})\rightarrow W(V_{x})\rightarrow W(\det(V_{x})$\delta$_{x}^{-1}$\delta$_{$\lambda$_{x}}^{-1})\rightarrow 0

を持ち,さらに次の条件 (i), (ii) のいずれかを満たすとき, x\in \mathcal{E}( $\rho$) となる.

(i) W(V_{X}($\delta$_{x}^{-1})) の一般化 Hodge‐Tate 重み \{0, k_{ $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in}\prime p が任意の  $\sigma$\in \mathcal{P} に対して

k_{ $\sigma$}\not\in \mathbb{Z}\leqq 0 を満たすとき.

(ii) W(V_{x}) がquasi‐benign で三角化 \mathcal{T} がnon‐critical であるとき.

(3) (2) の条件 (i) または (ii) の下でさらに \mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(V_{x}))=E(x) のとき,(このとき
trianguline 変形関手 D_{W(V_{x}),\mathcal{T}} は R_{W(V_{x}),\mathcal{T}} により表現可能であるが) 自然な E(x)
上の局所環の同型

\hat{\mathcal{O}}_{\mathcal{E}(\overline{ $\rho$}),x}\rightarrow\sim R_{W(V_{x}),\mathcal{T}}
が存在する.特に, \mathcal{E}( $\rho$) はこれらの点のある近傍では滑らかで,さらに E 上の次元が

3[K:\mathbb{Q}_{p}]+1 となる.

次に, \mathcal{E}(\overline{ $\rho$}) から \mathcal{W}\times E\mathcal{W} への射を

\mathrm{E} \rightarrow \mathrm{W} \times \mathrm{W}
\mathrm{x}

 7\rightarrow \det(| $\pi$ : \mathcal{E}(\overline{ $\rho$})\rightarrow \mathcal{W}\times E\mathcal{W} : x:=(V_{x}, $\delta$_{x}, $\lambda$_{x})\mapsto($\delta$_{x}, \det(V_{x})|_{\mathcal{O}_{K}^{\times}}/$\delta$_{x})

と定義する.この射に関して次が成り立つ.
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Proposition 3.4.

(1) x\in \mathcal{E}( $\rho$) がTheorem 3.3.(2) の条件 (i) または (ii) を満たすとき,  $\pi$ は  x の近傍で滑
らか.

(2) (ii) のときはさらに,(y:= $\pi$(x) とおくと) E(x) ‐代数の自然な同型 \hat{\mathcal{O}}_{$\pi$^{-1}(y),x}\rightarrow\sim R_{V_{x}}^{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}
が存在する (ここで, R_{V_{x}}^{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}} は V_{x} の普遍 (潜在的)ｸﾘｽﾀﾘﾝ変形環).

§4. 応用:二次元ｸﾘｽﾀﾘﾝ表現の Zariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性 ( [\mathrm{C}\mathrm{o}08] , [Ki10], [Na10])

最後に,以上の理論の一つの応用として二次元ｸﾘｽﾀﾘﾝ表現が \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) の中でZariski

\ovalbox{\tt\small REJECT} 密に含まれているという定理を証明したい. \overline{ $\rho$}:G_{K}\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}() を二次元の \mathrm{F}‐表現とす

る.本稿では簡単のため \mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}(\overline{ $\rho$}))=\mathrm{F} を満たすと仮定し, R_{ $\rho$} を \overline{ $\rho$} のCo 上の変形の

普遍変形環, \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) を R_{\overline{ $\rho$}} に付随する E 上のﾘｼｯﾄ解析的多様体とする. \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) の部分集

合を

\mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g},\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}}:=\{x\in \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})|V_{x} はｸﾘｽﾀﾘﾝ表現で Hodge‐Tate 重み \{k_{1, $\sigma$}, k_{2, $\sigma$}\}_{ $\sigma$\in'P}
は k_{1, $\sigma$}\neq k_{2, $\sigma$} (任意の  $\sigma$\in \mathcal{P} ) を満たす},

X (\overline{ $\rho$})_{b} := { x\in \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})|V_{x} はｸﾘｽﾀﾘﾝかつ,係数を拡大するとbenign となる}

と定義する.定理を述べるためにﾘｼｯ ﾄ幾何の用語をいくつか定義する.

Denition 4.1. ﾘｼｯﾄ解析的多様体 X の部分集合 Z が X の中で Zariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密

(Zariski dense) であるとは, X のZariski 閉部分多様体 Y が Z を含めば X_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}}\subseteq Y となる

こと,と定義する.

Denition 4.2. (Coleman) ﾘｼｯﾄ解析的多様体 X が既約 (irreducible) である

とは, X のZariski 閉部分多様体 Y が X の空でないある許容的開集合 U を含めば Y=X

となること,と定義する.

Example 4.3. \mathcal{W} の部分集合 \displaystyle \mathcal{W}_{0}:=\{\prod_{ $\sigma$\in'P}$\sigma$^{k_{ $\sigma$}}|k_{ $\sigma$}\in \mathbb{Z}( 任意の  $\sigma$\in \mathcal{P})\} は \mathcal{W}

の中で Zariski ｢\ovalbox{\tt\small REJECT} 密.

Example 4.4. 開多重円盤 D^{n}:=\{(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})|x_{i}\in \mathcal{O}_{\overline{\mathbb{Q}}_{p}}|x_{i}|<1\} は既約.

まず,部分集合 \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g},\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}} とX (\overline{ $\rho$})_{b} について次の命題を証明することができる.

Proposition 4 \cdot 5. 任意の点  x\in \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g},\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}} のX (\overline{ $\rho$}) 内での任意の近傍 U に対し

て U\cap \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{b} は空集合ではない.

この命題は,Kisin のｸﾘｽﾀﾘﾝ変形の普遍変形環 ([\mathrm{K}\mathrm{i}08]) , 及び Beger‐Colmez の

P ‐進表現の族 (特にｸﾘｽﾀﾘﾝ表現の族) の理論 ([Be‐Co08]) を用いて対応するﾌｨﾙ

ﾄﾚｲｼｮﾝ付き  $\varphi$ ‐加群の族を調べることで証明する.

次の2定理が本稿の主定理である.
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Theorem 4.6. \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g},\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}} は空集合でないとする (このとき,上の Proposition
4.5より \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{b} も空ではない). Z を \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{b} の \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) 内での Zariski 閉包とする.このとき,
Z は \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) の既約成分のﾕﾆｵﾝになる.

以下の条件の下では､ より強く次の定理を証明することができる.

Theorem 4.7. ([Co08], [Ki10] K=\mathbb{Q}_{p} の場合,[Na10] K :一般の場合) 次を満た

すと仮定する.

(0) \mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}( $\rho$))=\mathrm{F}.

(1) \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g},\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}} は空集合ではない.

(2) \mathrm{H}^{0}(G_{K}, \mathrm{a}\mathrm{d}( $\rho$)^{0}( $\omega$))=0.

(ここで, \mathrm{a}\mathrm{d}( $\rho$)^{0}:=\{f\in \mathrm{a}\mathrm{d}( $\rho$)|\mathrm{t}\mathrm{r}(f)=0\},  $\omega$ :  G_{K}^{ab}\rightarrow \mathrm{F}^{\times} は法 P 円分指標とする.)

このとき,X (\overline{ $\rho$})_{b} は \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) の中で Zariski ｢\ovalbox{\tt\small REJECT} 密となる.

これらの定理は次のようにして証明する.まず,次の命題が証明で重要となる.

Proposition 4.8. x=(V_{x}, $\delta$_{x}, $\lambda$_{x})\in \mathcal{E}(\overline{ $\rho$}) をTheorem 3.3(2) の(ii) を満たし V_{x}

はｸﾘｽﾀﾘﾝである点とする. \mathcal{E}(\overline{ $\rho$})_{b}:=\{(V_{y}, $\delta$_{y}, $\lambda$_{y})\in \mathcal{E}(\overline{ $\rho$})|V_{y} はｸﾘｽﾀﾘﾝかつ

benign }とする.このとき, x の任意の開近傍 U に対して, U に含まれる十分小さい x の

開近傍 V で, V\cap \mathcal{E}( $\rho$)_{b} が V の中で Zariski l\ovalbox{\tt\small REJECT} 密になるようなものが存在する.

この命題は,Proporition 3.4の射  $\pi$ : \mathcal{E}(\overline{ $\rho$})\rightarrow \mathcal{W}\times E\mathcal{W} の性質と Example 4.3の性質

を用いて証明される.詳細はここでは省略するが,単なるｸﾘｽﾀﾘﾝ表現の \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性では

なく benign な点の \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性を示すところが, K=\mathbb{Q}_{p} の場合には現れなかつた新しい所で,
[Be‐Co08] の結果を用いるなどして \mathcal{E}( $\rho$) のより精密な構造を調べる必要がある.

主定理は次のようにして証明される.

Proof. (Theorem 4.6の証明のｽｹｯﾁ) Z を \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{b} の \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) 内での Zariski 閉包 (つ

まり, \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{b} を含む X (\overline{ $\rho$}) の最小の Zariski 閉部分空間) とし,Zo を Z の任意の既約成分と

する.まず, \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) の任意の既約成分の次元は 4[K:\mathbb{Q}_{p}]+1 であることが分かるので,Zo の

次元が 4[K:\mathbb{Q}_{p}]+1 であることを証明すればよい. Y_{0}:=p_{1}^{-1}(Z_{0})\subseteq \mathcal{E}(\overline{ $\rho$}) とする. Z_{0} の滑

らかでない点は Zo の真 Zariski 閉部分多様体なので, Z の定義より点 x\in \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{b} で x がZo

の滑らかな点となるようなものが存在する.このときbenign 表現の定義により,Theorem
3. 3(2) の(ii) を満たす相異なる二点 x_{1}, x_{2}\in \mathcal{E}( $\rho$) で p_{1}(x_{1})=p_{1}(x_{2})=x となるものが

存在する. t_{Z_{0},x} をZo の x での接空間などと記すことにすると, i=1
, 2に対して接空間

の間の射 t_{Y_{0},x_{i}}\rightarrow t_{Z_{0},x}\mapsto t_{\mathrm{X}( $\rho$),x} と t_{Y_{0},x_{i}}\mapsto t_{\mathcal{E}( $\rho$),x_{i}}\rightarrow t_{\mathrm{X}( $\rho$),x} が存在する.このとき,
Theorem 3. 3(3) と上の Proposition 4.8より同型 t_{Y_{0},x_{i}}=t_{\mathcal{E}( $\rho$)}, x_{i} が成り立つ.これらより,
射 \displaystyle \sum_{i=1}^{2}t_{\mathcal{E}(\overline{ $\rho$}),x_{i}}\rightarrow t_{Z_{0},x}\mapsto t_{\mathrm{X}( $\rho$),x} を得る.ここで,Theorem 2.17とTheorem 3. 3(3) を
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用いると,等号 t_{Z_{0},x}=t_{\mathrm{X}( $\rho$),x} を得る.よって, \dim_{E}t_{Z_{0}}, x=\dim_{E}t_{\mathrm{x}( $\rho$)}, x=4[K :\mathbb{Q}_{p}]+1
となり, x は Z_{0} の滑らかな点であつたので, Z_{0} の次元は 4[K:\mathbb{Q}_{p}]+1 であることが分か

る. \square 

Proof. (Theorem 4 \cdot 7の証明のｽｹｯﾁ) $\mu$_{p^{n}}:=\mathcal{O}_{K,p-\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}^{\times} を \mathcal{O}_{K}^{\times} に含まれる1のP‐
べき根全体の集合とし, $\zeta$_{p^{n}} を1の原始 P^{n}‐乗根とする.任意の  $\zeta$\in$\mu$_{p^{n}} に対し, \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{ $\zeta$}:=
\{x\in \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})|\det(V_{x})(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}_{K}($\zeta$_{p^{n}}))= $\zeta$\} と定義する.このとき, \displaystyle \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})=\prod_{ $\zeta$\in$\mu$_{p^{n}}}\mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{ $\zeta$} となり,
さらに仮定 (2) の下では各 \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{ $\zeta$} は 4[K:\mathbb{Q}_{p}]+1 次元の単位開円盤と同型になることが

証明できる.よって,Example 4 \cdot 4より \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{ $\zeta$} は既約であり,仮定 (1) とTheorem 4.6に

より,ある  $\zeta$\in$\mu$_{p^{n}} で \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{ $\zeta$}\subseteq Z となるものが存在する.このとき,(p\neq 2 の場合は) 適

当なｸﾘｽﾀﾘﾝ指標で \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{ $\zeta$} に含まれる表現をひねると,任意の \mathrm{X}(\overline{ $\rho$})_{$\zeta$'} に移すことが

出来るので, Z=\mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) となる (p=2 の場合は,指標の捻りでは既約成分の全体の半分に
しか移す事ができないので,もう少し議論が必要になる).

\square 

Remark. Theorem 4 \cdot 7の仮定に関して,(0) は普遍変形環  R_{ $\rho$} が存在するための仮

定であり,本稿の記述の単純化のためだけの便宜的な仮定である.そうでない場合は枠付
き変形環を用いれば同様の主定理が証明できる.(1) に関しては, \overline{ $\rho$} が絶対既約の場合には

いつでも成り立つことが証明でき, \overline{ $\rho$} が可約な場合も多くの場合は成り立つことが証明で

きる.(1)は(高次元の場合でも) 任意の場合に成り立つことが期待されるので,今後考え
ていきたい.(2) も多くの場合に成り立つ仮定だが,成り立たない例も存在する.(2) が成

り立たない場合にも Theorem 4.7の主張は正しいと筆者は期待している.これも (高次元
の場合も含めて) 今後考えていきたい.

Remark. \mathrm{X}(\overline{ $\rho$}) 全体での Zariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性の他に, \det( $\rho$) の持ち上げを固定した部分

変形空間内でのｸﾘｽﾀﾘﾝ表現のZariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性も同様にして証明することができる.

Remark. K=\mathbb{Q}_{p} の場合の Theorem 4 \cdot 7は,Colmez, Kisin らによる \mathrm{G}\mathrm{L}()
の P ‐進局所 Langlands  $\lambda$\perp対応の一連の研究の中で証明され,彼らの一連の研究の中でい
くつもの本質的に重要な役割を果たしている.実際に,Colmez ([\mathrm{C}\mathrm{o}10]) による \mathrm{G}\mathrm{L}()
のP‐進 Langlands 対応の構成 ((  $\varphi$ ,

 $\Gamma$ )‐  $\gamma$\square \ovalbox{\tt\small REJECT}群から \mathrm{G}\mathrm{L}() の表現への関手の構成) でも,
Theorem 4 \cdot 7を用いないで関手を構成する方法は現在までに知られていない様に思われ

る.対応が一対一であることを証明するときにもTheorem4 \cdot 7は本質的に用いられてい
る ([\mathrm{K}\mathrm{i}10] , [Pa10] ) . さらにP‐進局所ﾗﾝｸﾗﾝｽ対応の整数論への応用として,Emerton
による \mathrm{G}\mathrm{L}_{2,\mathbb{Q}} の p ‐進局所 Langlands 対応と大域 Langlands 対応の両立性の研究において

も,Theorem 4 \cdot 7は重要な局面で用いられているようである ([Em10]).

Remark. 本稿では,二次元表現の場合に trianguline 表現の族を構成し,二次元ｸ
ﾘｽﾀﾘﾝ表現の Zariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性を証明したが,最近筆者と Chenevier によって,高次元の
場合に trianguline 表現の族を構成し,任意次元のｸﾘｽﾀﾘﾝ表現の Zariski \ovalbox{\tt\small REJECT} 密性を証

明することができた.
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Remark. 本稿で述べた様々な理論の応用に関して,まずは \mathcal{E}( $\rho$) 及びそれらの構成で

用いた理論を用いて,総実体の四元数体的Hilbert保型形式からなるeigenvariety (Buzzard,
山上) 上の Galois 表現の族を研究してみたいと思っている.まずは,Coleman‐Mazur の

eigencurve の場合に証明されているさまざまな定理 (例えばKisin による過収束 P 進保型

形式に付随する Galois 表現に関する Fontaine‐Mazur 予想関連の定理 ([\mathrm{K}\mathrm{i}03]) , または保

型的な Galois 表現の Zariski \mathfrak{f}｢*\mathrm{J} 密性に関する Gouvea‐Mazur 型の定理 ([Ch09]) など) が

一般の場合にどのくらい成り立つかをまずは研究してみたいと思っている (が未定である).
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