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STIFFNESS-DAMPING IDENTIFICATION OF BUILDINGS  
USING LIMITED EARTHQUAKE RECORDS AND ARX MODEL 
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Tomohiro MAEDA, Shinta YOSHITOMI and Izuru TAKEWAKI 

In this paper, a stiffness-damping identification method for a building structure is proposed when the building is subjected to
earthquake ground motion.  The difficulty arising in the limit manipulation in the previous method is overcome by introducing an ARX 
model.  The weakness of small SN ratio in the low frequency range is avoided by using the ARX model and introducing new constraints 
on the ARX parameters.  The validity of the proposed method is examined through numerical examples using simulated data and 
actually recorded data.   
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��� 22.0 15.4 0.0858 
�� [kg] �� [N/mm] ���� [Ns/mm]

� �  4 ��������

��

��

�

�

�

� � �� �� ����
��
��
��
��
�
�
��
�
�
�
��
�

�������� �

�

���

����

����

����

����

����

����

� �� �� �� �� ��

Fo
ur

ie
r a

m
pl

itu
de

 [m
m

/s
]

�������������������������

� � � �������� � � � � �����������

� � ����

���
���
���
��
�
�
��
��
��

� � � � � ����
��
��
��
��
�
�
��
�
�
�
��
�

�������� �

�

��

��

��

��

��

� �� �� �� �� ��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�
��
��
�

�������������������������

� � � � �������� � � ��������������

� � �����������������

��
����

�
���

�
���

�
���

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
�����

��������������������������

�
�
��
�
�

�

��
����

�
���

�
���

�
���

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
�����

��������������������������

�
�
��
�
�

� 1 �� � � � � � � � � � � � 2 �

��
����

�
���

�
���

�
���

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
�����

��������������������������

�
�
��
�
�

�

��
����

�
���

�
���

�
���

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
�����

��������������������������

�
�
��
�
�

� 3 �� � � � � � � � � � � � 4 �

� �  ARX �����������������

��

��

��

�

�

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
�����

��������������������������

��
��

�
�

�

��

��

��

�

�

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
�����

��������������������������

��
��

�
�

� 1 �� � � � � � � � � � � � 2 �

��

��

��

�

�

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
�����

��������������������������

��
��

�
�

�

��

��

��

�

�

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
�����

��������������������������

��
��

�
�

� 3 �� � � � � � � � � � � � 4 �

� ���ARX ������������������
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���� ���������������

� ARX ���������������������������

( )a bn n� ������������������ ( )a bn n� ����

���������������� a bn n n� � ���(44)�����

����� Fit ������ 2n����������

� � � �2 2

1 1

ˆFit = 1 ( ) ( ) ( ) 100 [%]
d dN N

k k
y k y k y k y

� �

� �� �� �� �� � � �� �� �� �� �� �
� � (44)

��� dN �������� ( )y k ������������ ˆ( )y k
������ ARX ����������������� y ���

����������������� 9 �����������

ARX ����������������������������

�������������������������������

����������������������� 10 ������

����������� 50 �������������������

������������������������� 250 ���

�������������� 300 ��������������

�����������������������������

ARX ����������������������������

������������������������������

���� ARX ������������������������

������������������������������

��������������������� 100 �������

������������������������������

������������������������������

�������������������

� �����������������������������

������������������������������

������������������������������

������������������������������

9 �����������������������������

�����������������������������

� (35)���������������������������

�����������������������������

�����������������(36)�����������

������������������������������

�����������������������������

���� �����

����(35)���������������ARX ������

������������������������������

����������� ARX �����������������

���� 23)�� 10 ����������������������

��������������� 100%������������

�

��

��

��

��

���

���

� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

����
�����
�����

�
�

�
��
��
��
�

����� �

�

��

��

��

��

���

���

� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

����
�����
�����

�
�

�
��
��
��
�

�����

����� 1 ��� � � � � � ����� 4 ��

� � ������������

10 �����������������������������

������������������������������

������������������������������

�������������� 4 ������������ 30 ��

����������������������� 150 �����

������������������������������

������������������������ 5 �����

���������������������� 400 ����

������ARX ������������(35)�������

�������������������������������

������������������������������

������������ 11 ���������� ARX ����

�����������(14)���������(12)�������

����������������� 1�2�3 �� 400�� 4 ��

150����(12)�����������������������

������������������������(30)����

�������������������������������

������������� 0�� ���������������

������������������������������

������������������������������

������������������� 0 ����������

� 0�� ���������������������(30)���

���������������������

�

��

��

��

��

���

���

� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

������
����

�
�

�
��

�
�

�
��
�

����� �

�

��

��

��

��

���

���

� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

������
����

�
�

�
��

�
�

�
��
�

�����

� 1 �� � � � � � � � � � � � � 2 �

�

��

��

��

��

���

���

� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

������
����

�
�

�
��

�
�

�
��
�

����� �

�

��

��

��

��

���

���

� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

������
����

�
�

�
��

�
�

�
��
�

�����

� 3 �� � � � � � � � � � � � � 4 �

� �� ���������������������

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

�

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

� 1 �� � � � � � � � � � � � 2 �

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

�

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

� 3 �� � � � � � � � � � � � 4 �

� ��  ARX �����������������
�
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�����������������������������

��� 0�� ����������������� 11 ������

������������������������������

���������������������������� � �

�������������������������������

���� ��������

�������������������� 12 ��������

������ 300 ����������������������

�������������������������������

���������������������������� 4 ��

������������������������������

������������������������������

������������

� � 12 ���������������������������

����������� 1 �� 49.4%�� 2 �� 15.0%�� 3 ��

4.9%�� 4 ���� 0%���������� 4.3 ��������

������������������������������

�����������

���� ���������������������

�����������������������������

�������������� RMS ��������������

������������������ RMS �����������

������ 15%� 50%��������������� 13�14

�������� 15%� 50%������������� 4 ���

���������������������������� 15 �

15%����������������������������

����������������������� 1 � 330�� 2

� 280�� 3 � 210�� 4 � 140 ����� 16 � 50%������

������������������������������

��������������� 1 � 300�� 2 � 270�� 3 � 220�

� 4 � 150 �������������������������

������������������������������

�����������������������������

� 2 ���������������������������

�
� ������������������������������

� � � �� � � �� � � �� � � �

�����[N/mm] 37.6(+0.2%) 33.5(+2.1%) 25.0(+0.8%) 15.6(+1.1%)
�

�

�

�

�

�

�

� � �� �� ��

����������
��������
�����

��������������������������

��
��
�
�

�

�

�

�

�

�

�

� � �� �� ��

����������
��������
�����

��������������������������

��
��
�
�

� 1 �� � � � � � � � � � � � � 2 �

�

�

�

�

�

�

� � �� �� ��

����������
��������
�����

��������������������������

��
��
�
�

�

�

�

�

�

�

�

� � �� �� ��

����������
��������
�����

��������������������������

��
��
�
�

� 3 �� � � � � � � � � � � � � 4 �
� ��� ARX �����������������

��������������������� 2.1%��������

15%������-2.8%�50%������-8.5%���������

��������������������������
�

���
���
���
��
�
�
��
��
��

� � � � � ����
�
��
�
��
��
�
��
��

�
��

�
�

�������� � � �

�

��

��

��

��

��

� �� �� �� �� ��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�
��
��
�

������������������������� �
   ������������� ��������������

� ��  15%�������������������������
�

���
���
���
��
�
�
��
��
��

� � � � � ����
�
��
�
��
��
�
��
��

�
��

�
�

�������� � � �

�

��

��

��

��

��

� �� �� �� �� ��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�
��
��
�

������������������������� �
   ������������� ��������������

� ��  50%�������������������������
�

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

�

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

� 1 �� � � � � � � � � � � � 2 �

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

�

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

� 3 �� � � � � � � � � � � � 4 �

� ��  ARX ������������������15%����
�

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

�

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

� 1 �� � � � � � � � � � � � 2 �

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

�

�

��

��

��

��

��

� � �� �� ��

����������
���
���

��������������������������

�
�
��
�
�

� 3 �� � � � � � � � � � � � 4 �

� ��  ARX ������������������50%����
�

� �� �����������������������������

� 1 � � 2 � � 3 �� � 4 ��

���[N/mm] 37.5 32.8 24.9� 15.4�
������ 0� 37.6(+0.2%) 33.5(+2.1%) 25.0(+0.2%) 15.6(+1.1%)
������ 15� 36.5(-2.8%) 32.1(-2.1%) 24.8(-0.6%) 15.2(-1.4%)
������ 50� 34.3(-8.5%) 31.6(-3.6%) 24.4(-2.0%) 14.6(-5.0%)

�
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��� ������������

���� ��������������

������� 17 � 1 �������������������

������������������� 2mm ���������

������������������� 500Hz �� 10s �����

���������������������� 18�19 �����

����������ARX ������������ 70���

���� 36 �����������������������

8.19N/mm����4.4%��0.078Ns/mm���+4.4%������

���� ��������������

� �������� 20 ������ 4 �������������

������������������������������

������������������������������

������������������������������

�� 10)���������������������������

���������������� 2 �������������

�����������������������������

������������������������������

����������� 17 � 1 ����������������

������������������������������

�����������������������

� ���������������� 5mm �����������

������������������������������

������������� 500Hz �� 10s ������ 21 ���

����������������������� 22 ������

��� 4 ��������������������������

�������

��������������� 11 �������������

��� 23 ��������������������������

����� 1 � 360�� 2 � 290�� 3 � 240�� 4 � 260 ����

150

17
0

���

���

����

���

����
m�=�13.68�[kg]
k�=�8.57�[N/mm]
c�=�0.0747�[Ns/mm]

�������

� ��  1 ����������

��

��

�

�

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
��������

��������������������������

�
��
�
�

�

��

��

�

�

�

� �� �� �� �� ��

����������
�����
��������

��������������������������

��
��

�

��� � � � � � � � � � � � ��

� ��  ARX ���������������

�

�

��

��

��

� �� �� �� �� ��

����������
�����
����

��������������������������

�
�
��
�

�

�

�

�

�

�

��

� �� �� �� �� ��

����������
�����
���������

��������������������������

��
��
�

��� � � � � � � � � � � � ��

� ��� ARX ���������������

������������������ 0�� ��������

�������������� 3 ���������������

���������
�

��� ������������������

3 �����������������������������

������������������������������

������������������������� RC ���

��� 17)���������������� 17 ��������

14 �����������������������������

������������������������������

�

����

����

���

���

1

1 1

22.0 [kg]
36.5 , 0.0322

m
k c
�
� �

150

2

2 2

28.4
33.5 , 0.0322

m
k c
�
� �

3

3 3

22.0
25.4 , 0.0322

m
k c
�

� �

4

4 4

22.0
14.1 , 0.0322

m
k c
�
� �

���

[N/mm]

�������

[Ns/mm]

����

����

���

���

1

1 1

22.0 [kg]
36.5 , 0.0322

m
k c
�
� �

150

2

2 2

28.4
33.5 , 0.0322

m
k c
�
� �

3

3 3

22.0
25.4 , 0.0322

m
k c
�

� �

4

4 4

22.0
14.1 , 0.0322

m
k c
�
� �

���

[N/mm]

�������

[Ns/mm]

� ��  4 ����������

�����
�����
�����
�����

�
����
����
����
����

�� �� �� ����
�
��
�
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��
�
��
��

�
��

�
�

�������� �

�

�����

�����

�����

�����

�����

�������

� �� �� �� �� ���

Fo
ur

ie
r a

m
pl

itu
de

 [m
m

/s
]
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�����[N/mm] 36.1(-1.2%) 33.3(-0.6%) 24.8(-2.5%) 13.4(-5.1%)
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��� 24�25 ������������ NS ����������
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��������

(4)  ������������������ ARX ��������

����������������������������

����������������������������

����������������������������

�����������������������������

�����������������������������

���������������������������

��

�

�

� �� �� �� �� �� ��

��������

��
�
�
��
��
��
�
�
��
�
�
�
��
�

����

���

��

�

�

��

� �� �� �� �� �� ��

��
��

��
��
��
�
��
��
�
��

� �

��������

����

� �� ���������(1997.3.16 ���)

���

���

�

��

��

� �� �� �� �� ��

��������

��
��

��
��
��
�
��
��
�
��

� �

����

��

�

�

� �� �� �� �� ��

��������

�
�
�
��
�
��
��
�
�
��
�
�
��

� �

����

� �� ���������(1999.2.12 ���)

��

��

�

�

�

� � � � � ��

����������
�����
���������

��������������������������

�
��
�
�

�

��

��

�

�

�

� � � � � ��

����������
�����
���������

��������������������������

��
��

�
��� � � � � � � � � � � � ��

� �� ����(1997.3.16 ���)

��

��

�

�

�

� � � � � ��

����������
�����
���������

��������������������������

�
��
�
�

�

��

��

�

�

�

� � � � � ��

����������
�����
���������

��������������������������

��
��

�

��� � � � � � � � � � � � ��

� �� ����(1999.2.12 ���)

�

��

��

��

��

���

� � � � � ��

����������
�����
����

��������������������������

�
��
��

�

�

��

��

��

��

��

� � � � � ��

����������
�����
���������

��������������������������

��
��
�

��� � � � � � � � � � � � ��

� �� ����(1997.3.16 ���)

�

��

��

��

��

���

� � � � � ��

����������
�����
����

��������������������������

�
��
��

�

�

��

��

��

��

��

� � � � � ��

����������
�����
���������

��������������������������

��
��
�

��� � � � � � � � � � � � ��

� �� ����(1999.2.12 ���)



－ 1423 － 9

(5) ����������������������������

����������������������������

����������������������������

������������������

�����������������������������

������������������������������

������������������������������

������������

��

� ���������� 18�19 ���������������

��������� 21�22 ������������������

�� B���������������������������

������������������������������

�������

����������� ��� ��� 22)�

� k ������ ( )y � ���� ( )u � ���� ( )w � ����������ARX
�������������

1

1

( ) ( 1) ( )

( 1) ( ) ( )
a

b

n a

n b

y k a y k a y k n

b u k b u k n w k

� � � � �

� � � � � �

�

�
 (A1) 

�

����������� ����� ��� ��������

�������� q �����������(A2)�������

( ) B( ) A( )G q q q�  (A2) 
1

1A( ) 1 a

a

n
nq a q a q��� � � ��  (A3) 

1
1B( ) b

b

n
nq b q b q��� � ��  (A4) 

Z �������������(A5)�������(A2)�� q �������

����(A6)��������� � ������������������

�������� 0T ������������� a bn n n� � ����

0i Tq e ��  (A5) 

0 0

0 0

i i
1

i i
1

( )
1

T n T
n

T n T
n

b e b eG
a e a e

� �

� ��
� �

� �
� �

�
� � �

�
�

 (A6) 

�

����������� ��� ������������

��������� � �������� ( )k� �(A7)�(A8)�������

������ ( 1)k� ��������������������� k ����

�����(A9)��������

1 1a b

T
n na a b b� ��� �� � �  (A7) 

� �1( ) ( 1) ( ) ( ) T
a bk y k y k n u u k n� � � � � �� � �  (A8) 

ˆ( ; ) ( )Ty k k�� � �  (A9) 

(A9)�������ARX ������������������

ˆ, ( ) ( ; ) ( ) ( )Tk y k y k y k k� � �� � � �� � � �  (A10) 
�

����������� ������������������

��������� � �������������(A11)��������

���������������������������

2

1

1( ) ;
d

d

N

N
k

J k
N

� �
�

� � ���  (A11) 

��� � ���������������������������

�R� f  (A12) 

���

� �� �1 (1) (2) ( ) TT
d

d
N

N
� �R � � � � � ��  (A13) 

� �� �1 (1) (2) ( ) TT
d

d
y y y N

N
� �f � y y �  (A14) 

��� dN ������������������������������

��(A15)�������

1ˆ ��� R f  (A15)

�

�����
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(5) 応答データにノイズを付加した数値例題を通じて，本手法によ
りノイズの影響を低減した同定が可能であることを示した．ま
た，模型実験の実測データ及び実建物における観測記録に本手
法を適用し，その精度を明らかにした．

本手法では，剛性と粘性減衰を同定することが可能である．しか
しながら，剛性の同定精度に比べて減衰の同定精度はモデルにより
異なり安定していない．また，履歴減衰を考慮した同定手法につい
ては今後の課題としたい．
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Appendix 1 ARX モデル 22) 
 k を離散時間， ( )y ⋅ を出力， ( )u ⋅ を入力， ( )w ⋅ を白色雑音とすると，ARX
モデルは次式で表現できる．

1

1

( ) ( 1) ( )

( 1) ( ) ( )
a

b

n a

n b

y k a y k a y k n

b u k b u k n w k

+ − + + −

= − + + − +

�

�
 (A1) 

 
Appendix 2 伝達関数の ARX パラメター表現 
シフトオペレータ q の関数として伝達関数は(A2)式で表される．

( ) B( ) A( )G q q q=  (A2) 
1

1A( ) 1 a

a

n
nq a q a q−−= + + +�  (A3) 

1
1B( ) b

b

n
nq b q b q−−= + +�  (A4) 

Z 変換とフーリエ変換の関係は(A5)式で与えられ，(A2)式の q を変数とする伝
達関数は(A6)式のように円振動数 ω を変数とする伝達関数に書き換えること
ができる．ここで 0T はサンプリング周期を表し， a bn n n= = とする．

0i Tq e ω=  (A5) 

0 0

0 0

i i
1

i i
1

( )
1

T n T
n

T n T
n

b e b eG
a e a e

ω ω

ω ωω
− −

− −
+ +

=
+ + +

�
�

 (A6) 

 
Appendix 3 ARX モデルにおける予測誤差 
パラメターベクトル � とデータベクトル ( )k� を(A7)，(A8)式によって定義

すると，時刻 ( 1)k − までに測定された入出力データに基づいた時刻 k での出力
の予測値は(A9)式で表現される．

1 1a b

T
n na a b b� �= � �� � �  (A7) 

[ ]1( ) ( 1) ( ) ( ) T
a bk y k y k n u u k n= − − − − −� � �  (A8) 

ˆ( ; ) ( )Ty k k=� � �  (A9) 

(A9)式を用いると，ARXモデルの予測誤差は次式で表現できる．
ˆ, ( ) ( ; ) ( ) ( )Tk y k y k y k kε ( )= − = −� � � �  (A10) 

 
Appendix 4 パラメターベクトルの最小二乗推定値 
パラメターベクトル � を推定するための評価関数を(A11)式のように定める

と，パラメター推定問題に対して最小二乗法が適用できる．

2

1

1( ) ;
d

d

N

N
k

J k
N

ε θ
=

= ( )��  (A11) 

この時 � の推定問題は次の線形連立方程式を解くことに帰着される．

=R� f  (A12) 

ここで

[ ]( )1 (1) (2) ( ) TT
d

d
N

N
= =R � � � � � ��  (A13) 

[ ]( )1 (1) (2) ( ) TT
d

d
y y y N

N
= =f � y y �  (A14) 

よって dN 対の入出力データの測定値に基づく未知パラメターの最小二乗推定
値は(A15)式で表される．

1ˆ −=� R f  (A15)

�

�����
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