
Institute of Systems, Control and Information Engineers

NII-Electronic Library Service

工nstitute 　of 　Systems ，　Control 　and 　工nformation 　Engineers

196 シス テ ム ／制御／情報．vol．55 ，　No ．5，　 pp．196−203 ，2011

「1flllllI「1」1亅　le1111FIII　「1「II　II［「IFII［1E［E　I　IEIIし1［［11「11し［し411111　し1し1し［1　11し1し1しEIIIi　し1L；191E［し［しEl「1［亅ILIし11　1［1　LiLIIIレleしLIL　ltllLLト　tlトIllL　1　　1トIll1　1　ilト1；L　旨11ト1　1　llLllLIト1　旨1111［1ト1iト1　111511i　1L　511111　h｝hlトIIヨT　】1TilL1　1T〕1ヨト1111Liblililli「旨iト「1ト11　ト】11tlヨ1ヨ11】t】1111tlli1i11「11　E1　1「1」11

鰯攤灘韻覊驫羅響鱗攤盤 灘灘驢灘 難羈鵝騨轤韈 　 解 説

数式処理 を用い た非線形 制御 系の 解析 ・ 設計

藤本 健治＊

1EILiljl］11「11　1il11　11）11Llil11111　1】1］1tTl1　1illll1「11「1「II］［lflll11　ildl」EIFIIII］ト11「11　1111」」1」1」］「1II　IF1「I　lllll　l卩111　EIFII「4PI「d　l「1」［1EI　I」lil1［1「Ilil亅IIEIil「1［1」lll亅　IFIFIIIII」　1「ILI」1ヨIII「1FI」1］1｝lrl［lel「I　lllll　lFI卩I　I」1」I　IIIFI　I　1亅FII」1「IFII　III［1　ト1ト」lt「亅EI　II「1」el」lff1EI」「1「亅IFIlll1亅11　1EI　1」1亅1」　1　IllI1亅1

1．　 は じめに

　線形シ ス テ ム の 制御理論が 整備 され る と と もに
， 制御

系の 解析
・
設計を行 うた め の ソ フ トウ ェ ア も進歩 して きた ．

行列を扱える数値計算 ソ フ 1・ウ ェ ア MATLAB ／Simulink

を用 い れば，線形制御則 の 設 計や非線形の 制御対象 を含

めた シ ミ ュ レーシ ョ ン な ど，制御系 の 解析 ・設計 に 関す

る 実用的 な 操作 を容易 に 実行す る こ とが で きる ．こ れ に

比 べ て 非線形制御系の 解析
・
設計 に つ い て は，学術 的 に

は多 くの 手法 が 提案され て い る が，そ れ らを実用的 に実

行す る ため の ソ フ トウ ェ ア は整備 され て い る とは い えな

い 状況で あ る．非線形制御系の 解析 ・
設計を行うた め に

は，関数 の 微分
・
積分 な どの 操作 が 必要 で あり， 線形制

御 の 場合 と は 異な り Maple ，　Ma 七hema 七ica．，　Maxima な

ど の 数式処理 ソ フ トウ エ ア が 必要 と な る．本稿で は，そ

a）
一・

例 と して Maple を と りあげ，実際 の 解析
・
設計 に

必要なツ
ー

ル とそ の 使 い 方を紹介す る ．

　現代制御に お い て安定性 や 制御性 能の 評価は，行列 の

演算 と固有値 や 行列 の た か だ か 2 次 の 方程式 に よ っ て 記

述 さ れ て い た ，そ の た め，行列 と固有値を扱 える数値計

算 ソ フ トウ ェ ア が 重要な役割を は た して い る．一方，非

線形制御 に お い て は 安定性 を保証す る の は リア プ ノ ブ 関

数で あ り，可 制御性 な ど を調べ る に は 微 分 幾何 の 道具を

用 い る 必 要 が あ る．こ れ ら の 道具 は微 分 方程式 お よ び 偏

微分方程式 で 記述 され る た め，微積分 が 扱 え る数式処理

の ソ フ トウ ェ ア が重要 と なる．残念 なが ら， MATLAB
の よ うに 制御系の 解析 ・設計に特化 した コ マ ン ド群 は 用

意され て い な い が，非線形制御 にお い て 必要 な典型的な

操作 に つ い て は，十分 な数の コ マ ン ドが用意 され て い る ．

また C
，
Fortran

，
　MATLAB と い っ た他の ソ フ トウ ェ ア

と の 連携 もしや すい もの と な っ て い る，

　 本稿 で はい くつ かの 典型的な非線形制御系の 解析 ・設

計問題 を例 に とっ て ，プロ グ ラ ム の 例文 を交 えなが らそ

の 使 い 方 を紹介 し たい ．制御系 の 性能 の 解析問題 は 微

分操作 の み で実行 で きる もの が 多く，非常 に 簡単 に 実行

で き る が，補償器設 計 問 題 は積 分 操 作 （偏 微分 方程式 の

求解 も含 む ） が 必要なもの が 多 く，多少 の テ ク ニ ッ ク を

要す る ，と くに設計問題 と して は，実装が 比較的容易な

＊
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フ ィ
ードバ ッ ク 線形化と，問題 の 記述 が一般的で 多くの

問題 に 適用 で きる 最適制御の 二 つ の 手法 に焦点 を しぼ っ

て，解説を行 う．

2． Maple に で きる こ と

　制御系の 設計・
解析に お い て 広 く用 い られて い る ソ フ ト

ウ ェ ア は
， 行列 の 数値計算 を行 える MATLAB

，
　Scilab

，

Octave な どで あ る．こ れ ら と比 べ た Maple
，
　Mathe −

matica な ど の 数 式処 理 ソ フ ト ウ ェ ア の 大 きな利点 の

一
つ は シ ン ボ リ ッ ク演算が で きる こ とで あ る．た とえ

ば f（x ）＝sil）M の x に 関す る 微分 df／dx ＝ cosx や積分

ff（x）dx ＝ − cosm の 演算が 可能で あり，こ れ らの 操作を

必要 とす る問題 に は非常 に 有用 で あ る．以 下 で は Maple

の 操作 の 基本 と扱 え る 微分 ・積分演算を簡単 に ま とめ て

お く．

　 2．1　 操作の 基本

　Maple を使 い こ なすうえで
， まず知 っ て お く必要があ

るの はヘ ル プブ ラ ウ ザで あ る．こ の ヘ ル プは例題が 充実

して い る た め ，初め て 使用す る コ マ ン ドは 一
度ヘ ル プ を

確認す る と よ い ．ま た文末 に コ ロ ン 「：」をつ ける と出力

は表示せ ず，文末 に セ ミ コ ロ ン 「；」をつ け る と出力 を表

示する （Maple 最新版で は何 もつ けな くて もこ の 動作）．

本稿の サ ン プ ル プ ロ グ ラム に お い て も，紙面 の 都合 に よ

り重要 で な い 部分 は コ V ン を つ けて い る．

　 また Maple の コ マ ン ドは 複数 の パ ッ ケ
ージ に 分かれ

て い る．た と えばパ ッ ケージ 名 「Package 」 に含ま れ る

「Function 」 とい う関数 を使 い た い 場合 に は
，

以 下 の 2

通 りの 方法がある．

　 ●　Package ［Function ］（引数）；

　 ● with （Package ）；

　　 Function （引数 ）；

非線形制御 に お い て よ く用 い られ る パ ッ ケ
ージ は，

LinearAlgebra 　（線形代 数） ，
VectorCalculus 　（ベ

ク トル 解析），
　DEtoels （微分方程式），PDEtools （偏

微分 方 程式） ，
DifferentialGeometry 　（微分幾何）な

どで あ る．

　 ま た Maple を使 っ て，制御系の 設 計解析に必要な演

算 を 行 っ た あ と に ，計算結果 を他 の ソ フ トウ ェ ア に 移

し た い こ と が よ くあ る ．た と えば設計 は Maple を用

い て 行 うが
， 数値 シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン や 実機 へ の 実装 は
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MATLAB
，
　C ，　Fortran な ど を用 い て 行 い た い と い う場

合 で あ る．こ れ ら ソ フ トウ ェ ア に お い て は，数式が そ れ

ぞれ 違 っ た フ ォ
ーマ ッ トで 記述され て お り， 同 じ 関数で

も違 う表現 に な っ て い る の が普通 で あ る．Maple 上 の 関

数は，CodeGeneratio 皿 とい うパ ッ ケ
ー

ジを使うと各種

ソ フ トウ ェ ア に 適 し た 形 で 書 き出す こ とが 可能で あ る ．

た と え ば
，
以下 の コ マ ン ドで ，Maple の arcsin （x ） と

い う関数を MATLAB の 表現 asin （x ）に改め て 出力し

て い る．

驪 懣韈韆韈灘蠶靉難難鑞
cg ＝asin （x ）i

　2．2　 微分

　非線形制御 にお い て もっ と もよ く使う演算は微分操作

で あ る．た と えば，もっ と も簡単な ス カ ラ 関数の （偏）

微分 ∂sin （遭耀 、M2 ）／eXl の 演算｝ま以 下 の よ うに 行う．

一 灘 驪蠶讖覊靉蠶蠶韈鑞灘1
c ・ ・（・ 12 ＋ m1 ・＝ 2）（2・x1 ＋ x2 ）

　ま た VectorCalculus パ ッ ケ
ージ を用 い る と，多変

数関数 F ：Rn 　一 　R
’
「n

の 偏微分が可能 で あ る ．以 下 で は

関 数 F の ヤ コ ビ 行列 を 求め て い る．

［伽 ＠・・ 議 、）］

［：
’

覊i 諞］
　2．3　積分

　積分 と は微分 と逆 の 演算 で あ り，微分方程式を解 く手続

きで もあ る ．た と えば，ス カ ラ関数 cos （xl ＋ Xlx2 ）（2Xl

＋ x2 ）の Xl に 関 す る 不 定 積 分 を求 め る操作 は以 下 の よ

うに書 ける．

懸 靉覊籬韈蠶覊覊韈韆難1
■

・i・ゆ 12 ＋ xl ・＝ 2）

　 ス カ ラ の 場合 とは 異 な り，多変数関数 の 積分 は い つ も

可能と い うわ けで は な い ．た とえ ば，関数 ！：Rn ．
→ R の

微分方程式

諤一9（m）
・

（1）

芻一 芻
T

　　　　　 （・）

が成立す る と きの み で ある．こ の よ うに多変数の 「積分」

の 問 題 は通常 「偏微分方程式」と して 表現 され，かつ 常

に 可解 か どうか わ か らない ．非線形制御に現れ る多 くの

問 題 は こ の よ うな積分問題 で あ る ．た と えば
， （1）式 に

お い て

・・
’
・ ）一（

頑
2xlx2 ）’

一 ・T − ¢⇒
の 場合 に ノを 求め る 問題 は

，
以 下 の よ うに書け る．2 行

目で （2）式 を確認 し，3 行目で 解 ノを導出 して い る ．な

お ，出 力結果 の 一C1 は積分定数で あ る．

醒灘欟攤
　　［∴：劃
｛f（x ・1・・）一・22・・＋ −C ・｝

3．　非線形制御 と微分積分

　非線形制御に お い て微分積分の 演算は な くて は な ら

な い ツ
ー

ル で あ る．そ の 典型的 な 使 い 方 を例題を用 い て

紹介す る ．本稿 で は 制御対象 と し て つ ぎの よ うな 入 力 に

ア フ ァ イ ン な （入力に関 して 1次式の ）状態方程式 を考

え る．

dm
　 ＝F （x ，u ）；ノ＠）＋ 9（x ）itdt （3）

こ こ で，状 態 m （t）∈ Rn
，
入 力 u （t）∈ Rm で あ る．非線

形制御 で は
， 状態推定 は 未解決 の 問題 の

一
つ で あ る の で，

本稿 で は 状態 x が観測 で きる もの とす る．

　3．1　 物理 シ ス テ ム の モ デ ル 化 と偏微分

　典型的 な非線形 の 制御対象 の
一つ に ロ ボ ッ トを含むメ

カ トロ ニ クス 系があ る ，こ れ らの系は停留条件な どの偏

微分 を用 い て 運動方程式が記述 さ れ る た め，Maple な ど

の ツ
ー

ル が直接役に 立 つ ．た と えば Lagrange の 運動方

程式

　　d ∂L （9，の
T

∂L（q，の
T

　 　
　

　　　　　　　　　
　

　　　　　　　　　
＝u

　　dt　 ∂ 　々　　 ∂q

や電気 回路 を表す Bra跡on −Moser 方程式 ［11

　　　　　　　∂P ＠）
T

　 Q ＠）th・・＝
一

　　　　　　　　　　 ＋ 9＠）u
　 　 　 　 　 　 　 ∂x

を満 た す 関数 ノが 存在す る の は
，

一39一
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な どは，Maple の 微分機能を使 っ て直接状態方程式を導

け る，ロ ボ ッ トなどは式が とて も複雑に な り，手計算で

は 不 可 能 に 近 い 計算量の 操作 を ソ フ トウ ェ ア に代行させ

る こ とが で きる ．

　また得られ た状態方程式 （3）を平衡点 x ＝
　 xo ，　u ＝Uo

（0 ； f（XD ，
Uo ）を満た す点）の ま わ りで 近似線形化

d　 　 ∂F　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂F
諺

＝
孫

伽 、。瞳 、

針
厩

，圃 調 ，。 、

撹 （4）

　 　 　 一 　　　一
　 　 　 　 　 　 A 　　　　　　　　 　　　　　 β

す る 際 に も，Maple な ど を用 い れ ば，物理 パ ラ メ
ータの

変数を その ま ま含ん だ A
，
B 行列 が簡単 に 計算 で きる．

こ こ で XFe　x − ：ro ，
　ti　fuu − Uo は 平衡点か ら の 変位 で あ

る．た とえば 2状 態 1 入力の 系に対 し て A
，
B 行列 の

計算は以 下 の よ うに 書け る ．こ こで subs お よ び evalf

は，それ ぞれ代入 と浮動小数点 に よ る 評価 を行 う命令 で

ある．

圓
［0．1．］

3．2　 微分幾何 と偏微分

線形シ ス テ ム （4）の 可制御性 は可制御性行列

M
、

：；（B ，AB ，

・・
，
An

− IB
）

が フ ル ラ ン ク か否か で 判別 で きる，非線形制御 に おい て

も，こ れ と同様の 局所的 な可 制御性 （可到達性）は，微

分幾何 の 演算を 用 い て 調 べ る こ とが で きる，具体的に は

以 下 の 分布 （状態 毋 に 依存 した 部分空間） の ラ ン ク が 最

大 の n に一致する か どうか で判別で きる ［2β］．

煕 ・一… n ｛・（・ ）．，・d
・9（・），

…
7・・7

”’

g（・）｝
な お，こ の ad の 演算は リ

ー
（か っ こ ）積 と よ ば れ

， 局

所座標系 で は次式 で定義 され る．

［f，・1・一芻卜 霧・

・d参
＋19

・一［f，・dSgl
・d39 ・：＝9

また，ベ ク ト ル 場 廊＝f（x ）に 沿 っ た ，x の 関数 di（x ）の

た 階の 時 間 微分 は ，

嘉φ＠）一 聯 ）

の よ うに リ
ー

微分 功φ を用い て 計算す る こ とが で き る．

その 定義 は つ ぎで 与 え ら れ る．

・1＋1
φ（m ）・一 券（・｝・）ル ）

　L，φ（x
−
）：＝φ（x ）

な お こ れ らの 演算は，DifferentialGeometry パ ッ ケ
ー

ジ の 中に LieBracket ，LieDerivative として コ マ ン ド

が用意 されて い る ほか，手続き型関数を用 い て つ ぎの よ

うに 自分専用 の コ マ ン ド と し て 定義す る こ と もで き る ，

驪

　　〔1十 tall（＝ 2）
2
）u

　 　 　 ces （＝ 2）

　 こ の 例 で は，1〜9 行 目で リ
ー

微分 を計算す る MyL と

い う関数を定義 して ，最後の 行 で 実際 に L伽 1 を計算 し

て い る．こ の よ うに，可 制御性な どの 性能 の 解析 は 微分

演算が 主体 で あり， 数式処理 ソ フ トウ ェ ア をそ の まま用

い る こ とが で きる．

　 3．3　 リア プノ フ 関数 と偏微分方程式

　古典制御で は ラ プ ラス 変換と複素関数論，現代制御で

は 線形代数 と多変数の 1 次 もし くは 2次方程式が 重要 な

役割を果 た して い る ．非線形制御 で こ れ に代 わ る ツ
ー

ル

は 偏微 分 方 程 式 で ある．こ こ で は 典型的 な非線形制御 に

おける 問題 を偏微分方程式 の 形 を もと に 分類 して み よう．

　 こ こ で は制御対象 として （3）式の 状態方程式 を考え る．

こ の系を状態 フ ィ
ー

ドバ ッ ク

TL ＝ 砲 ）

で 漸近安定化す る 問題 は，フ ィ
ードバ ッ ク系

dx

蕊
＝f（・ ）＋ 9（ψ ＠）

（5）

（6）

に対 して
，

リ ア プ ノ フ 関数 y （x ）を見つ け る 問題 で あ る．

リア プ ノ ブ 関数 と は，そ れ 自身正 定 関数 す な わ ち

v ・・ ）｛；1躑
を満 たす関数 （y ｝−O と書 く）で あ り，そ の 時間微分 γ

は負定関数 （一ウ が 正 定関数で あ りセーく0 と書 く）と な

る もの で あ る．リア プ ノ ブ 関数 を見 つ け る こ とが で きれ

ば，制御系 （3）は漸近安定 で あ る こ とが わ か る．こ の 豆

を書 き下 す と，
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．　 ∂vvr

万
（∫＠）＋9 ＠随 ））

と なり，
X 「

（x ）：＝ − V （x ）と お くと

器（f（x ）＋ 9（髄 ＠））一
一w （・ ）　 　 （・）

を満 た す V （x ），
W （x ）， k（x ）で

，　 V，　W ｝ O と な る もの

を求 め る 問題 と な る ．こ れ は 1 階 の 偏微分 を含む 未知

関数に 関する 2 次 （双 1次）の 方程式で あり，非線形系

の 安定化 ブ イ
ー

ドバ ッ ク設計問題 （以下 「安定化問題」

と よ ぶ ）の 多 くは こ の ように 1 階 2 次 の 偏微分方程式

とな る ．な お，状態 フ ィ
ードバ ッ ク k（x ）が与えられ て

い る と きに フ ィ ードバ ッ ク系 （6）の 安定性 を調 べ る 問題

（以 下，「安定性解析問題」 と よぶ ）は
， 未知関数 V （x ），

W （m ）に 関す る 1 階 1次の 偏微分方程式 とな る．た とえ

ば，閉ル
ー

プ系が th＝− sinh （x ）と な る ス カ ラ系に 対 し

て W （x ）； x2 と選 ん で リ ア プ ノ フ 関数 V （x ）を求 め て

み よ う．コ マ ン ド dsolve は，ス カ ラ 変 数 の 微分 方程式

を解 い て くれ る．

V （x ）＝皿
21n

（1 − o
＝
）十 2rpolylog （2，e

＝
）
− 2polylo9 （3，em ）

一
毋

21n

（1＋ の
一2・ P ・ 1yl・ 9（2，一の ＋2P ・lyl・ 9 （3厂 ・

詔
）＋ 一σ1

　 こ の よ うに 非線形制御 の 問題 の 多 くは 1 階 の 偏微分方

程式 とな り， 安定性解析問題 は 1次 ， 安定化問題 は 2 次

とな る こ とが多 い ．1次は 比 較的容易に解け る が ，2 次

は難 し い 問題 で あ る．

　3．4 　 テ イ ラ ー展開を用 い た近似解法

　前節 3．3 で 述べ た よ うに非線形制御系 の 設計問題 の ほ

とん どは偏微分方程式 を解 く問題 とな る，まれ に解析解

が 見 つ か る場合 もあ る が
， 多 くの 場合 は解析 的 に解 くこ

と が で きず ， 近似解法 を用 い る こ と に な る．近似解法の

うち，も っ ともポ ピ ュ ラーな方法 は テ イ ラー展開を用 い

る方法である．求め るべ き未知関数 φ：Rn → R を

φ（x ）一 Σ ・k 、，．、．，講
1 …・・媛

・

　 　 　 kh ．．．
tinn

の ように Xi に 関す る多項式 で 展開 し， その 係数 c覚，．．．」
を 求め る方法 で ある．この φ を解 きた い 偏微分方程式 に

代入 し，偏微分方程式全体をテ イ ラー展開
・係数比 較す

る こ とで ，問題 は係数 Ci，．．．，ゴ に 関す る代数方程式に変換

さ れ る．偏微分 の 方程式 が 未知パ ラ メ
ー

タ φ に 関す る p

次式で あ る場合 に は
， 対応す る代数方程式 も係数 c活，＿、j

に 関す る p 次式 に な る．したが っ て，た とえば p ＝・1 で

ある 場合 に は 1次 の 代数方程式 とな り非常に容易 に解く

こ とが で きる が ，p ≧2 の 場合 に は 解 くの に工 夫が 必要

と な る ．た とえば 3．3 で 扱 っ た リ ァ プノ ブ 関数を用 い た

安定化問題 （7）な どの よ うに，未知パ ラ メ ータ に 関 して

双線形な場合 に は，片方を固定 して 交互 に求解し て い く

方法が よ く用 い られ る．

　前節 3．3 と 同 じ例題 をテ イ ラ
ー
展開を用 い て 解 い て み

よう．解 V の 候補 と して テ イ ラ
ー
展開の 4次 まで の 関数

V4　・＝　CIX 十 C2 ×
2
十 C3 ×

3
十 C4 ×

4 を考え ，
こ れ を W ＝X2

，

k＝0 と と もに リア プ ノ ブ 方程式 （7）に代入 し て係数

c1，＿，c4 を求 め よ う．コ マ ン ド rntayl 。 r
，
　match は そ れ

ぞ れ，指定次数以 下 の テ イ ラ
ー

展開と係数比較 を行 っ て

くれ る命令で あ る．

攤
講

舞

鑞糊戀、
灘

讖
鑞
鑞

　
霧霹
　

　

　

　

　

謬
讐

難

鑛
．

甑研
鑿

靆
鍵

講

臼　匸

驚

 　
購

　
驪

繕

護

　

甲
構
鯣

｛c ・　・・　・・　・ 2＝　；i　c3 − ・，… 4 − 一翡｝
　 こ こ まで で テ イ ラ

ー
展 開 をも とに し た手法を説明 した

が ，同様 に 既知 の 基 底関数 Vk（x ），
　k ；1

，
2

，
＿ の 線形 和

と して 近似解を求 め る 方法 も提案 され て い る．こ の 手法

は
一

般 に はガラ
ー

キ ン 近似 の
一

種 で あ り， 分布定数系 の

モ デ ル 化などの分野 で広く研究され て い る．テ イラー展

開 を用 い た 近似解法は ，こ の 基底 晦 ＠）と し て x の 要

素 の 単項式 を選 ん だ 場合 と考えられ る ．

　基底関数展開 や テ イ ラー
展開 を もと に 近似 を行 っ た場

合 に は
， 得 られ た 近似 解 の 正定性 な ど の 性質 を事前 に

保証す る こ とが で きない ．こ の点を改善する の が SoS

（Sum 　of 　Squares）［4］と よ ばれ る手法で あ る．そ の ア イ

デ ア は以 下 の と お り．基底関数 の 組 を並べ た ベ ク トル

ψ（x
’
）：＝（ψ1（x ），

．．．
，ψN （x ））

T

を作 り，こ の ベ ク トル ψ＠）の 2 次形式と して 解を表現

す る．

φ（x ）≡ ψ＠）
TPzb

（x ），　pT ＝P ∈ RN × N

こ の よ うに パ ラ メ ータ を対 称行列 P で 表現 す る こ と

で
， 関数 φ の 正 定性 とパ ラ メ

ー
タ 行列 P の 正 定性が等

価 とな る．解 きた い 問題 をこ の行列 P の LMI （Linear

Matrbdnequality）な ど の半正定値行列 の 最適化問題 に

変換 で き れ ば，効率 よ く正 定関数 の 偏微分方程式を解 く

こ とが で きる．

4．　 フ ィ
ー

ドバ ッ ク線形化

　前章の 3．3 で 述 べ た よ うに，非線形制御系の 設計問題

の多くは 1階 2次の 偏微分方程式 とな り，一
般 に は解 くこ

とが 困難で あ る．ま た 3．4 で 紹介 した テ イ ラー
展開 な ど

の 近 似解法 を用 い て も，代数の 2 次方程式 とな り，や は

り簡単 に は解 くこ とが で きない ．こ の 章 で は ，設計問題

が 1 階の 偏微分方程式 と な り非線形制御手法 の 中 で は 比
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較的容易 に 実装 で き る フ ィ
ー

ドバ ッ ク線形化手法 ［2，
5

，
3］

を紹介する．

　4ユ 　 入 出力線形化

　入出力線形化 と は
， （3）式 の よ うな非線形系に対 して，

出力信号 〃＝ 奴勾 が与えられ て い る と きに，フ ィ
ー

ド

バ ッ ク入力変換 ’
tt ； α （x ）＋，3（x）E を用 い て ，新 しい 入

出力 ttト吻 の 挙動が線形 シ ス テ ム と な る よ うにす る手法

で あ る ．こ うす る こ とで ，出 力信号
’
y は 制御入 力 itを

使 っ て 線形の 制御則 で 制御す る こ と が可能 に な る．

　 い ま y の 高階 の 時間微分を計算 して い っ て，は じめて

入力 u の 影響が現 れ る微分 の 階数を ρ とす る，こ の ρ

を相対次数とよぶ，この 条件を iJ　一微分 を使 っ て 表す と，

／」　＝・L．广＋gtih＠）；L
！ん（x ）＋ Lgん（m ）u

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝0

シ＝Llfh（x ）＋ L
，
1・fhCm）1！

　 　 　 　 　 　 一

　 　 　 　 　 　 　 　 ＝0

ilFp’1）− L皇
一1

嗣 ＋ L
，
Lef

− 2h

（珈
　 　 　 　 　 　 　 　 　 一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝：o

　zノ（ρ）＝ L多h（x ）
一トLgL望

『1h
（x ）u

　 　 　 　 　 　 　 　 −

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ≠0

（8）

この 条件 を満 た す と き，
上 式 の 最後 の 行 （8）よ り，フ ィ

ー

ドバ ッ ク入力変換

　　　　L宰h＠）　　　 1
  ＝　

Lgl4
− 1

ん（x ）
＋
LgLf

“’エ

ん（x ）
u

　 − 　 一

　 　 　 　＝α （＝ ）　　　　　　 ＝β（x ）

（9）

に よ っ て aHy が つ ぎの よ うに 線形系 （ρ 次の 積分器）

に な る こ とが わ か る，

　た だ し こ こ で 注意 し て ほ しい の は，もとの系 （3）の 次

元 n と線形化 された系（11）の 次元 ρ（≦ n ）が異な る点で

あ る，こ の 差 n 一
ρ の 次元 の 状態変数 の 動 きが 見 えな く

な っ て お り，y を 0 に す る よ うに安定化制御 を行 っ た と

して も， 見えない n 一
ρ個 の 状態 は不安定 になる と い う

こ と も起 こ り得 る．こ の 見 えない 状態 の 挙動 をゼ ロ ダイ

ナ ミクス と よび，入出力線形化 で 制御 を行 うため に は ゼ

ロ ダイ ナ ミ ク ス が漸
．
近安定で あ る必要が あ る，こ の ゼ ロ

ダイナ ミク ス は線形系の 零点の 挙動 に 対応 して お り，（3）
に 出 力 y ＝ h（m ）を組 み 合 わ せ た 系 の 入出力 UHY の 線

形近似系 が 安定な零点をもて ば，ゼ ロ ダ イ ナ ミ ク ス は漸

近安定で あ る こ とが し られ て い る，した が っ て
，

この 安

定性 も Maple を用 い て 計算 で きる．なお，ゼ ロ ダイナ

ミ クス が漸近安定 で ある系を，線形の 場合 の 類似 の 性質

か ら最小位相系 と よ ぶ ．

　例 題 と し て つ ぎ の ような 2 次元系 を 考 え よ う
1．

¢⇒一（
tanx2

　　0 ）・（、蹴 （12）

こ の 系に対 して 出力 IJ ； Xl を用 い て 入 出力線形化 し て

み よ う．3 ．2 で 定義した MyL とい うリ
ー
微分 を計算す る

コ マ ン ドを使 っ て，相対次数を計算 して み よ う．

　 　 o1

＋t・・ n （z
’2）2

c ・ s （＝ 2）

y（ρ）＝質

また y の 時間微分 を並べ た もの を新 た な状態変数 と して

m 一 Φ（小 一 （t」，9，

…，y（・
−1）

）
T

− （んω ，
Lfh （・），… ，

IL多．
unエ

ん剛
T

∈ RP （10）

の よ うに定義す る と
，
X の 挙動 は a を 入力 と した線形系

と な る．こ の 変換法 を入出力線形化 とい う．

毒＝

0　1 0

i　 　　 O1

0　…　・・・…　 0

一 〔；〕・・ （11）

こ の 系は ，線形制御則 を 用い て 制御 叮能で あ る．こ こ で

必 要 な の は
， （9）式 の フ ィ

ードバ ッ ク 則 と 〔10）式 の 新 し

い 座標 X の計算 で あ り，
こ れ らは り

一
微分 だ け で 計算

可 能 で あ る の で ，
2．2 で 紹介 した ツ

ー
ル を使 っ て 計算 で

きる．

　この 計算か ら Lgh＝O
，．　L，

Lfh　7C　O す な わ ち相対次数は

ρ
・＝2 で あ る こ とが わ か る ．すなわち こ の 場合 は ，ρ

＝η

で あ る の で ゼ ロ ダ イ ナ ミ ク ス は存在 しな い ，よ っ て線 形

化 の 新座標 （10）お よび フ ィ
ードバ ッ ク （9）の α

， β，
φ は

つ ぎの よ うに 計算 で きる．

驪蠶戀驪驪
翻

　 　 　 　 O

　 　 　 Cos （m2 ）

　 　 ユ十 tan （x2 ）
2

　 　 ［xl 　ta．n （x2 ）　1

1
こ の 例 は 文献 同 か ら 引用 した ．
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　4．2　 厳密な線形化

　前節 で 紹介 した 入出力線形化法は，Maple の 微分 の 機

能だ け を用 い て 実装 で き る た め 非常 に 簡単 に 利 用 す る こ

とが で きる が，ゼ ロ ダ イ ナ ミ ク ス とい う制御 で き な い 状

態が で きて し まうとい う問題があ っ た．最小位相系 で あ

れ ば 安定化制御 は 可能 で あ るが ，ゼ ロ ダ イ ナ ミク ス の挙

動 を自由に操 る こ とが で きず，結果 と して 制御対象の 全

状 態 を 精 密 に制御す る こ と は で きない ．入出力線形化 に

お い て は
， 出力 y ＝h（x ）は 設計 パ ラ メ ータ と して 設 計

者が与 える もの で あ っ た が ，
こ こで は ρ

ニn とな っ て ゼ

ロ ダ イ ナ ミ ク ス が 存在 しな い よ うな出力 を見つ ける 問題

を考え よう．ρ
＝ n の場合の 入出力線形化を，厳密な線

形化 と よ び，そ の 時 の 出力 y ＝di（x ）を線形化出 力 と よ

ぶ ．（8）式か ら，線形化出力関数 φの 満 た すべ き条件は

ρ
＝n と し て

　LgL｝φ（x ）；0
，　k − 0

，
1

，
…　，

n − 2

LgL呈
一1

φ（x ）≠0

と書け る が，こ れは φに関す る高階の 偏微分方程式とな

り，解 きやすい 問題 で は な い ，しか し リー代数の 基本公

式 を用 い る とつ ぎの よ うな 1 階の 線形 な偏微分方程式に

書 き直す こ とが で き，Maple を用 い て 比較的容易 に解を

求め る こ と が で きる，

　　 L
・・tl，φ＠）− 0

，　 k − O
，
1

，
…

，
n − 2 　 　 （13）

　
L

・ dF
−・

9
φ＠）≠0

　 　 　 　 　 （14）

さ ら に 上 の 偏微分方程式 が 可解か どうか の 確認 も，微分

演算の み で行 うこ とが で き，つ ぎの よ うな二 つ の 条件の

成 立 と上 の 偏微分方程式 の 可解性が等価 で ある こ とが し

られ て い る （フ ロ ベ ニ ウ ス の 定理 ）．

　● D2 の ラ ン ク が n ．

　● D ：，
’
− 1 が対合的，す な わ ち

a ，b∈理
一1

⇒ 圃 ∈ D 怨
』1

こ れ らの 演算 は や は り微分演算の み を用 い て い る た め，

Maple を使 っ て簡単に実装可能で あ る．さ て，こ の 手法

を （12）式の 系 に適用 して み よう．n ＝2 で あ る こ とか ら，
D きは 1次元 の 分布 となるため，対合性 の 条件 は自動的

に成立 す る ．ま た D 詈の ラ ン ク 条件 も （ユ2）式 の 線形 近

似系が 可 制御で あ る こ とか ら 自動的 に満 た さ れ る，す な

わ ち（13）， （14）式を満 たす φの 存在がわか る．（13）式 は

Lgφ＝0， （14）式は L［f，g］φ≠0 とな る た め，下記の プ ロ

グ ラ ム の 1行 目で ，等式で ある （13）式を解 き，つ ぎに 3

行 目 で，そ の 解 が （14）式を満 た す こ と を確認 して い る ，

　 φ（xl ，x2 ）コーFl （x1 ）

儲 ∫ ・圃 ）（・＋ 瞬 2・
2
）

　 　 　 　 　 　 c ・ s ＠2 ）

　計算結果 に お け る 一Fl（x
’1）は xl の 任意の 関数を表

す，こ の 計算に よ っ て，前節 4．1で 選 ん だ 出力 iP（x ）＝Xl

が解 の
一

つ に な っ て い る こ とが確認で きる．

5． 最適制御

　最適制御 は状態空間 モ デ ル が提案 された当初 から よ

くし ら れ た 問題 で あ り，長 い 歴史を宥す る制御手法 で あ

る ［6］．汎用性 の あ る 手法で あ る が，以下 に 述べ る ように

解 くの に工 夫が 必要で あ る．

　5．1　 最適制御 とハ ミル トン ・ヤ コ ビ方程式

　最適制御問題 とは
， 制御対象 （3）に対 してつ ぎの ような

評価関数を設定 し，
こ れを最小 とする 制御入力 u ＝ut （x ）

を求め る 問題 で あ る．

・一∠
°°

（・（瑚 ）・1・（・＞T ・（聯 （の）・・ （15）

−

　 　 　 　 　 　 　 　 　 L （二ご μ ）

こ の 問題 に 対する解も古 くか ら し ら れ て お り，次式の ハ

ミル トン ・ヤ コ ビ方程式

霧・（・）−1噐・（櫛 ）
一・

9（・）留 畷 一 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （16）

を満たす ス カ ラ 関数 V ：Rn → R を用 い て，最適入力は

以下 で与えら れ る こ とが わ か っ て い る．

ut 　（X ）　＝
− R （・）

−w 噐
T

（17）

た だ しハ ミル トン ・ヤ コ ビ方程式（16）を満た すee　V は，
一般 に複数ある が ，こ こ で は その うち ‘t＝f ＋ gut を漸

近安定 に す る 正 定解 を用 い る もの とす る ．

　ハ ミ ル トン ・ヤ コ ビ方程式（16）を解 く最適制御は，安

定化問題 の
一
種 で あ り，未知関数 V に関す る 1 階 2 次

の 偏微分方程式 で ある，2 次 で あ る の で
一

般 に は解 くこ

とが難 しい ため，こ れ をつ ぎの ような漸化式の 形に書き

換える．

∂

舎
’］

（ノ＠）・蝋 、＠））＋ 駟
一・

娠， 恥 ）
−w 警

T

Lrh
］
一

・ω ＋1噛 TR
（x ）　Ufk］

た だ しパ ラ メ ータ k ＝O
，
1

，
2

，
＿ は 繰 り返 し計算 に お け る

繰 り返 し 回数を表 して お り，k の 増加に と もな っ て 解 の

精度が よ くな っ て い く．こ の よ うな方法 は漸近近似 ［7］
と よばれ，同様 の 手法が 多数提案 され て い る［8，9］．こ の
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手法の 各ス テ ッ プ で は ガ ＠）（お び ひ ＠））を固定 し，1

階 ユ次 の VEh＋ t］に 関す る偏微分方程式を解けば よい 形

に な っ て い る．した が っ て ，こ れ ま で に 説明 した Maple

の テ ク ニ ッ ク が 直接使 える こ と に な る，繰 り返 し計 算 の

初期値 と して V［o］を与える 必要が ある が，こ れ．は 解 く

べ き問題 を線形近似 （制御対象 は 線形近似 し， 評価関数

は 2次 の テ イ ラ
ー
近似） した場合の 解 を用 い る の が一般

的 で あ る，とくに，古 くか ら し ら れ て い る テ イ ラ
ー

展開

に 基づ く解法 圖 は，各 ス テ ッ プ k に お い て V［k］
の テ

イ ラ
ー

農 開の 尭＋ 2 次 以
一
ドの 項だ け を求め て い く方法 と

な っ て い る ．テ イ ラー
展開 を用 い た 近似解法 は ，ア ル ゴ

リ ズ ム の 作成が 容易 で あ る た め 学術研究で は よ く用 い ら

れ る が，
一

般 に 真 の 解へ の 収束が遅い こ とが多 く，問 題

に応 じて適切な基底 を選 ぶ こ とが 望ま しい ［9］．

　 ハ ミル トン ・ヤ コ ビ 方程 式 を解 くこ れ 以 外 の 方法 と し

て は
， 状態空間をメ ッ シ ュ 状 に区切 っ て 区分 ご と に近似

解を求め る方法 ［IO−13］が 比 較的多 く研究 さ れ て お り，

ま た 常微分方程式 に帰着 させ る ［14，15］方法な ど も提 案

され て い る．

　5．2　 制御 リア プ ノ フ 関数 と逆最適制御

　 さ て ，前節5 ．1 で 説明 した 最適制御手法は ，さ まざま

な 制御問題 に 適用 で きる 汎用性 の ある 手法 で あ る が，そ

の 計算 は 基本的に漸近的 な ア ル ゴ リ ズム と な り，計算を

繰 り返 して解の 精度をよ くし て い く方法 で あ る ，繰 り返

し計算 の 各 ス テ ッ プ に おけ る演算 は，1 階 1次 の 偏微分

方程式 となり，Maple などの数式処理 ソ フ トウ ェ ア で実

装可 能で あ る が ，どの くらい の 計算を行うと どの くら い

の 精度 の 解 が得られ る の か わ か らない とい っ た 問題点が

あ る ．こ こ で は で きる だ け労力をかけずに あ る種の 最適

制御則 を求め る こ と が で きる 逆最適補償器 ［16，
17］と そ

の 実装方法を紹介す る．

　制御対象（3）に対 して その リア プ ノ ブ 関数 V ：Rn → R

の 候補が す で に 与え ら れ て い る とす る，す な わ ち，あ る

状態 フ ィ
ードバ ッ ク則 u ＝縦勾 が 存在 し，閉ル

ープ系が

V を リ ア ブ ノ ブ関数として 漸近安定 に なるもの とす る．

この ような リ ア プ ノ ブ 関数の候補の こ とを制御 リ ア プ ノ

ブ 関数 と よ び，正 確 に は つ ぎの 関係 を満 た す もの で ある，

Lgv ； o ⇒ Lずv 〈 o

さ て，そ の よ うな 制御 リ ア プ ノ ブ 関数 V が既知 で あ

る 場 合 に は ，ど の よ うな 制 御 を行 えば よ い で あ ろ う

か ．非線形最適化 に お け る 最急降下法 の よ うに ，関数

V の 値 を最 も大 き く減少 さ せ る 入力 の 方向 ， す な わ ち

一
（ゲ イ ン ）× L ．gyT の 方向 に 制御入力を加 え て や る こ と

が方針と し て考えられ る ．こ の ような形の 制御則 をLgV

補償器 と よぶ ．た と えば最 適 制 御則 （17）は ，ゲ イ ン が

R （x ）
m1

の 場合の Lgy 補償器で あ る と見なす こ とが で き

る ．こ の よ うな LgV 補償器 の うち，つ ぎの ような ゲ イ

ン を選 ん だ もの が 逆最適補償器 とよ ばれ る もの で ある．

一 ｛
塾

1跼μ
陛 ：に1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （18）

この 制御則 は
， 実 は （15）式の 評価関数に お い て q，

R を

つ ぎの よ うに 選 ん だ場合 の 最適制御の 解に な っ て い る こ

とが わ か る．容易に確 か め ら れ る の で ご 確認 い た だき

た い ，

9＠）− ILL，Vli2＋ LfV2 ＋ llL，γll4

砲 。 　 　 IIL捌 2

　 　 、

　　　 2〔LfV ＋ ）．ILgVII2＋ L
∫
y2 刊iLg瑚 4

）

（19）

した が っ て リア プ ノ ブ 関数の 候補さ え与え られ れ ば，前

節の ように ハ ミル トン ・ヤ コ ビ方程式を解かずに あ る種

の 最適制御補償器 を作 る こ と がで きる．た だ，評価関数

の パ ラ メ
ー

タ q，R は，上式の ように決ま っ て しま っ て

お り，設 計 者 が 指定で きる もの で は な い た め 設計 自 由度

は ほ と ん ど な い ，フ ィ
ードバ ッ ク 線形化 な ど

， 他 の 手法

で 設計 した 制御則を作 り直 して ， より性能 の 良い 制御則

を作 れ る た め，リア プ ノ ブ再 設計法 と も よば れ る．

　こ の手法は微分の操作の み で実装 で きる た め，Maple

を用 い て 非常 に 簡単 に 実行す る こ とが で きる ．た とえば，

（12）式 の 系 を フ ィ
ードバ ッ ク線形化 した後 の 線形系 （11）

は リ ア プ ノ ブ 関数mTP 　m を用 い て制御 で きる と し よう．

すなわ ち線形 の リア プノ ブ 方程式

P （A ＋ B κ ）＋ （A ＋ BK ）
Tp − 一（？KO （20）

を満たす状態 フ ィ
ードバ ッ ク 冠 ＝ K 諺 が存在す る．こ の

と き，もとの 系（3）の 制御 リア プ ノ ブ 関数の
一つ は

v （x ）・謡
Tp

諺一φω
Tp

鰍 ）

で与え られ る た め，こ の y を （18）式に代入 す る こ とで

逆最適補償器 が得られ る．い ま，線形化され た （11）式は

2 次 の 積分器 で ある の で
， リア プ ノ ブ 方程式 （20）に おけ

る K
，Q を

… 　・　
− 1

・
　 一・ … 一（il）

と選ぶ こ とで ，リ ア プ ノ ブ 方程式 （20）を満 た す P を

・ − i（
3 − 1

− 11 ）
の よ うに 求 め る こ と が で き る1．こ の 例 で は LgV が ス

カ ラ で ある の で，上記 の フ ィ
ー

ドバ ッ ク を求 め る手順 は

Maple 上 で つ ぎの よ うに 書 け る ．

1
リア プ ノ ブ 方程 式 は MATLAB

，
　Maple い ず れ を 用い

て も簡単 に解 く こ とが で きる．
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　　書・・
2 −

・・瞬 ・）・ 圭・an （x ・）
2

（一← 3・ 1 ＋ t・ n 圃 ）t ・ n （x2 ）＋ F ）… （r2 ）
4

　 　 　 　 一
笛 1ec）s（tC2 ）十 sin 〔記2）

　こ こ で は リ ア プ ノ ブ 関数 U （x ）とフ ィ
ー

ドバ ッ ク入力

u （x ）を計算した が ，結果 が複雑に なる た め
一

部 「…」と

表記 して 省略 し た．ま た，ど の よ うな評価 関数を最適化

した 補償器 に なっ て い る か は ，Maple で （19）式 を計算

す る こ とで 確 認 で きる．

6．　 お わ りに

　本稿で は Maple を 用い た非線形制御系 の 解析 ・
設計

手法 を解説 した ．非線形制御 に必要 な Maple の 機能 で

ある 微分積分 の 使 い 方 を，実際 の 制御系 の 解析 ・設計問

題 を交 えな が ら説明 し た．制御系 の 解析 問 題 は 1階 1次

の 偏微分方程式 に ，設計問題 は 1 階 2 次 の 偏微分方程式

に な る こ とが多 く， それらの 典型的な解法 の ア ル ゴ リズ

ム を示 した．こ こ で 扱 っ た もの 以外に もさ まざまな非線

形 制御手法が 提案さ れ て い るが ，本質的 に 同様の使い 方

で Maple な ど の 数式処理 ソ フ トウ ェ ア に よ っ て 実装 で

きる もの が 多い ．非線形制御 を学 ぶ た め の 入 門 用 の 教科

書 と して は ，［5，
3］などがある が ，い ずれ も概論的な内容

で あ る ．洋書 で あ れ ば ，非線形制御
一

般 ［18］，
フ ィ

ー
ド

バ ッ ク線形化 ［2］などが有名 で あ る．こ の 記事をき っ か

け に非線形制御手法にふ れ て い た だけれ ば幸い で ある．

　　　　　　　　　　　　　　 （2011 年 2 月 10 日受付）
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