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精密加工機の振動解析

Vibration Analysis of Precision Machine Tools/Atsushi MATSUBARA

京都大学大学院工学研究科 松原 厚

1．は じ め に

3 次元 CAD の普及とともに CAE による振動解析が容

易になり，実験モード解析もこなれた技術になっている．

しかし，精密な加工機の振動解析は依然として難しい．こ

れは数ミクロンの振動原因を明らかにしなければならない

からである．例えば，CAE で固有振動数を計算しても，

それが加工機の運動精度にどれほどの影響があるのかがわ

からなければならない．また実験モード解析の結果から構

造設計をどう変えていいのかがわからない．振動解析と精

度設計を融合するには，やはり基礎と経験が必要となる．

本稿では，これだけはおさえておきたいという基礎を中心

に解説する．なお，動的なシステムと制御理論の知識が必

要になるので，適宜，文献1)等を参照されたい．

2．基 礎 理 論

2.1 1 自由度振動系の周波数応答

質量 m，減衰定数 cのダッシュポット，剛性 kのバネ

からなる 1 自由度振動系を考える，m の変位を 2PtQ，m

に作用する外力 fPtQとしたとき，運動方程式は次式とな

る．

m2JPtQ+c2BPtQ+k2PtQ/fPtQ (1)

上式をラプラス変換し，外力から変位までの伝達関数を

求める．

GPsQ/
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た だ し，wn/� k#m：不 減 衰 系 の 固 有 振 動 数，

V/c#� mk：減衰比である．s/jwとおくと，外力から変

位までの周波数応答関数が次式のように得られる．
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2
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振動系は wnより低い周波数領域ではバネに，wnより

高い周波数領域では質量で近似できる．
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V?1#� 2 の場合，式(3)から計算されるゲインが周波数

w/� 1,2V2wnで次のピーク値をとる．
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r
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式(3)から(4)の周波数応答線図（ボーデ線図）の例を図

1に示しておく．

2.2 多自由度振動系とモード解析

構造体の動特性は，多くの質点がバネとダッシュポット

でつながれた多自由度振動系で表現できる．その運動方程

式は 1 自由度振動系の変位と力をベクトルにし，式(1)の

係数をマトリックスにした式で表現される．

RMST2JPtQU+RCST2BPtQU+RKST2PtQU/TfPtQU (6)

3 次元の構造の場合，変位ベクトル成分には並進変位だ

けでなく回転変位も含まれる．有限要素構造解析ソフトで

は，質量マトリックスと剛性マトリックスを CADデータ

から求めている．しかし，減衰マトリックスはある仮定を

おかないと構造データから求められない．また，減衰が存

在するとモードが複素数になり説明が簡単ではなくなる．

そこで，通常は減衰行列がゼロ行列の場合の不減衰系を仮

定する．

イメージをもってもらうために，図 2 に示すような 4

質点がバネでつながれた系を考える．この系において「質

点をひっぱってはなす」というテストをしたとすると，系

はいくつかの固有振動数で振動する．また質点の各固有振

動数の変位成分は，てんでばらばらに変化するのではな

く，ある比を保って変化する．この比はその固有振動ごと

に決まっており固有モードと呼ばれる．
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図 1 1 自由度振動系の周波数応答
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固有振動数と固有モードを求めるには，「ひっぱって離

した瞬間からの状態」を式(6)上でつくればよい．すなわ

ち，力ベクトルをゼロベクトルとし，

T2PtQU/TXUe j`t (7)

を式(6)の減衰行列を零行列にした式に代入する．そして，

TXUがゼロベクトル以外の解をもつ条件

P`2RIS,RMS,1RKSQ/T0U (8)

から，固有振動数Ωとそれに対応した固有ベクトル TXU

を求める．この固有振動数と固有ベクトルのセットは質点

自由度の数だけ得られる．i番目の固有ベクトルを Tf iUと

したとき，この大きさは図 2のようになり，これがモード

シェープと呼ばれる．

2.3 モード分解

固有ベクトルは列ベクトルであるが，これを横に並べた

行列を固有モード行列と呼ぶ．

RfS/Rf1 f2 �fnS (9)

モード行列を用いて物理座標系 T2PtQUで表現された運

動方程式をモード座標系 TxPtQUに変換する．

T2PtQU/RfSTxPtQU (10)

上式を式(6)の減衰マトリックスをゼロにした式に代入

し，モード行列の転置を両辺の左から乗じる．

RfSTRMSRfSTxJPtQU+RfSTRKSRfSTxPtQU/RfSTTfPtQU

(11)

ここで，上式の左辺の質量・剛性マトリックスは対角行

列になることがわかっている．モード値を質量行列の対角

項が 1になるように選ぶと剛性行列の対角項には固有振動

数の 2乗が並ぶ．すなわち次式となる．
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このため，式(11)の左辺は自由度間の連成がない．すな

わち各行で 1自由度振動系となっている．ちなみに式(11)

に式(12)(13)を代入してラプラス変換すると次式となる．
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式(10)と式(14)を用いて，物理座標系での応答を計算する

と次式となる．

2TPtQU/RfS-
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2Q 0 � 0
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0 0 � 1#Ps2+wn
2Q
�RfSTTfU

(15)

上式より，h番目の質点を加振した場合の，l番目の質

点の応答は次式で表現される．

2 l

fh
/6

n

i

fhif li

s2+w i
2 (16)

減衰系では各モードの減衰比 V iを仮定して応答を計算

する．

2 l

fh
/6

n

i

fhif li

s2+2V iw is+w i
2 (17)

図 3は，例として質点 2 を加振したときの質点 3 の応

答を制御理論で用いられるブロック線図で表現した図であ

る．この図より，各モードの振動は加振点と応答点のモー

ド値で増幅されていることがわかる．

式(17)の 6 の中の項と式(2)を比較すると fhif liが質

量の逆数に対応していることがわかる．つまりモード値が

小さいところを加振する，または測定してもあまり応答し

ないので，これはモード質量が大きいと考えることもでき

る．ちなみに，加振点もしくは応答点のモード値がゼロ

（モードの節と呼ぶ）だと，完全に応答しない．

加振点と応答点を入れ替えても伝達関数は同じである．

これは，l番目の質点を加振したときの h番目の質点の伝

達関数は，式(17)と同じ伝達関数になることから理解でき

る．加振点もしくは応答点を移動させながら周波数応答関

数を測定し，この値から固有振動数，固有モード，モード

減衰比を同定する手法が実験モード解析である．その詳細

は文献2)を参照いただきたい．
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φji：i 番目のモードの質点 j でのモード値を表す

モード 4｛ϕ4｝＝

（e）
固有振動数 ω4

モード 3｛ϕ3｝＝

（d）
固有振動数 ω3

モード 2｛ϕ2｝＝

（c）
固有振動数 ω2

モード 1｛ϕ1｝＝

（b）
固有振動数 ω1

（a）静止状態m1 m2
k1 k2 m3 m4

k3 k4 k5
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図 2 4 慣性系のモードシェープ
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2.4 周波数応答線図の見方

図 4は，図 2 の例で質点 1 を加振したときの同じ点の

周波数応答を式(17)から求めた図である．図中にはそれぞ

れの単体のモードの周波数応答線図を点線で，その和を実

線で示している．このように加振点と応答点が同じ場合

は，fhif liは正になる．図の例では，周波数が各モードの

固有振動数を超えると位相が 180° 遅れるが，次のモード

の固有振動数までに位相は再び回復し，位相が−180° 以

下にならない．これは，周波数が各モードの固有振動数を

超えたところでは，そのモードの質量特性が強くなり位相

は 180° に近づくが，同時にゲインはさがり，次のモード

の剛性ゲインがそれを上回るとバネ特性によって位相が

0° に戻ろうとするためである．制御理論では，このよう

な系は最小位相推移系と呼ばれている．

一方で，図 5 は加振点と応答点が異なる例を示した．

これは質点 1 を加振したときの質点 2 の応答例である．3

次の固有振動モードは図 2（d）より質点 1 と質点 2 で符

号が逆転している．このため fhif liの符号はマイナスに

なり，2 次モードと 3 次モードの間で位相はさらに遅れ

る．このような系は非最小位相推移系と呼ばれる．

3．ケーススタディ

加工機の振動解析を行うときは，漠然とデータをとるの

ではなく目的意識をもたなければならない．サーボ系が絡

む問題では，サーボ系が不安定になる振動モードと位相特

性をチェックする．またサーボ系が安定な場合においても

工具端で振動する原因を分析する．

3.1 サーボ系の安定性が問題になるケース

図 6はある加工機の送り軸の周波数応答である．この

機械はリニアモータ駆動であり，図はリニアモータの推力

から検出用のリニアエンコーダ変位までの周波数応答であ

る．この図から次のことが読み取れる．まず，モード 1の
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図 3 4 慣性系をモード座標系で表現したブロック線図（質点 2加振

時の質点 3の応答）
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図 4 周波数応答線図（加振点と応答点が同じ）
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共振ピークは高い．しかし，このモード自体の位相特性は

悪くない．むしろ共振ピークがつぶれたモード 2が非最小

位相推移特性を示している．実際，エンコーダ位置を微分

して速度フィードバック制御を行った場合，モード 2の付

近で位相が−180° となり，速度ゲインを増加すると発振

する．モード 2の位相特性が悪い理由は，リニアモータと

リニアエンコーダ位置が離れ，この間にモードの位相遅れ

が存在することによる．したがって．このモードが同相に

なるように構造設計を行う必要がある．

3.2 相対振動が問題になるケース3)

図 7 はある加工機（ボールねじ機）の振動モードの

FEMによる計算結果を示す．このモードはロッキング振

動と呼ばれ，ほとんどの加工機がもつ振動モードである．

通常，固有振動数は 20∼60 Hz なので，よほど悪い設計

をしない限りは，図 8に示すようにサーボ系で検出され

る振動モードは最小位相推移特性を示し，サーボ系を不安

定にすることはない．しかし，図 9のベース速度には 20

Hz あたりの振動ピーク（図 8 では反共振点）がみられ，

工具-テーブル間にモード差による相対振動が発生する．

この場合，モード差の要因を調べていくと，コラム剛性や

ガイドの姿勢剛性が不足しているという結論に至ることが

多い．これらの剛性を強化することはすぐ思いつく対策で

あるが，構造の慣性モーメントを大きくする方法もある．

4．お わ り に

見落としがちなのは，慣性のもつ制振機能である．

FEMの静的設計だけを追求すると，振動しやすい機械を

設計してしまう可能性がある．また本稿では誌面の都合で

述べなかったが，反共振（制御理論では零点）は時には味

方になり，時には敵になるので，その理解は重要である．
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図 7 ロッキングによる相対振動が問題になるケース
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図 8 モータトルクからエンコーダ端（フィードバック端）速度ま

での周波数応答（X軸方向）
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図 9 モータトルクからベース速度までの周波数応答（X軸方向）


