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1. はじめに
$AH$ (Analytic Hierarchy Process) 方式では、 サーティの整合性指標 C.$I$ .(Consistency Index)が

一対比較値行列の信頼性を点検する代表的な基準であることは周知である (Saaty$(1980)$
、 仁科柴山

(1992)、小澤 (2004) など)。 しかし、 C.$I$ .値は一対比較値行列全体に対してはサーティの意味での整

合性を点検する指標となるが、行列内における個々の要素の修正について示唆を与えるものでない。

C.$I$ .基準で不整合となる場合、通常、 再度の評点化の実施、 あるいは一対比較値の修正を試行すると

きは相対残差に依ることになる。相対残差の適用では多数の要素が不整合となる場合があり、 実践的

対処が難しくなる。評点付けを通して得られる一対比較値行列が重視されるべきとする立場に沿えば、

可能な限り一対比較値行列を活かして信頼性の確保を期待できる調整が求められる。 田中 (2009)は一

対比較値の信頼性が評点化に及ぼす諸要因の影響を強く受けることに着目して、サーティの意味での

完全整合を活用する、 一対比較値行列 (項目数 3) の調整方式を提示している。 とくに、 評点が 9と

なる場合に一対比較値行列の調整では、 C.$I$ の意味で改良を見るが探索範囲の設定には問題が残る。

本稿では、一対比較の対象項目数 $n$ を 3に限定する。 C.$I$ の点検の結果が望ましくないときの一対

比較値の調整方式を提示する。すなわち、 田中 (2009)の提示する一対比較値行列の調整方式の改良に

ついて考察吟味する。改良の視点は、評点化過程に照らす探索範囲の設定にある。望ましい評点の組

を選定する探索範囲の設定では、 評点上の整合性の縛りを探索範囲に加える一方で、一対比較値行列

の近傍を広げる工夫を行う。 評点上の整合性条件には、 田中 (2007)の緩和な整合性基準を採用する。

2. 一対比較での評点化過程と重要度の導入
比較対象の $n$項目に対する一対比較では、下記の手順 (1)、(2)を通して、一対比較値行列A を得る。
$A=\{aij\}$

ここに、 $i,j=1,$ $\cdot$

$\cdot,n$ に対し、

$a_{\ddot{B}}^{1}=$ aji $a_{\ddot{u}}=$ 1 (1)

$\max${ aij, aji} $\in$ {1, $\cdot$ 9} (2)

評点蜀 は、AHP 方式の縛りである逆数対称化 (1)、離散化 (2)を受ける。これらの AHP 方式に付随
する制約以外にも、評点蜀 には、 評点化に際しての評価者による過大過小見積もり、一対比較の

試行に起因するバラツキなど様々な撹乱要因を含む (田中 (2007),(2009))。

以下、一対比較値行列の生成について考える。誤差モデル (5)は重要度 (以降、重み) $W$ を変量ではな

く母数として扱うことに留意する。 重み $W=\{Wi\}$は、 評価者固有の固定値であり、 一対比較の実施
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に対し不変とする。 誤差モデル (5)は対の重み $(wi,w_{j})$ に対して比尺度性に基づいている。

alj $=$ $T(f_{0}(W,E^{O}))$ (3)

$= T(f_{0}(E^{O}|W))$

$= T(f_{1}(\epsilon^{o_{\ddot{\eta}}}|wi, wj))$

$= (wi/Wj)\cdot \mathbb{E}\ddot{\eta}$ (4)

$aij=$ $(wi/Wj)\cdot \mathcal{E}\ddot{\eta}$ (5)

ここに、 $E^{O}=$ { $\epsilon$ oii}は評定に伴う (測定)誤差であり、 $E=\{\epsilon_{\ddot{0}}$ $\rangle$は AHP 方式に付随する制約 (離散化

など) の調整を含む誤差を表す。 $T$ は離散化関数であり、 $f_{0},$ $f_{1}$ は、 それぞれ未知関数である。

重みの推定には、幾何平均法、最小二乗法、最小 $\chi^{2}$法など多くの推定法が提案されている (Saaty

and Vergas$(1984)$
、 Sekitani and Yamald(1999)、仁科柴山 (1992)など)。 本稿では、 均衡解として

解釈されている Saaty の固有値法を、誤差モデルでの 1つの推定法として位置付けて採用する。
[固有値法]

$AU_{mae(}=$ $A\max.$ $U_{\max}$ (6)

ここに、 $\lambda_{\max}$ : $A$ の最大固有値、 $U_{\max}$ : $\lambda_{\max}$ に対応する主固有ベクトル、 $U_{\max}$ $=\{ui\}$
。

$ui$を第 $i$ 項目の重みとする。固有値法で求められた $ui$ を重み $Wi$の推定値と考えることができる。

一対比較値の整合性の点検には、サーティの整合性指標 C.$I$ .(Consistency Index)が用いられる。

C.$I.$ $=$ $( \lambda_{\max}- n)\int$ $(n-1)$ (7)

$= \Sigma(eij\cdot-1)\int$ ${}_{n}C_{2}$ (8)

ここに、 $e_{\ddot{U}}$
. は相対残差と呼ばれ、 萄の推定値と見倣すことができる。

$e_{\ddot{D}}\cdot= a_{\ddot{u}} / (ui/uj)$ (9)

以下、 $n=3$ の場合をとりあげて、サーティが経験則として提唱する整合性基準において、 C.$I$ 値と

評点の関係を整理する。 ここに、 $Z=a12a23/a18$ 。

C.$I.$ $=$ $(Z^{1/3}+Z^{1l3}-2)$ /2

$Z\geqq 1$ のとき、 C.$I$ は $Z$ について単調増加である。 $Z<1$ のとき、 $Z$ について単調減少である。

また、 $Z\geqq 1$ のとき、 C.$I.$ $\leqq 0.1$ は $Z\leqq 3.78$ と同値であり、 C.$I.$ $\leqq 0.15$ は $Z\leqq 5.07$ と同値である。

$Z<1$ のとき、 C.$I.$ $\leqq 0.1$ は $Z\leqq(3.78)^{1}$ と同値であり、 C.$I.$ $\leqq 0.15$ は $Z\leqq(5.07)^{1}$ と同値である。

3. 評点上の整合性

本稿では、各要素である評点が 2以上とする非巡回有向グラフである最も単純な一対比較値行列を

とりあげる。 その理由は、比較項目数が及ぼす影響を受けないで、 誤差モデル自体が保有する柔軟性

を調べることができることによる。 評点の符号に関して推移則の成立 $(ai2 \geqq 2arrow a23\geqq 2, a13\geqq 2)$

を前提とする。 すなわち、評価者の測定での過大過小となる偏りを含むバラツキなどを調整する役

割に重み{wi }と誤差{ $\epsilon$ ii}で記述できる立場をとる。
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一対比較値の評点上での整合性基準として、 下記の 2点を取り上げる。

(1)サーテイの整合性の代替として、 田中 (2007)が提示する緩和な制約条件の成立。

$\max(a12, a23) arrow \max(a12, a23)\leqq a13$

(2)一対比較値行列において対の行間における優位性の成立

$a12\geqq 2 arrow alS\geqq a23 \backslash a23\geqq 2 arrow a13\geqq a12$

上記の整合性の 2基準に基づき、一対比較値の評点上の振舞いについて調べる。 併せて、 サーティ

の整合性基準 C.$I$ が 0.1以下か否かの出現頻度の結果を与える $($表 $1$
、 表 $2)$。一対比較値行列の出現

数の合計は 512通りである

表 1. 緩和な制約条件の成立 $( \max(a12,a23)\leqq a13)$

表 2. 一対比較値行列において対の行間における優位性の成立 $(a12\geqq 2 arrow a13\geqq a23)$

4. 一対比較値の調整方式 (田中 (2009)) の補整

本節では、 田中 (2009)が提示する一対比較値の調整方式の改良について考察する。 今回の改良を意

図する調整方式は、 田中 (2009)の提示方式において一対比較値行列の調整対象の探索方式を見直すこ

とにある。探索方式には探索範囲の設定と探索対象を選定する手順の 2段階で分けられる。以降では、

田中 (2009)の調整方式の説明と問題点について言及した後に、 新たに提示する一対比較値の調整方式

について説明を加える。

最初に、 田中 (2009)の調整方式の基本的な着想を再掲する。 点検方法の評価基準として、一対比較

値の生成に誤差モデルを導入することで、母数である慎の)重み{wi }の推定性能に注目する。偏差平

方和の最小化基準の方が、誤差モデルを前提にする限りにおいては合理的と考えられる。 しかし、慎

の $)$重みは未知であるため、評点上での基準量を作ることできない。本稿では、サーティの整合性指標

C.$I$ がゼロ (完全整合) となるときの一対比較値行列を固有値解法で推定する重みに着目する。 この

着想は、一対比較値行列が比尺度性の成立の下で得られとする理想状況では、慎の)重みが完全整合

での重み (集合) に在るとする考えに基づく。 また、提示方式の要点の 1つに、評点 $c$ が他の a,b に

比較して評点付けにおいて安定するとの想定に注意が要る。
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次いで、 田中 (2009) の調整方式の人工的な数値検証の結果について 3点を記す。

� c$=$9の場合、サーティの整合性条件$(C.I.<0.1)$を満足する探索範囲がない。

�探索範囲の設定は恣意的になる。評点化過程との対応からの制約がない。
�提示方式との性能比較で、対照とする相対残差に評価基準の偏差平方和で劣る場合がある。

上記の問題点�と�の対策を下記に示し、新たに提示する調整方式に組み入れる。

�探索範囲を広げるため、評点付けで信頼度が低いと考えられる評点 aae の変化幅を大きくする。
評点 $a12$ の変化幅は小さくする。

�評点上の整合性基準を探索範囲の設定条件に付加する。3節の「緩和な整合性基準」と「対の行間の

優位性」を探索条件とする。

探索範囲の基本的な設定は次のとおりである。

(1)サーティの整合性条件 C.$I.$ $<0.1$

(2)「緩和な整合性基準」と「対の行間における優位性」
$c\geqq\max(a,b)$ と $(a12\geqq 2$ $arrow a13\geqq a23$ $\backslash a2S\geqq 2$ $arrow$ $a13\geqq a1\theta$

(3)最初に $a13$ を固定する。次に、 $a12$の値域 : $(a12-1_{\backslash }a12-2$
、 $a12$、 $a12+1)$

、 aae の値域 :(aae

$-5$、 $a23-4$、 $a23-3$、 $a23-2$、 $a23-1_{\backslash }a23$
、

$a23-1)$

手順での基本的な設定

�探索範囲を設定する。C.$I.$ $<$ 0.1制約条件に対して、評点上の整合性条件である「緩和な整合性基

準」 $( c\geqq\max(a,b))$ と「対の行間における優位性」$(a12\geqq 2arrow a13\geqq a23_{\backslash }a23\geqq 2 arrow a13\geqq a12)$

の成立を制約条件に追加する。

�探索範囲�のもとで、評点 $a13$ を最初に固定する。 次いで評点 $a12$、 $a23$の順で変化させる。

$3a13$ を $c$ とする。 完全整合となる (固有値解法による) 重みと評点の乖離を表す代用偏差平方和

が最小となる一対比較値行列を選ぶ。

5. 補整の手順
$CI$ が 0.1以上となる一対比較値行列 $A$ をとりあげて各要素の修正を考える。ここに、 3項目の一

対比較値行列を非巡回有向グラフで考え、始点、終点を�、�とする。�は合流点、�は非合流点で

ある。a,b,$c$ はそれぞれ�$arrow$�、�$arrow$�、�$arrow$�に対応する評点である．一対比較値行列を $\triangle$ak とする。

作業手順では、 $\triangle_{ak}$ として扱う。

(1) $c$ の値として $a13$ を最初に固定する。

(2) a の値として $a12$ で固定する。 次いで，(a12 $-1_{\backslash }a12-2$
、 $a12+1$ の順に変化させる)

(3) $b$ の値として $a23$ で固定する。 次いで、 $(a23-1$
、 $a23-2$、 $a23-3$、 $ae3-4$、 $a23-5$、

$a23+1$ 、 $a23+2$ の順に変化させる)

(4) $\triangle_{abc}$ において、重みの推定と整合性指標 C.$I$.を計算する。 一番近いと考えられる完全整合である

一対比較値行列の重みからの代用偏差平方和を求める。

60



(5)順次、 (3)、 (2)を繰り返して、 (4)を実行する。

(6)最も小さい代用偏差平方和をとる $\triangle_{abc}$は一対比較値行列A の調整とする。

以下、 完全整合の活用を図る調整方式での探索範囲となる組 (a,b,c)の状況を具体的に把握するため

に、 本節では、 $c=9,4$ の場合に着目する。表 $2$
、 表 3の濃い灰色部分が $CI.$ $\leqq 0.1$ と評点上の整合性

制約を満足する評点の組である。 薄い灰色部分は田中 (2009)の調整方式では探索範囲として認められ

ていた評点の組である。 $*$印が (真の) 重みの代用となる完全整合のときの推定される重みである。

表 3. 完全整合 (C I. $=$0)の活用: $c=9$ 表 4. 完全整合 (C I. $=O$)の活用: $c=4$

6. 数値例

本節では、 5節の補整の手順にしたがい一対比較値行列を調整する。本稿での提示方式の対照は、
田中 (2009)と同様に相対残差基準による調整である。 4種類の数値例をとりあげて、 サーティの意味

で完全整合となる一対比較値行列の活用を図る、 提示方式の有効性を吟味する。

� 例 1: 値域の有界に影響を受ける場合 (真の重みを想定)

� 例 2: 対の重みが極小の場合 (真の重みを想定)

� 例 3: $ab/c<3.78^{1}$ となる場合 (評点のみを想定)

� 例 4: $c<\max(a,b)$ の場合 (評点のみを想定)

例 1 値域の有界性 :{wi }$=[0.865$
、 $0.120$

、 0.0151
評点化された一対比較値行列を $\triangle$789とする。このとき、$CI.$$=0.1910$。 $a13=9$ に注目する。ここに、

サーティの完全整合性 (C I.$=$0)が成立する 3個の一対比較行列、 $\triangle_{1\Re、}\triangle_{339_{\backslash }}\triangle_{919}$ に着目する。一対

比較値の調整手順にしたがうとき、$\triangle_{199、}\triangle_{919}$が「対の行間の優位性」を満たさず、下記のようになる。
$\triangle ae9$の場合 $arrow$ $\triangle_{539}l$こ調整される。 代用偏差平方和 $=0.0064$、 $CI.$$=0.0145$

したがって、提示する調整では、最も小さい代用偏差平方和 0.0064をとる $\triangle_{5}ae$を採用することにな

る $(偏差平方和 =0.0197、u= (0.7514,0.1782,0.0704)$ )。因みに、相対残差の場合は $\triangle$749に調整され

る。 このとき、偏差平方和 $=0.0099$、 $CI.$$=0.0724$。また、 田中 (2009)の調整方式では、 $\triangle_{559}$ に調整
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される。 このとき、偏差平方和 $=0.02612$、 代用偏差平方和 $=0.0028$、 C.$I.$$=0.0585$。

例 2 対の重みが極小の場合 :{wi }$=[0.950$
、 $0.045$、 0.0051

評点化された一対比較値行列を $\triangle\subset$9$\supset$ とする。 このとき、 $CI.$$=0.2800_{o}a13=9$ に注目する。例 1と

同様に、 $\triangle_{199、}\triangle_{3\Re、}\triangle_{919}$ に着目する。一対比較値の調整手順にしたがうとき、 $\triangle_{199、}\triangle 919$ が「対の

行間の優位性」を満たさず、 下記のようになる。

$\triangle_{339}$の場合 $arrow$ $\triangle_{749}$に調整される。 代用偏差平方和 $=0.0099$、 $CI.$$=0.0724$

したがって、提示する調整では、最も小さい代用偏差平方和 0.0099をとる $\triangle 749$ を採用することにな

る $(偏差平方和 =0.552、 u=(0.7846,0.1505,0.0649))$。因みに、相対残差の場合は $\triangle$949 に調整され

る。 このとき、 偏差平方和 $=0.0313$、 C.$I.$$=0.1087$)。また、 田中 (2009)の調整方式では、 $\triangle_{939}$ に調整

される。 このとき、偏差平方和 $=0.0278$、 代用偏差平方和 $=0.0305$、 C.$I.$$=0.0678$。

例 3 $ab/c<3.78^{1}$ の例

評点化された一対比較値行列を $\triangle$219とする。 このとき、 C.$I.$$=0.1283$。 $alS=9$ に注目する。例 1と

同様に、 $\triangle_{119、}\triangle_{3ae、}\triangle_{919}$に着目する。一対比較値の調整手順にしたがうとき、 $\triangle_{199、}\triangle 919$ が「対の

行間の優位性」を満たさず、下記のようになる。

$\triangle ae9$の場合 $arrow$ $\triangle_{3\mathfrak{B}}$ に調整される。代用偏差平方和 $=0.0$
、

$CI.$$=0.O$

したがって、提示する調整では、最も小さい代用偏差平方和 0.0をとる $\triangle_{3}ae$を採用することになる $(u$

$=$ (0.6923,0.2308,0.0769)$)$。因みに、相対残差の場合は $\triangle$22gに調整される。 このとき、代用偏差平方

和 $=0.0$
、

$CI.$$=0.00368$、 $u=(0.6548,0.2499,0.0953)$。また、 田中 (2009)の調整方式では、

$\triangle 339$に調整される。

例 4 c$<$max(a,b)の例

評点化された一対比較値行列を $\triangle \mathfrak{B}$4とする。 $CI.$$=0.1283$。 $a13=4$ に注目する。 ここに、サーテイ

の完全整合性 (C I.$=$0)が成立する 3個の一対比較行列、 $\triangle_{114、}\triangle_{224、}\triangle_{414}$ に着目する。 一対比較値の

調整手順にしたがうとき、 $\triangle_{114、}\triangle_{414}$が「対の行間の優位性」を満たさず、 下記のようになる。

( $\triangle 224$の場合 $arrow$ $\triangle_{224}$に調整される。代用偏差平方和 $=0.0$
、

$CI.$$=0.O$

したがって、提示する調整では、最も小さい代用偏差平方和 0.0をとる $\triangle ae4$ を採用することになる $(u$

$=$ (0.5714,0.2857,0. 1429)$)$。因みに、相対残差の場合は $\triangle$344に調整される。 このとき、代用偏差平方

和 $=0.00267$、 C.$I.$$=0.0678$。また、 田中 (2009)の調整方式では、 $\triangle_{224}$に調整される。

以上の結果を整理する、例 1から例 4にかけて、 田中 (2009)の提示方式に対して、本稿で提示する

一対比較値行列の調整方式は、 (代用) 偏差平方和、 C.$I$ の基準で同等以上の改良を示した。 対照であ

る相対残差方式に対しては、例 1と例 2において C.$I$ 基準で良い性能を示したが、 (真の)重みとの乖

離を測る尺度である偏差平方和基準では依然として劣ることになる。
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表 5. 例 1における探索範囲 表 6. 例 2における探索範囲

表 7. 例 3における探索範囲表 8. 例 4における探索範囲

ここに、 $\bullet$ : 評点，
7. おわりに

本稿では、一対比較値行列 (n$=$3)の調整について、田中 (2009)の提示方式の改良を意図して再考した。

提示方式の特徴は望ましい評点の組を選定する探索範囲について、評点上の整合性基準を加味して制
限を強くする一方で、一対比較値行列の近傍を広げる工夫をしている。数値例の検証を通して、 田中

(2009)の提示方式よりば性能が良い結果を示したが、本研究の動機である例 1と例 2に対しては依然

として偏差平方和基準で劣ることになった。今後の対策の 1つとして、評点と推定値の乖離の程度を

情報として組み入れる、重みつき偏差平方和基準での評価が考えられる。

参考文献

(1) Saaty,T.$L$.(1980). The Analytic Hierarchy,Process,McGraw Hill,New $YorK.$

(2) 仁科健、柴山忠雄 (1992). 一対比較における固有ベクトル法と対数最小二乗法の比較、 品質、
22,2,115-123.

(3) 小澤正典 (2004). AHP における整合度 C.$I$ .値の意味と解釈、 $OR$学会研究部会「$AHP$ の世界」発表

資料 (2004.9.24).

(4) 田中浩光 (2007). AHP における一対比較値の緩和な整合性指標について、 京都大学数理解析研究
所講究録 1548,122-129.

(5) 田中浩光 (2009). AMP における一対比較値の評点化過程について、 京都大学数理解析研究所講究
録 1636,169-176.

63


