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1 はじめに

ロジット・モデルはロジスティック回帰モデルとも呼ばれ，二値データの統計分析手法
で最も広く使われているモデルである．Berkson [2] は，ロジット・モデルのいくつかの場
合において，最尤推定量 (以下，MLE) と最小ロジット・カイ 2乗推定量 $(ML\chi^{2}E)$ の平均 2

乗誤差を数値的に計算し，考えたすべての場合で $ML\chi^{2}E$ の方がMLE より平均 2乗誤差

を小さくすることを示した．MLE と $ML\chi^{2}E$ のどちらが良いかという問題は，Berkson’s
bioassay problem と呼ばれていて，古くから様々な角度から議論されてきた．Amemiya
[1] は，MLE と (ラオブラックウェル化) $ML\chi^{2}E$ の平均 2乗誤差を $o(1/n^{2})$ まで漸近展

開し，数値的に (ラオブラックウェル化) $ML\chi^{2}E$の方がMLE より平均 2乗誤差を小さ

くしていることを示した．一方，Ghosh and Sinha [3] は 2次漸近許容性の概念を提案し，
この観点からこの問題の解決を試みた．まず，彼らは 1母数分布の一般的な設定におい
て 2乗誤差損失関数の下で，修正 MLEが 2次漸近許容的となるための必要十分条件を導
出した．特に，ロジットモデルにおいて，彼らは MLE は常に 2次漸近非許容的であり，
ラオブラックウェル化 $ML\chi^{2}E$ は dose(独立な確率変数) の個数 $k$ が 4以上のとき，また
そのときに限り 2次漸近許容的となることを示した．しかしながら，多母数ロジット・モ
デルにおけるこれらの推定量の 2次漸近許容性については明らかにされていなかった．

最近，Obayashi, Tanaka and Takagi [6] は 2母数ロジットモデルにおいて，規準化さ
れた 2乗誤差損失関数の下で，MLE とラオ・ブラックウェル化 $ML\chi^{2}E$ の 2次漸近許容
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性について考察し，両者の 2次漸近許容性と非許容性を明らかにした．そこで，本論では
これらの結果を 3母数以上の場合に拡張する．

本論の構成は以下の通りである．まず，第 2章では本論で用いる記号や定義を与え，
$p(\geq 3)$ 母数分布の一般的な設定における 2次漸近許容性に関するいくつかの結果を紹介
する．第 3章ではロジットモデルにおける MLE とラオブラックウェル化 $ML\chi^{2}E$ の

2次漸近許容性について調べる．第 4章では数学的厳密さには欠けるが，第 3章では明ら
かにできなかった場合のラオブラックウェル化 $ML\chi^{2}E$ の 2次漸近非許容性について
考察する．最後に第 5章でいくっかの注意を与える．

2 準備

本章では，一般的な設定において規準化された 2乗誤差損失関数の下での 2次漸近許
容性に関する必要条件及び十分条件について述べる．

まず，$X_{1},$
$\cdots,$ $X_{n}$ を互いに独立に同一の分布 $P_{\theta}$ に従う確率ベクトルとする．ただし，

$\theta=(\theta_{1}, \theta_{2}, \cdots, \theta_{p})’\in \mathbb{R}^{p}$ は未知母数であり，$p\geq 3$ とする．ここで，島はある $\sigma$-有限
測度に関する確率密度関数 $f(x, \theta)$ を持つものとする．さらに，適当な正則条件 (例えば
Takeuchi and Akahira [7] の $(i)\sim$ (iv) $)$ を仮定する．このとき，規準化された 2乗誤差損
失関数

$l(\theta, \delta):=(\delta-\theta)’I(\theta)(\delta-\theta)$

の下で $\theta$ の推定問題を考える．$R(\theta, \delta)$ を $\theta$ の推定量 $\delta$ のリスク，つまり，$R(\theta, \delta)$ $:=$

$E_{\theta}[l(\theta, \delta)]$ とする．$\lambda_{\max}(\theta)$ と $\lambda_{\min}(\theta)$ をそれぞれ $I(\theta)$ の最大固有値，最小固有値とし，
tr $\{A\}$ と凶をそれぞれ正方行列 $A$ のトレース，行列式とする．また，ベクトル値関数 $f(\theta)$

に対して，$(d/d\theta)f(\theta);=((\partial/\partial\theta_{1})f(\theta), (\partial/\partial\theta_{2})f(\theta), \cdots, (\partial/\partial\theta_{p})f(\theta))’,$ $(d/d\theta’)f(\theta);=$

$((d/d\theta)f(\theta))’$ とする．

Ghosh and Sinha $[3|$ は以下のような 2次漸近許容性の概念を提案した．

定義 $\mathcal{D}$ を $\theta$ の 1次漸近有効な推定量のクラスとする．
(I) 以下の (i), (ii) を同時に満たす $\delta^{*}(\in \mathcal{D})$ が存在するならば，$narrow\infty$ のとき，$\delta(\in \mathcal{D})$ は

$\mathcal{D}$ において 2次漸近非許容的であ-るという．

(i) 任意の $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ に対して，$\lim_{narrow\infty}n^{2}\{R(\theta, \delta^{*})-R(\theta, \delta)\}\leq 0.$
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(ii) ある $\theta_{0}\in \mathbb{R}^{p}$ に対して，$\lim_{narrow\infty}n^{2}\{R(\theta_{0}, \delta^{*})-R(\theta_{0}, \delta)\}<0.$

(H) $narrow\infty$ のとき，$\delta(\in \mathcal{D})$ が $\mathcal{D}$ において 2次漸近非許容的でないならば，$narrow\infty$ のと

き，$\delta$ は $\mathcal{D}$ において 2次漸近許容的であるという．

$\hat{\theta}_{ML}$ を $\theta$ の MLE とし，$\hat{\theta}_{c}$ を関数 $c$ による $\theta$ の修正MLE, つまり，$\hat{\theta}_{c}$ $:=\hat{\theta}_{ML}+c(\hat{\theta}_{ML})/n$

とする．Takeuchi and Akahira [7] によると，1次漸近有効な推定量は $o_{p}(1/n)$ のオーダー

までの修正 MLE を用いて表すことができる．そこで，本論では，推定量をクラス

$\mathcal{D}:=\{\hat{\theta}_{c}:c\in C^{1}(\mathbb{R}^{p})\}$

に制限して考える．ここで，$C^{1}(\mathbb{R}^{p})$ は $\mathbb{R}^{p}$ 上の連続的微分可能な関数全体である．以降，
2次漸近許容性は，規準化された 2乗誤差損失関数の下で $narrow\infty$ のときの $\mathcal{D}$ におけ

る 2次漸近許容性を意味するものとする．$b_{c}(\theta)$ を $\hat{\theta}_{c}$ の漸近バイアス，つまり，$b_{c}(\theta)$ $:=$

$\lim_{narrow\infty}nE_{\theta}[\hat{\theta}_{c}-\theta]=b_{ML}(\theta)+c(\theta)$ とする．このとき，$\hat{\theta}_{c}$ と $\hat{\theta}_{d}(\in \mathcal{D})$ のリスクの差は，
$narrow\infty$ のとき

$R( \theta,\hat{\theta}_{d})-R(\theta,\hat{\theta}_{c})=\frac{1}{n^{2}}$tr $\{g(\theta)g’(\theta)I(\theta)+2b_{c}(\theta)g’(\theta)I(\theta)+2\frac{d}{d\theta’}g(\theta)\}+o(\frac{1}{n^{2}})$

となる．ここで，$g(\theta)$ $:=d(\theta)-c(\theta)$ である．よって，修正 MLE $\hat{\theta}_{c}$ が 2次漸近許容的とな
るための必要十分条件は，任意の $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ に対して

tr $\{g(\theta)g’(\theta)I(\theta)+2b_{c}(\theta)g’(\theta)I(\theta)+2\frac{d}{d\theta’}g(\theta)\}\leq 0$ (2.1)

を満足する $g\in C^{1}(\mathbb{R}^{p})$ が $g(\theta)=0$ のみであることとなる．

ここで，ポテンシャル関数に対応する条件について述べる．

条件 (Al) $\hat{\theta}_{c}$ の漸近バイァス $b_{c}(\theta)$ に対して，連続的微分可能な関数 $\gamma$。: $\mathbb{R}^{p}arrow \mathbb{R}_{+}$ が存
在して，

$I( \theta)b_{c}(\theta)=\frac{d}{d\theta}\log\gamma_{c}(\theta)$

が，すべての $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ に対して成り立つ．

条件 (Al) の下で，(2.1) は $h(\theta)=g(\theta)\gamma_{。}(\theta)$ と変換することにより，

$\frac{1}{\gamma_{c}(\theta)}h’(\theta)I(\theta)h(\theta)\leq-2tr\{\frac{d}{d\theta}h(\theta)\}$ (2.2)
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と同値である．

ここで，$\theta\in \mathbb{R}^{p}$ を $\theta=r\omega_{\xi}$ と変換する．ただし，$r>0,$

$\omega_{\xi}:=(\begin{array}{l}\omega_{\xi,1}\omega_{\xi,2}\vdots\omega_{\xi,p}\end{array}), \xi:=(\begin{array}{l}\xi_{1}\xi_{2}\vdots\xi_{p-1}\end{array})\in\Xi$

であり，

三 $:=$ $\{\xi\in \mathbb{R}^{p-1}:\xi_{i}\in[0, \pi)(i=1, \cdots, p-2),$ $\xi_{p-1}\in[0,2\pi)\},$

$\omega_{\xi,i}$ $;=$ $\{\begin{array}{ll}\cos\xi_{1} (i=1) ,\cos\xi_{i}\prod_{j=1}^{i-1}\sin\xi_{j}\prod_{j=1}^{p-1}\sin\xi_{j} (i=2, \cdots,p-1) ,\end{array}$

$(i=p)$

である．

定理 1修正 MLE $\hat{\theta}_{c_{0}}$ は条件 (Al) を満足し，かっ，ある $\xi_{0}$ 欧三が存在して，すべての
$\theta\in\Theta$ に対して

$H( \theta):=\int_{0}^{\infty}[\frac{\lambda_{\max}(x)}{\gamma_{c_{0}}(x)}]_{x=\theta+r\omega_{0}}dr<\infty$

を満足するものとする．ここで，$\omega_{0}$ : $=\omega\xi$。である．さらに，$H(\theta)$ の微分が積分記号内の

微分によって得られる，つまり，

$\frac{\partial}{\partial\theta_{i}}H(\theta)=\int_{0}^{\infty}\frac{\partial}{\partial\theta_{i}}[\frac{\lambda_{\max}(x)}{\gamma_{c_{0}}(x)}]_{x=\theta+r\omega_{0}}dr(i=1, \cdots,p)$

を満足するものとする．このとき，$\hat{\theta}_{c_{0}}$ は 2次漸近非許容的である．

$\underline{\overline{\equiv p}EB\hslash}$ $h(\theta)$ $:=-\omega_{0}/H(\theta)$ とおく．このとき，$\lim_{rarrow\infty}\lambda_{\max}(\theta+r\omega_{0})/\gamma_{c_{0}}(\theta+r\omega_{0})=0$ な
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ので，

tr $\{\frac{d}{d\theta’}h(\theta)\}$ $=$ $\frac{1}{H^{2}(\theta)}\int_{0}^{\infty}\frac{d}{d\theta’}[\frac{\lambda_{\max}(z)}{\gamma_{c0}(z)}]_{z=\theta+r\omega_{0}}\omega_{0}dr$

$= \frac{1}{H^{2}(\theta)}\int_{0}^{\infty}\frac{\partial}{\partial r}\frac{\lambda_{\max}(\theta+r\omega_{0})}{\gamma_{c_{0}}(\theta+r\omega_{0})}dr$

$= \frac{1}{H^{2}(\theta)}[\frac{\lambda_{\max}(\theta+r\omega_{0})}{\gamma_{c0}(\theta+r\omega_{0})}]_{r=0}^{\infty}$

$= - \frac{\lambda_{\max}(\theta)}{\gamma_{c_{0}}(\theta)H^{2}(\theta)}$

を得る．それゆえに，すべての $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ に対して，

$\frac{1}{\gamma_{c0}(\theta)}h’(\theta)I(\theta)h(\theta)+2tr\{\frac{d}{d\theta}h(\theta)\}\leq-\frac{\lambda_{\max}(\theta)}{\gamma_{c0}(\theta)H^{2}(\theta)}<0$

となることがわかる．$\blacksquare$

定理 1は積分と微分の順序交換可能性について吟味する必要がある．

系 1修正MLE $\hat{\theta}_{c_{0}}$ は条件 (Al) を満たしているものとする．このとき，すべての $\theta_{2},$

$\cdots,$ $\theta_{p}\in$

$\mathbb{R}$ に対して，

$\int_{0}^{\infty}\frac{\lambda_{\max}(\theta)}{\gamma_{c_{0}}(\theta)}d\theta_{1}<\infty$

ならば，$\hat{\theta}_{c_{0}}$ は 2次漸近非許容的である．

$\underline{\equiv Q-rBR}$ $H(\theta)$ $:= \int_{\theta_{1}}^{\infty}\{\lambda_{\max}(y, \theta_{2})/\gamma_{c_{0}}(y, \theta_{2})\}dy$ とおく．このとき，$h(\theta)=-(1/H(\theta), 0)’$ が

(2.2)を満たしていることは容易に示すことができる．$\blacksquare$

定理 2修正 MLE $\hat{\theta}_{c0}$ は条件 (Al) を満たしているものとし，

$\eta_{c0}(r):=\int_{\Xi}[\frac{\gamma_{c_{0}}(\theta)}{\lambda_{\min}(\theta)}]_{\theta=r\omega_{\xi}}J(\xi)d\xi$

とおく．ここで，

$J( \xi):=\prod_{i=1}^{p-2}\sin^{p-i-1}\xi_{i}$

である．このとき，ある $\epsilon>0$ に対して，

$\lim_{Marrow\infty}l^{M}\frac{dr}{r^{p-1}\eta_{c_{0}}(r)}=\infty$

ならば，$\hat{\theta}_{c0}$ は 2次漸近許容的である．
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証明 $u>0$ に対して，$\mathcal{D}_{u}:=\{\theta\in \mathbb{R}^{p}. :|\theta|\leq u\}$ とおく．このとき，(2.2) ならば，

$\int_{\mathcal{D}_{u}}\frac{1}{\gamma_{c_{0}}(\theta)}h’(\theta)I(\theta)h(\theta)d\theta\leq-2\int_{\mathcal{D}_{u}}$tr $\{\frac{d}{d\theta’}h(\theta)\}d\theta$ (2.3)

となる．(2.3) の左辺は，

$\int_{0}^{u}r^{p-1}G(r)dr$

と表される．ここで，

$G(r):= \int_{\Xi}\frac{1}{\gamma_{c_{0}}(r\omega_{\xi})}h’(r\omega_{\xi})I(r\omega_{\xi})h(r\omega_{\xi})J(\xi)d\xi$

である．Green の公式と Schwarz の不等式を用いることにより，(2.3) の右辺は，

$-2u^{p-1} \int_{-}--\omega_{\xi}’h(r\omega_{\xi})J(\xi)d\xi$

$\leq 2u^{p-1}\{\int_{-}--\frac{1}{\gamma_{c0}(u\omega_{\xi})}h’(u\omega_{\xi})I(u\omega_{\xi})h(u\omega_{\xi})J(\xi)d\xi\}^{1/2}$

$\cross\{\int_{\Xi}\gamma_{c_{0}}(u\omega_{\xi})\omega_{\xi}’I^{-1}(u\omega_{\xi})\omega_{\xi}J(\xi)d\xi\}^{1/2}$

$\leq 2\sqrt{v^{p-1}G(u)}\sqrt{\tau\parallel^{-1}\eta_{c_{0}}(u)}$

のように表される．それゆえに，すべての $0<u<v<\infty$ に対して，

$\int_{u}^{v}r^{p-1}G(r)dr\leq 2\{\sqrt{v^{p-1}G(u)}\sqrt{u^{p-1}\eta_{c_{0}}(u)}+\sqrt{v^{p-1}G(v)}\sqrt{v^{p-1}\eta_{c_{0}}(v)}\}$

となることがわかる．ここで，$\gamma_{c_{0}}(r\omega_{\xi})/\lambda_{\min}(r\omega_{\xi})$ は $r$ の連続関数なので，$\lim_{rarrow 0}\eta_{c_{0}}(r)=$

$\gamma_{c0}(0)\int_{\Xi}J(\xi)d\xi/\lambda_{\min}(0)<\infty$ となる．したがって，Karlin [4] や Ghosh and Sinha [3] と

同様の議論によって証明が得られる
$\blacksquare$

3 ロジットモデルにおける 2次漸近許容性
本章では，$p(\geq 3)$ 母数ロジット モデルにおける，MLE とラオ・ブラックウェル化

$ML\chi^{2}E$ の 2次漸近許容性について考える．$R_{i}(i=1, \cdots, k)$ は互いに独立に二項分布
$B(n, P_{i}(\theta))$ に従う確率ベクトルとする．ここで，

$P_{i}( \theta):=\frac{1}{1+\exp(-x_{i}’\theta)}$
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であり，$\theta:=(\theta_{1}, \theta_{2}, \cdots, \theta_{p})’(\in \mathbb{R}^{p})$ は未知，$x_{i}=(d_{i,1}, d_{i,2}, \cdots, d_{i,p})’$ は既知であり，あ
る $i_{1}>\cdots>i_{p}$ に対して $|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|\neq 0$ とする．ただし，$d_{i,1}=1$ である．

$i=1,$ $\cdots,$
$k$ に対して，$Y_{i1},$ $\cdots$ , $Y_{in}$ を互いに独立に二項分布 $B(1, P_{i}(\theta))$ に従う確率ベク

トルとし，$j=1,$ $\cdots,$ $n$ に対して，$Z_{j}:=(Y_{1j}, \cdots, Y_{kj})’$ とおくと，$Z_{1},$
$\cdots,$

$Z_{n}$ は互いに独

立に同一の分布に従う確率ベクトルとなり，1標本当たりのフイッシャー情報行列は，

$I( \theta)=\sum_{i=1}^{k}P_{i}(\theta)(1-P_{i}(\theta))x_{i}x_{i}’$

によって与えられる．$\hat{\theta}_{ML}$ を $\theta$ の MLE, $\tilde{\theta}_{logit}$ を $\theta$ のラオブラックウエル化 $ML\chi^{2}E$ と

する．つまり，

$\tilde{\theta}_{logit}=\hat{\theta}_{ML}+\frac{1}{n}(b_{logit}(\hat{\theta}_{ML})-b_{ML}(\hat{\theta}_{ML}))$

である．ここで，Amemiya [1] の結果を用いて，$\hat{\theta}_{ML}$ と $\tilde{\theta}_{logit}$ の両方が条件 (Al) を満たし

ていることを示す．まず，$l=1,2,$ $\cdots,p$ に対して，

$\frac{\partial}{\partial\theta_{l}}\log|I(\theta)|=tr\{I^{-1}(\theta)\frac{\partial}{\partial\theta_{l}}I(\theta)\}$

となる (Magnus and Neudecker [5] の定理 8.3.2) よって，Amemiya [1] における行列
$X’D_{1}X,$ $X’D_{2}D_{4}1,$ $X’D_{1}1$ は

$X’D_{1}X = nI(\theta)$ , (3.1)

$X’D_{2}D_{4}1 = - \frac{d}{d\theta}\log|I(\theta)|$ , (3.2)

$X’D_{1}1 = -2 \frac{d}{d\theta}\log\prod_{i=1}^{k}\{P_{i}(\theta)\exp(-\frac{1}{2}x_{i}’\theta)\}$ (3.3)

によって与えられる．(3.1), (3.2), (3.3) を Amemiya [1] の (35), (64) に代入することに

より，$\hat{\theta}_{ML}$ と $\tilde{\theta}_{logit}$ の漸近バイアスは，それぞれ

$b_{ML}( \theta) = I^{-1}(\theta)\frac{d}{d\theta}\log\frac{1}{\sqrt{|I(\theta)|}},$

$b_{logit}( \theta) = I^{-1}(\theta)\frac{d}{d\theta}\log[\frac{1}{|I(\theta)|}\prod_{i=1}^{k}\{P_{i}(\theta)\exp(-\frac{1}{2}x_{i}’\theta)\}]$

となり，$\hat{\theta}_{ML}$ と $\tilde{\theta}_{logit}$ は，

$\gamma_{ML}(\theta) = \frac{1}{\sqrt{|I(\theta)|}}$ , (3.4)

$\gamma_{logit}(\theta) = \frac{1}{|I(\theta)|}\prod_{i=1}^{k}\{P_{i}(\theta)\exp(-\frac{1}{2}x_{i}’\theta)\}$ (3.5)
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とすることにより，条件 (Al) を満たしていることがわかる．

定理 1と定理 2をロジット・モデルに適用するために，いくっかの補題を準備する．

補題 1 フィツシャー情報行列 $I(\theta)$ について，

$|I( \theta)|=\sum_{i_{1}>\cdots>i_{p}}P_{i_{1}}(\theta)(1-P_{i_{1}}(\theta))\cdots P_{i_{p}}(\theta)(1-P_{i_{p}}(\theta))|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|^{2}$

が成り立つ．

$\underline{\overline{\equiv p}rHfl}$ $S_{p}$ を $P$次の対称群とし，sgn$(\sigma)$ を $\sigma\in S_{p}$ の指標とする．$I(\theta)$ の $(\alpha, \beta)$ 成分は
$I_{\alpha\beta}( \theta)=\sum_{i=1}^{k}P_{i}(\theta)(1-P_{i}(\theta))d_{i,\alpha}d_{i,\beta}$ であるので，

$|I(\theta)|$ $=$ $\sum_{\sigma\in S_{p}}sgn(\sigma)\sum_{i_{1}=1}^{k}P_{i_{1}}(\theta)(1-P_{i_{1}}(\theta))d_{i_{1_{\rangle}}1}d_{i_{1},\sigma(1)}\cdots\sum_{i_{p}=1}^{k}P_{i_{p}}(\theta)(1-P_{i_{p}}(\theta))d_{i_{p},p}d_{i_{p},\sigma(p)}$

$=$ $\sum_{i_{1}=1}^{k}$ . . . $\sum_{i_{p}=1}^{k}P_{i_{1}}(\theta)(1-P_{i_{1}}(\theta))\cdots P_{i_{p}}(\theta)(1-P_{i_{p}}(\theta))d_{i_{1},1}\cdots d_{i_{p},p}$

$\cross\sum_{\sigma\in S_{p}}sgn(\sigma)d_{i_{1},\sigma(1)}\cdots d_{i_{p},\sigma(p)}$

$=$ $\sum_{i_{1}=1}^{k}\cdots\sum_{i_{p}=1}^{k}P_{i_{1}}(\theta)(1-P_{i_{1}}(\theta))\cdots P_{i_{p}}(\theta)(1-P_{i_{p}}(\theta))d_{i_{1},1}\cdots d_{i_{p},p}|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|$

$= \sum_{\sigma\in S_{p}}\sum_{i_{\sigma(1)}>i_{\sigma(2)}>>i_{\sigma(p)}}\ldots P_{i_{1}}(\theta)(1-P_{i_{1}}(\theta))\cdots P_{i_{p}}(\theta)(1-P_{i_{p}}(\theta))$

$\cross d_{i_{1},1}\cdots d_{i_{p},p}|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|$

となる．ここで，$i_{\sigma(1)}=i_{1},$ $\cdots,$ $i_{\sigma\omega)}=i_{p}$ とおくと，

$|I(\theta)|$ $=$
$\sum_{\sigma\in \mathcal{S}_{p}}\sum_{i_{1}>i_{2}>\cdot\cdot>i_{p}}.P_{i_{1}}(\theta)(1-P_{i_{1}}(\theta))\cdots P_{i_{p}}(\theta)(1-P_{i_{p}}(\theta))$

$\cross d_{i_{\sigma^{-1}(1)},1}\cdots d_{i_{\sigma^{-1}(p)},p}|(x_{i_{\sigma^{-1}(1)}}, \cdots, x_{i_{\sigma^{-1}(p)}})|$

$= \sum_{i_{1}>i_{2}>\cdot\cdot>i_{p}}.P_{i_{1}}(\theta)(1-P_{i_{1}}(\theta))\cdots P_{i_{p}}(\theta)(1-P_{i_{p}}(\theta))$

$\cross\sum_{\sigma\in あ}d_{i_{\sigma(1)},1}\cdots d_{i_{\sigma(p)},p}|(x_{i_{\sigma(1)}}, \cdots, x_{i_{\sigma(p)}})|sgn(\sigma)$

$=i_{1}>i_{2}> \cdot\cdot>i_{p^{-}}\sum_{-}.P_{i_{1}}(\theta)(1-P_{i、}(\theta))\cdots P_{i_{p}}(\theta)(1-P_{i_{p}}(\theta))|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|^{2}-$

を得る
$\blacksquare$
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補題 2任意の $\theta_{1}>0,$ $\theta_{2},$

$\cdots,$ $\theta_{p}\in \mathbb{R}$ に対して，次の不等式が成り立つ．

(i) tr $\{I(\theta)\}\leq C_{d1}(\theta_{\{1\}})e^{-\theta_{1}}.$

(ii) $|I(\theta)|\leq C_{d2}(\theta_{\{1\}})e^{-p\theta_{1}}.$

(iii) $\prod_{i=1}^{k}\{P_{i}(\theta)\exp(-\frac{1}{2}x_{i}’\theta)\}\geq C_{d3}(\theta_{\{1\}})\exp(-\frac{k}{2}\theta_{1})$ .

ここで，

$d ;= (d_{i,j})_{i=1,2,\cdots,p,j=1,2,\cdots k}\rangle,$

$C_{d1}( \theta_{\{1\}}) := \sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}d_{i,j}^{2}\exp(\sum_{m=2}^{p}|d_{i,m}\theta_{m}|)$ ,

$C_{d2}( \theta_{\{1\}}) ;=\sum_{i_{1}>i_{2}>\cdot\cdot>i_{p}}.|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|^{2}\exp(\sum_{s=1}^{p}\sum_{m=2}^{p}|d_{i_{s},m}\theta_{m}|)$ ,

$C_{d3}( \theta_{\{1\}}) ;= \frac{1}{2^{k}}\exp(-\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{k}\sum_{m=2}^{p}|d_{i,m}\theta_{m}|)$

である．

証明 任意の $\theta_{1}>0,$ $\theta_{2},$

$\cdots,$ $\theta_{p}\in \mathbb{R}$ に対して，

$P_{i}( \theta)(1-P_{i}(\theta))\leq\exp(-|x_{i}’\theta|)\leq\exp(-\theta_{1}+\sum_{m=2}^{p}|d_{i,m}\theta_{m}|)$

となることは容易にわかる．また，

$tr$ $\{I(\theta)\}=\sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}d_{i}^{2_{j}},P_{i}(\theta)(1-P_{i}(\theta))$

なので，(i) を得る．また，補題 1より (ii) を得る．さらに，

$P_{i}( \theta)\exp(-\frac{1}{2}x_{i}’\theta)$ $=$ $\frac{1}{\exp(x_{i}’\theta/2)+\exp(-x_{i}’\theta/2)}$

$\geq \frac{1}{2}\exp(-\frac{1}{2}|x_{i}’\theta|)\geq\frac{1}{2}\exp\{-\frac{1}{2}(\theta_{1}+\sum_{m=2}^{p}|d_{i,m}\theta_{m}|)\}$

も容易に示すことができる．このことから，(iii)を得る．$\blacksquare$
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補題 3 $l_{i}\neq l_{j}$ に対して，

三 $:=\{\xi\in \mathbb{R}^{p-1}:\xi_{i}\in[0, \pi)(i=1, \cdots,p-2), \xi_{p-1}\in[0,2\pi)\},$

$\Xi_{l_{1},\cdots,l_{p}}:=\{\xi\in$ 三 $:|x_{\iota_{1}}’\omega_{\xi}|<|x_{l_{2}}’\omega_{\xi}|<\cdots<|x_{l_{p}}’\omega_{\xi}|<|x_{i}’\omega_{\xi}|(i\neq l_{1}, \cdots, l_{p})\}$

とおく．任意の $\xi\in\Xi_{l_{1},l_{2},\cdots,l_{p}}$ , 任意の $r>0$ に対して，次の不等式が成り立っ．
(i) tr $\{I(r\omega_{\xi})\}\leq C_{d4}\exp(-r|x_{l_{1}}’\omega_{\xi}|)$ .

(ii) $|I(r \omega_{\xi})|\geq C_{d5}\exp(-r\sum_{m=1}^{p}|x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|)$

(iii) $\prod_{i=1}^{k}\{P_{i}(r\omega_{\xi})\exp(-\frac{r}{2}x_{i}’\omega_{\xi})\}\leq\exp(-\frac{r}{2}\sum_{i=1}^{k}|x_{i}’\omega_{\xi}|)$

ここで，

$C_{d4} ;= \sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}d_{i,j}^{2},$

$C_{d5} := \frac{1}{4^{p}}|(x_{l_{1}}, x_{l_{2}}, \cdots, x_{l_{p}})|^{2},$

である．

証明 任意の $\xi\in\Xi_{l_{1},l_{2},\cdots,l_{p}}$ , 任意の $r>0$ に対して，

$\frac{1}{4}\exp(-r|x_{i}’\omega_{\xi}|)\leq P_{i}(r\omega_{\xi})(1-P_{i}(r\omega_{\xi}))\leq\exp(-r|x_{i}’\omega_{\xi}|)$

となるので，

$tr\{I(r\omega_{\xi})\} = \sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}d_{i,j}^{2}P_{i}(r\omega_{\xi})(1-P_{i}(r\omega_{\xi}))$

$\leq \sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}d_{i,j}^{2}\exp(-r|x_{i}’\omega_{\xi}|)$

$\leq \exp(-r|x_{l_{1}}’\omega_{\xi}|)\sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}d_{i,j}^{2},$

及び，補題 1より，

$|I(r \omega_{\xi})| \geq \frac{1}{4^{p}}\sum_{i_{1}>\cdots>i_{p}}|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|^{2}\exp(-r\sum_{m=1}^{p}|x_{i_{m}}’\omega_{\xi}|)$

$\geq \frac{1}{4^{p}}|-(x_{l_{1}}, x_{l_{2}}, \cdots, x_{l_{p}})|^{2}\exp-(-r\sum_{m=1}^{p}|^{---}x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|)$
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を得る．さらに，不等式

$P_{i}(r \omega_{\xi})\exp(-\frac{r}{2}x_{i}’\omega_{\xi})=\frac{1}{\exp(rx_{i}’\omega_{\xi}/2)+\exp(-rx_{i}’\omega_{\xi}/2)}\leq\exp(-\frac{r}{2}|x_{i}’\omega_{\xi}|)$

から (iii)を得る．$\blacksquare$

定理 3 $\hat{\theta}_{ML}$ は常に 2次漸近非許容的である．

証明 $\lambda_{\max}(\theta)\leq$ tr $\{I(\theta)\}$ は容易に示すことができる．(3.4) と補題 2から，任意の $\theta_{1}>$

$0,$ $\theta_{2},$

$\cdots,$ $\theta_{p}\in \mathbb{R}$ に対して，

$\frac{\lambda_{\max}(\theta)}{\gamma_{ML}(\theta)} \leq \sqrt{|I(\theta)|}tr\{I(\theta)\}$

$\leq C_{d1}(\theta_{\{1\}})\sqrt{C_{d2}(\theta_{\{1\}})}\exp\{-\frac{1}{2}(p+2)\theta_{1}\}$

となることがわかる．それゆえに，

$\int_{0}^{\infty}\frac{\lambda_{\max}(\theta)}{\gamma_{ML}(\theta)}d\theta_{1}\leq\int_{0}^{\infty}C_{d1}(\theta_{\{1\}})\sqrt{C_{d2}(\theta_{\{1\}})}\exp\{-\frac{1}{2}(p+2)\theta_{1}\}d\theta_{1}<\infty$

となり，系 1より $\hat{\theta}_{ML}$ は 2次漸近非許容的であることがわかる．$\blacksquare$

定理 4 $\tilde{\theta}_{logit}$ は，$p\leq k\leq 2p+1$ のとき 2次漸近非許容的である．

証明 定理 3の証明と同様にして，任意の $\theta_{1}>0,$ $\theta_{2},$

$\cdots,$ $\theta_{p}\in \mathbb{R}$ に対して，

$\frac{\lambda_{\max}(\theta)}{\gamma_{1ogit}(\theta)} \leq \frac{|I(\theta)|tr\{I(\theta)\}}{\prod_{i=1}^{k}\{P_{i}(\theta)\exp(-\frac{1}{2}x_{i}’\theta)\}}$

$\leq \frac{C_{d1}(\theta_{\{1\}})C_{d2}(\theta_{\{1\}})}{C_{d3}(\theta_{\{1\}})}\exp\{-\frac{1}{2}(2p+2-k)\theta_{1}\}$

となることがわかる．それゆえに，系 1より，$p\leq k\leq 2p+1$ のとき $\tilde{\theta}_{logit}$ は 2次漸近非許
容的であることがわかる $\blacksquare$

定理 5 $\tilde{\theta}_{logit}$ は，任意の $\xi\in$ 三に対して，

$2(p-1)|x_{l_{1}}’ \omega_{\xi}|-4\sum_{m=1}^{p}|x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|+\sum_{m=1}^{k}|x_{\iota_{m}}’\omega_{\xi}|>0$ (3.6)

となるとき，2次漸近許容的である．ここで

$|x_{l_{1}}’\omega_{\xi}|<|x_{l_{2}}’\omega_{\xi}|<\cdots<|x_{l_{k}}’\omega_{\xi}|$

である．特に，$k\geq 4p-3$ のとき，$\tilde{\theta}_{logit}$ は 2次漸近許容的である．
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証明 まず，$\eta_{1ogit}(r)$ が

$\eta_{logit}(r)=\sum_{\iota_{i}\neq l_{j}}\int_{\Xi_{t_{1},l_{2},\cdots,l_{p}}}\frac{\gamma_{1ogit}(r\omega_{\xi})}{\lambda_{\min}(r\omega_{\xi})}d\xi.$

と表せることに注意する．ここで，$;_{l_{1},l_{2},\cdots,l_{p}}$ は補題 3で定義されたものである．

$\frac{1}{\lambda_{\min}(\theta)}\leq\frac{tr^{p-1}\{I(\theta)\}}{|I(\theta)|}$

であるので，(3.5) と補題 3から，任意の $\xi\in\Xi_{l_{1},l_{2},\cdots,l_{p}}$ , $r>0$ に対して，

$\frac{\gamma_{1ogit}(r\omega_{\xi})}{\lambda_{\min}(r\omega_{\xi})}$ $\leq$ $\frac{tr^{p-1}\{I(r\omega_{\xi})\}}{|I(r\omega_{\xi})|^{2}}\prod_{i=1}^{k}\{P_{i}(r\omega_{\xi})\exp(-\frac{r}{2}x_{i}’\omega_{\xi})\}$

$\leq C_{d6}\exp\{-\frac{r}{2}(2(p-1)|x_{l_{1}}’\omega_{\xi}|-4\sum_{m=1}^{p}|x_{\iota_{m}}’\omega_{\xi}|+\sum_{m=1}^{k}|x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|)\}.$

となることがわかる．ここで，$C_{d6}$ は定数である．(3.6) が成り立っとき，$\lim_{rarrow\infty}r^{p-1}$

$\cross\eta_{1}$。$git(r)=0$ となり，定理 2より定理の前半を得る．特に，$p\geq 3$ に注意すると，

$k\geq 4p-3 \Leftrightarrow -3(p-1)+(k-p)>0$

$\Rightarrow (2p-5)|x_{l_{1}}’\omega_{\xi}|-3\sum_{m=2}^{p}|x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|+\sum_{m=p+1}^{k}|x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|>0$

$\Leftrightarrow 2(p-1)|x_{l_{1}}’\omega_{\xi}|-4\sum_{m=1}^{p}|x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|+\sum_{m=1}^{k}|x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|>0$

となることが示せるので，定理の後半を得る．$\blacksquare$

4 考察

定理 4と定理 5だけでは，$\tilde{\theta}_{1}$

。git の 2次漸近許容性と非許容性を判定できない場合があ

る．この点については，残念ながら現在のところ納得のいく結果が得られていない状況
である．本章では，数学的な厳密さには欠けるが，定理 1での積分と微分の順序交換可能
性を認めた上で，この未解明な場合について考察する．

定理 1を適用するため，次の補題を準備する．

補題 4任意の $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ , 任意の $r>0$ , 任意の $\xi\in\Xi_{l_{1},\cdots,l_{p}}$ に対して，次の不等式が成り
立つ．
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(i) tr $\{I(\theta+r\omega_{\xi})\}\leq C_{d7}(\theta)\exp(-r|x_{l_{1}}’\omega_{\xi}|)$ .

(ii) $|I( \theta+r\omega_{\xi})|\leq C_{d8}(\theta)\exp(-r\sum_{m=1}^{p}|x_{l_{m}}’\omega_{\xi}|)$ .

(iii) $\prod_{i=1}^{k}\{P_{i}(\theta+r\omega_{\xi})\exp(-\frac{1}{2}x_{i}’(\theta+r\omega_{\xi}))\}\geq C_{d9}(\theta)\exp(-\frac{r}{2}\sum_{i=1}^{k}|x_{i}’\omega_{\xi}|)$ .

ここで，

$C_{d7}( \theta) ;= \sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}\exp(|x_{i}’\theta|)d_{i,j}^{2},$

$C_{d8}( \theta) ;= \sum_{i_{1}>\cdots>i_{p}}|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|^{2}\exp(\sum_{n=1}^{p}|x_{i_{n}}’\theta|)$ ,

$C_{d9}( \theta) ;= \frac{1}{2^{k}}\exp(-\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{k}|x_{i}’\theta|)$ ,

である．

証明 任意の $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ , 任意の $r>0$ , 任意の $\xi\in\Xi_{l_{1},\cdots,l_{p}}$ に対して，

$P_{i}(\theta+r\omega_{\xi})(1-P_{i}(\theta+r\omega_{\xi}))\leq\exp(|x_{i}’\theta|)\exp(-r|x_{i}’\omega_{\xi}|)$

となるので，

$tr\{I(\theta+r\omega_{\xi})\} = \sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}d_{i,j}^{2}P_{i}(\theta+r\omega_{\xi})(1-P_{i}(\theta+r\omega_{\xi}))$

$\leq \sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}d_{i,j}^{2}\exp(|x_{i}’\theta|)\exp(-r|x_{i}’\omega_{\xi}|)$

$\leq \exp(-r|x_{l_{1}}’\omega_{\xi}|)\sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1}^{p}\exp(|x_{i}’\theta|)d_{i,j}^{2},$

及び

$|I(\theta+r\omega_{\xi})|$ $\leq$ $\sum_{i_{1}>\cdots>i_{p}}|(x_{i_{1}}, x_{i_{2}}, \cdots, x_{i_{p}})|^{2}\exp(\sum_{m=1}^{p}|x_{i_{m}}’\theta|)\exp(-r\sum_{m=1}^{p}|x_{i_{m}}’\omega_{\xi}|)$

$= C_{d8}( \theta)\exp(-r\sum_{m=1}^{p}|x_{\iota_{m}}’\omega_{\xi}|)$
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を得る．さらに，不等式

$P_{i}( \theta+r\omega_{\xi})\exp(-\frac{1}{2}x_{i}’(\theta+r\omega_{\xi}))$ $=$ $\frac{1}{\exp(x_{i}’(\theta+r\omega_{\xi})/2)+\exp(-x_{i}’(\theta+r\omega_{\xi})/2)}$

$\geq \frac{1}{2}\exp(-\frac{1}{2}|x_{i}’(\theta+r\omega_{\xi})|)$

$\geq \frac{1}{2}\exp(-\frac{1}{2}|x_{i}’\theta|)\exp(-\frac{r}{2}|x_{i}’\omega_{\xi}|)$

から (iii)を得る．$\blacksquare$

ここで，ある $\xi_{0}\in$ 三が存在して，

$\frac{\partial}{\partial\theta_{i}}\int_{0}^{\infty}[\frac{\lambda_{1nax}(x)}{\gamma_{1ogit}(x)}]_{x=\theta+r\omega_{0}}dr=\int_{0}^{\infty}\frac{\partial}{\partial\theta_{i}}[\frac{\lambda_{maK’}(x)}{\gamma_{1ogit}(x)}]_{x=\theta+r\omega_{0}}dr$ $(i=1, \cdots,p)$

が成り立っているものとする．このとき，補題 4より，任意の $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ , 任意の $r>0$ , 任意

の $\xi\in\Xi_{l_{1},\cdots,l_{p}}$ に対して，

$\lambda_{\max}(\theta+r\omega_{0})$

$\leq$
$\frac{|I(\theta+r\omega_{0})|tr\{I(\theta+r\omega_{0})\}}{k}$

$\gamma_{logit}(\theta+r\omega_{0})$

$\prod_{i=1}[P_{i}(\theta+r\omega_{0})\exp\{-x_{i}’(\theta+r\omega_{0})/2\}]$

$\leq C_{d10}(\theta)\exp\{-\frac{r}{2}(2|x_{l_{1}}’\omega_{0}|+2\sum_{m=1}^{p}|x_{l_{m}}’\omega_{0}|-\sum_{m=1}^{k}|x_{l_{m}}’\omega_{0}|)\}$

となることがわかる．それゆえに，定理 1より

$2|x_{l_{1}}’ \omega_{0}|+2\sum_{m=1}^{p}|x_{l_{m}}’\omega_{0}|-\sum_{m=1}^{k}|x_{l_{m}}’\omega_{0}|>0$

となるとき，$\tilde{\theta}_{logit}$ は 2次漸近非許容的であることが示される．ここで

$|x_{\iota_{1}}’\omega_{0}|<|x_{l_{2}}’\omega_{0}|<\cdots<|x_{l_{k}}’\omega_{0}|$

である．

5 まとめ

1母数ロジーッ b- $\cdot-$ モデルに-おいて，Ghosh and Sinh$a^{-}[3]$ は 2乗誤差損失関数の下で，
MLE は常に 2次漸近非許容的であり，ラオブラックウェル化 $ML\chi^{2}E$ は dose の個数 $k$
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が 4以上のとき，またそのときに限り 2次漸近許容的となることを示した．[3] で使われ
た損失関数は，本論で用いたものとは異なるが，1母数モデルにおいて，2乗誤差損失関数
の下での許容性の結果は，規準化された 2乗誤差損失関数の下での結果と一致している
ことは容易に示すことができる．表 1に規準化された 2乗誤差損失関数の下での Ghosh
and Sinha [3], Obayashi, Tanaka and Takagi [6] と本論での結果をまとめた．ロジット
モデルの設定から，dose の個数 $k$ は母数 $P$ 以上なので，$**$ の部分は考えられない．また，
SOI◆は，第 4章で考察したものだが，議論に用いた定理 1での積分と微分の順序交換の
正当化ができていない部分である．なお，表 1の？ は，まだ未解決な部分として残され
ている．これは今後の課題である．
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