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1. はじめに

統計的推定における最小分散推定については，完備十分統計量が存在する場合にはそれ
に基づく一様最小分散不偏 (UMVU)推定量を求めれば良い (Lehmann and Casella[LC98]).
また，Cramer-Rao等の情報不等式による下界を利用して (U)MVU 推定量を求めること
もできる．しかし，指数型分布族等の下で完備十分統計量が存在した場合にそれに基づく
UMVU推定量の形を具体的に求めることが容易でないこともある．
本稿においては曲指数型分布族に属する典型的な分布として正規分布 $N(\theta, \theta)(\theta>0)$

を取り上げ，その分布モデルにおいて $\theta$ の推定問題を考える．最近，そのモデルにおいて
Mukhopadhyay[M06] は $\theta$ に対する完備十分統計量と $\theta$ の最尤推定量の期待値と平均 2乗
誤差 (MSE) の計算を $\theta$ の特別な値について計算ソフト MAPLE にょって求めて比較して
いる．本稿においては，それを可能な限り解析的に求めた上で，[MO6] の数値結果との比
較を行う ([K12]). なお，同様な曲指数型分布モデルにおいて大偏差近似の観点から最尤
推定量の大偏差有効性についても論じられている (Akahira[A10]).

2. 正規モデルにおける母数の UMVU 推定
まず，$X_{1},$

$\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に，いずれも正規分布 $N(\theta, \sigma^{2})$ に従う確率変数とする．

ただし，$\theta$ と $\sigma^{2}$ は未知の母数とする．このとき，$\overline{X}:=(1/n)\sum_{i=1}^{n}X_{i},$ $S^{2}:= \sum_{i=1}^{n}(X_{i}-X^{-})^{2}$

とおくと，$(\overline{X}, S^{2})$ は $(\theta, \sigma^{2})$ に対する完備十分統計量になる．このとき，$\overline{X}$ は $\theta$ の UMVU
推定量で，その分散は $V(\overline{X})=\sigma^{2}/n$ になるから，$\sigma^{2}$ の UMVU推定が重要になる．そこ
で，$S^{2}/\sigma^{2}$ が自由度 $n-1$ のカイ 2乗分布に従うので，それを確率変数 $\chi_{n-1}^{2}$ と表ゎせば

$E( \frac{S^{r}}{\sigma^{r}})=E[\chi_{n-1}^{r}]=\frac{\Gamma(\frac{n+r-1}{2})}{\Gamma(\frac{n-1}{2})}2^{r/2}=:K_{n-1,r}$

になる $([LC98])$ . ただし，$S=\sqrt{S^{2}}$ とする．このとき，$n>-r+1$ について，$S^{r}/K_{n-1,r}$

は $\sigma^{r}$ の UMVU 推定量になり，特に $S^{2}/(n-1)$ は $\sigma^{2}$ の UMVU推定量になる．また，$\overline{X}$

は $\theta$ の UMVU 推定量で $1/(K_{n-1},{}_{-1}S)$ は $1/\sigma$ の UMVU推定量になる．さらに，$\overline{X}$ と $S$ は

たがいに独立であるから，$n>2$ のとき $\overline{X}/(K_{n-1},{}_{-1}S)$ は $\theta/\sigma$ の不偏推定量になり，従っ
て UMVU推定量になる ([LC98]).
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3. ある曲指数型分布モデルにおける母数の推定量の比較
確率変数 $X$ が正規分布 $N(\theta, \theta)(\theta>0)$ に従うと仮定すると，$\theta$ に対する完備十分統計

量が $|X|$ になることから，$|X|$ の定数倍の形の $\theta$ の MVU推定量が存在するか否かを考え，

また，$|X|$ と $\theta$ の最尤推定量 (MLE) の MSE の数値比較が行われている ([M06]). このと

き，$\theta$ の MLE は

$\hat{\theta}_{ML}=\sqrt{X^{2}+\frac{1}{4}}-\frac{1}{2}$

になり $|X|$ の関数にはなるが，$\theta$ の不偏推定量ではない．そこで，[M06] において $T:=|X|$

の確率密度関数 $(pdf)$ は

$f_{T}(t, \theta)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}(e^{-t}+e^{t})\exp(-\frac{t^{2}}{2\theta}-\frac{\theta}{2}) (t>0) ,0 (その他)\end{array}$

になり，$T$ と $\hat{\theta}_{ML}$ の期待値，MSE は

$E_{\theta}[T]= \frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}\int_{0}^{\infty}u(e^{-u}+e^{u})e^{-u^{2}/(2\theta)}du$ , (3.1)

$E_{\theta}[ \hat{\theta}_{ML}]=\frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}\int_{0}^{\infty}(\sqrt{u^{2}+\frac{1}{4}}-\frac{1}{2})(e^{-u}+e^{u})e^{-u^{2}/(2\theta)}du$, (3.2)

$MSE_{\theta}[T]= \frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}\int_{0}^{\infty}(u-\theta)^{2}(e^{-u}+e^{u})e^{-u^{2}/(2\theta)}du$ , (3.3)

$MSE_{\theta}[ \hat{\theta}_{ML}]=\frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}\int_{0}^{\infty}(\sqrt{u^{2}+\frac{1}{4}}-\frac{1}{2}-\theta)^{2}(e^{-u}+e^{u})e^{-u^{2}/(2\theta)}du$ (3.4)

になり，計算ソフト MAPLE を用いて $(3.1)\sim(3.4)$ より $\theta^{-1}E_{\theta}[|X|],$ $MSE_{\theta}[|X|],$ $\theta^{-1}E_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}],$

$MSE_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}]$ の数値計算して数表が得られている．

次節において，$(3.1)\sim(3.4)$ を解析的に計算し，その上で数値を求めて，[M06] のそれ
らと比較する．

4. ある曲指数型分布モデルにおける母数の推定量の期待値と MSE
まず，(3.1) と (3.3) の積分を変数変換して解析的に計算すると

$E_{\theta}[|X|]= \frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}\{\theta-e^{\theta/2}\theta\sqrt{2\pi\theta}(1-\Phi(\sqrt{\theta}))+\theta+e^{\theta/2}\theta\sqrt{2\pi\theta}\Phi(\sqrt{\theta})\}$

$= \frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}\{2\theta+e^{\theta/2}\theta\sqrt{2\pi\theta}(2\Phi(\sqrt{\theta})-1)\}$

$=\sqrt{\frac{2\theta}{\pi}}e^{-\theta/2}+\theta(2\Phi(\sqrt{\theta})-1)$,

$MSE_{\theta}[|X|]= \frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}\{-3\theta^{2}+e^{\frac{\theta}{2}}\theta\sqrt{2\pi\theta}(1+4\theta)(1-\Phi(\sqrt{\theta}))-\theta^{2}+e^{\theta/2}\theta\sqrt{2\pi\theta}\Phi(\sqrt{\theta})\}$
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になり，

$=- \frac{4\theta^{2}}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}+\theta(1+4\theta)(1-\Phi(\sqrt{\theta}))+\theta\Phi(\sqrt{\theta})$

$= \theta+4\theta^{2}-4\theta^{2}\Phi(\sqrt{\theta})-\frac{4\theta^{2}}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\theta/2}$ (41)

$\frac{1}{\theta}E_{\theta}[|X|]=\sqrt{\frac{2}{\pi\theta}}e^{-\theta/2}+2\Phi(\sqrt{\theta})-1$ (4.2)

となる．

ここで，まず，[M06] の MAPLE による数値計算結果を待っまでもなく，(4.2) から
$E_{\theta}[|X|]$ は $\theta$ の非線形関数であるから $|X|$ の定数倍の形の $\theta$ の UMVU推定量は存在しない
ことは理論的に明らかである．また，(4.2) と (4.1) から計算した値と [MO6] の数値とを比
較すると表 4.1のようになる．両者の数値はほぼ等しいが，(4.2) と (4.1) は解析的に求め
られているので [MO6] より正確な値になっていることに注意．

表 4.1 $|X|$ の平均及び MSE の [M06] との数値比較

次に，(3.2) の最尤推定量 $\hat{\theta}_{ML}$ の期待値は

$E_{\theta}[ \hat{\theta}_{ML}]=E_{\theta}[\sqrt{X^{2}+\frac{1}{4}}-\frac{1}{2}]=\int_{-\infty}^{\infty}\sqrt{X^{2}+\frac{1}{4}}\frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\frac{(x-\theta)^{2}}{2\theta}}dx-\frac{1}{2}$ (4.3)
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になり，$Z:=(X-\theta)/\sqrt{\theta}$ とおいて (4.3) の積分部分を変形すると

$\int_{-\infty}^{\infty}\sqrt{X^{2}+\frac{1}{4}}\frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\frac{(x-\theta)^{2}}{2\theta}}dx=\int_{-\infty}^{\infty}\sqrt{(\sqrt{\theta}z+\theta)^{2}+\frac{1}{4}}\frac{1}{\sqrt{2\pi\theta}}e^{-\frac{z^{2}}{2}\sqrt{\theta}d_{Z}}$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\sqrt{\theta(z+\sqrt{\theta})^{2}+\frac{1}{4}}\phi(z)dz$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{2}(1+4\theta(z+\sqrt{\theta})^{2})^{\frac{1}{2}}\phi(z)dz$ (4.4)

になる．また，$(1+4\theta(z+\sqrt{\theta})^{2})^{1/2}$ を $z$ を固定して小さい $\theta$ に関して Taylor展開すると

$E_{\theta}[ \hat{\theta}_{ML}]=\frac{1}{2}\int_{-\infty}^{\infty}(1+2\theta^{2}+4\theta^{3/2}z+2\theta z^{2}-2\theta^{2}z^{4}+R_{z}(\theta))\phi(z)dz-\frac{1}{2}$

$= \frac{1}{2}(1+2\theta^{2}+4\theta^{3/2}\int_{-\infty}^{\infty}z\phi(z)dz+2\theta\int_{-\infty}^{\infty}z^{2}\phi(z)dz-2\theta^{2}\int_{-\infty}^{\infty}z^{4}\phi(z)dz)-\frac{1}{2}$

$+o(\theta^{2})$

$= \frac{1}{2}(1+2\theta-4\theta^{2})-\frac{1}{2}+o(\theta^{2})$

$=\theta-2\theta^{2}+o(\theta^{2})$ (45)

になり，

$\frac{1}{\theta}E_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}]=1-2\theta+o(\theta)$ (46)

となる．実際，(4.5) の中の剰余項 $R_{z}(\theta)$ を具体的に書くと

$R_{z}( \theta) :=-\frac{1}{8}(16\theta^{4}+64\theta^{7/2}z+96\theta^{3}z^{2}+64\theta^{5/2}z^{3})$

$+ \frac{1}{16}(1+4\theta\gamma(z+\sqrt{\theta})^{2})^{-5/2}(4z^{2}\theta+8z\theta^{3/2}+4\theta^{2})^{3}$ (4.7)

である．ただし，$0<\gamma<1$ とする．ここで

$\int_{-\infty}^{\infty}z^{k}\phi(z)dz=\{\begin{array}{ll}0 ( k は奇数),\frac{k!}{2^{k/2}(k/2)!} ( k は偶数)\end{array}$ (4.8)

であるから，(4.7) の右辺の第 1項は $o(\theta^{2})$ になる．また，(4.7) の右辺の第 2項に関しては，

$\overline{R}_{z}(\theta):=\frac{1}{16}(1+4\theta\gamma(z+\sqrt{\theta})^{2})^{-5/2}(4z^{2}\theta+8z\theta^{3/2}+4\theta^{2})^{3}$

とおくと，$(1+4\theta\gamma(z+\sqrt{\theta})^{2})^{-5/2}\leq 1$ となるから

$|R_{z}(\theta)|\leq 4|\theta^{6}+6z\theta^{11/2}+15z^{2}\theta^{5}+20z^{3}\theta^{9/2}+15z^{4}\theta^{4}+6z^{5}\theta^{7/2}+z^{6}\theta^{3}|$

$=:T(z, \theta)$
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となる．このとき，Schwarz の不等式と (4.8) から

$\int_{-\infty}^{\infty}T(z, \theta)\phi(z)dz\leq\sqrt{\int_{-\infty}^{\infty}T(z,\theta)^{2}\phi(z)dz}=o(\theta^{2})$

になり，

$\int_{-\infty}^{\infty}R_{z}(\theta)\phi(z)dz=o(\theta^{2})$

となる．

次に，$\theta$ が大きい場合には，まず，(4.4), (4.5) から

$E_{\theta}[ \hat{\theta}_{ML}]+\frac{1}{2}=\int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{2}(1+4\theta(z+\sqrt{\theta})^{2})^{\frac{1}{2}}\phi(z)dz$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{2}\sqrt{4\theta^{2}}(1+\frac{2z}{\sqrt{\theta}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{1/2}\phi(z)dz$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\theta(1+\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\sim\gamma\overline{\theta}2+\frac{1}{4\theta^{2}})^{1/2}\phi(z)dz$

になる．ここで，大きい $\theta$ について

$(1+ \frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{1/2}$

$=1+ (\begin{array}{l}1/21\end{array})(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})+(\begin{array}{l}1/22\end{array})(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{2}$

$+ (\begin{array}{l}1/23\end{array})(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{3}+(\begin{array}{l}1/24\end{array})(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{4}$

$+ (\begin{array}{l}1/25\end{array})(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{5}+(\begin{array}{l}1/26\end{array})(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{6}$

$+ (\begin{array}{l}1/27\end{array})(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{7}+(\begin{array}{l}1/28\end{array})(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{8}$

$+ (\begin{array}{l}1/29\end{array})(1+\gamma(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}}))^{\frac{1}{2}-9}(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{9}$

$=1+ \frac{1}{8\theta^{2}}-\frac{1}{128\theta^{4}}+z(\frac{1}{\theta^{1/2}}-\frac{1}{8\theta^{5/2}})+z^{2}(\frac{1}{2\theta}-\frac{1}{2\theta}-\frac{1}{16\theta^{3}}+\frac{3}{16\theta^{3}})$

$+z^{3}(- \frac{1}{2\theta^{3/2}}+\frac{1}{2\theta^{3/2}}+\frac{3}{16\theta^{7/2}}-\frac{5}{16\theta^{7/2}})$

$+z^{4}(- \frac{1}{8\theta^{2}}+\frac{3}{4\theta^{2}}+\frac{3}{64\theta^{4}}-\frac{5}{8\theta^{2}}-\frac{15}{32\theta^{4}}+\frac{35}{64\theta^{4}})+z^{5}(\frac{3}{8\theta^{5/2}}-\frac{5}{4\theta^{5/2}}+\frac{7}{8\theta^{5/2}})$

$+z^{6}( \frac{1}{16\theta^{3}}-\frac{5}{16\theta^{3}}+\frac{35}{16\theta^{3}}-\frac{21}{16\theta^{3}})+z^{7}(-\frac{5}{16\theta^{7/2}}+\frac{35}{16\theta^{7/2}}-\frac{63}{16\theta^{7/2}}+\frac{33}{16\theta^{7/2}})$
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$+z^{8}(- \frac{5}{128\theta^{4}}-\frac{315}{64\theta^{4}}+\frac{35}{32\theta^{4}}+\frac{231}{32\theta^{4}}-\frac{429}{128\theta^{4}})+R_{z}^{(1)}(\theta)+R_{z}^{(2)}(\theta)$

と展開できる．ただし，$0<\gamma<1$ とする．上記において $R_{z}^{(1)}(\theta)$ は $( \sum_{k=4}^{18}z^{k})o(1/\theta^{4})$ の

形になり，

$R_{z}^{(2)}( \theta);=(\begin{array}{l}1/29\end{array})(1+\gamma(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}}))^{-17/2}(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{9}$

とおくと，

$\theta(1+\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}})^{\frac{1}{2}}$

$= \theta+\frac{1}{8\theta}-\frac{1}{128\theta^{3}}+z(\theta^{1/2}-\frac{1}{8\theta^{3/2}})+z^{2}\frac{1}{8\theta^{2}}-z^{3}\frac{1}{8\theta^{5/2}}+z^{4}\frac{1}{8\theta^{3}}+\theta R_{z}^{(1)}(\theta)+\theta R_{z}^{(2)}(\theta)$

なるので，

$E_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}]$

$=- \frac{1}{2}+\theta+\frac{1}{8\theta}-\frac{1}{128\theta^{3}}+(\theta^{1/2}-\frac{1}{8\theta^{3/2}})\int_{-\infty}^{\infty}z\phi(z)dz+\frac{1}{8\theta^{2}}\int_{-\infty}^{\infty}z^{2}\phi(z)dz$

$- \frac{1}{8\theta^{5/2}}\int_{-\infty}^{\infty}z^{3}\phi(z)dz+\frac{1}{8\theta^{3}}\int_{-\infty}^{\infty}z^{4}\phi(z)dz+\theta\int_{-\infty}^{\infty}R_{z}^{(1)}(\theta)\phi(z)dz+\theta\int_{-\infty}^{\infty}R_{z}^{(2)}(\theta)\phi(z)dz$

$=- \frac{1}{2}+\theta+\frac{1}{8\theta}+\frac{1}{8\theta^{2}}+\frac{47}{128\theta^{3}}+\theta\int_{-\infty}^{\infty}R_{z}^{(1)}(\theta)\phi(z)dz+\theta\int_{-\infty}^{\infty}R_{z}^{(2)}(\theta)\phi(z)dz$

となる．上記において剰余項については，(4.8) より

$\theta\int_{-\infty}^{\infty}R_{z}^{(1)}(\theta)\phi(z)dz=o(\frac{1}{\theta^{3}})$

になり，

$(1+ \gamma(\frac{2z}{\theta^{1/2}}+\frac{z^{2}}{\theta}+\frac{1}{4\theta^{2}}))^{-\frac{17}{2}}=((1-\gamma)+\gamma(\frac{z}{\sqrt{\theta}}+1)^{2}+\frac{\gamma}{4\theta^{2}})^{-\frac{17}{2}}<(1-\gamma)^{-\frac{17}{2}}$

より

$\theta\int_{-\infty}^{\infty}R_{z}^{(2)}(\theta)dz=o(\frac{1}{\theta^{3}})$

になる．よって，$\theta$ が大きいとき $\hat{\theta}_{ML}$ の期待値は

$E_{\theta}[ \hat{\theta}_{ML}]=-\frac{1}{2}+\theta+\frac{1}{8\theta}+\frac{1}{8\theta^{2}}+\frac{47}{128\theta^{3}}+o(\frac{1}{\theta^{3}})$
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で与えられ，

$\frac{1}{\theta}E_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}]=-\frac{1}{2\theta}+1+\frac{1}{8\theta^{2}}+\frac{1}{8\theta^{3}}+\frac{47}{128\theta^{4}}+O(\frac{1}{\theta^{4}})$ (4.9)

となる．

ここで，(4.6) と (4.9) から計算した値と [M06] の数値とを比較するために $E_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}]/\theta$

に関する相対誤差を求めると表 4.2のようになる．このとき，(4.6) と (4.9) の近似値が比
較的良いことに注意．

表 4.2 $E_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}]/\theta$ に関する (4.6) と (4.9) の [M06] に対する相対誤差

さらに，(3.4) の $\hat{\theta}_{ML}$ の MSE は

$MSE_{\theta}[ \hat{\theta}_{ML}]=(2\pi\theta)^{-\frac{1}{2}}e^{-\frac{\theta}{2}\int_{0}^{\infty}}\{(u^{2}+\frac{1}{4})^{1/2}-\frac{1}{2}-\theta\}^{2}(e^{-u}+e^{u})e^{-\frac{u^{2}}{2\theta}}du$

$=(2 \pi\theta)^{-\frac{1}{2}}e^{-\frac{\theta}{2}}\int_{0}^{\infty}u^{2}(e^{-u}+e^{u})e^{-\frac{u^{2}}{2\theta}}du$

$-(2 \pi\theta)^{-\frac{1}{2}}e^{-\frac{\theta}{2}}2(\frac{1}{2}+\theta)\int_{0}^{\infty}\sqrt{u^{2}+\frac{1}{4}}(e^{-u}+e^{u})e^{-\frac{u^{2}}{2\theta}}du$

$+(2 \pi\theta)^{-S}e^{-\frac{\theta}{2}}(\theta^{2}+\theta+\frac{1}{2})\int_{0}^{\infty}(e^{-u}+e^{u})e^{-\frac{u^{2}}{2\theta}}du$ (4.10)

になる．このとき，(4.10) の右辺の第 1項と第 3項については

$(2 \pi\theta)^{-\frac{1}{2}}e^{-\frac{\theta}{2}}\int_{0}^{\infty}u^{2}(e^{-u}+e^{u})e^{-\frac{u^{2}}{2\theta}}du$

$=(2 \pi\theta)^{-\frac{1}{2}}e^{-\frac{\theta}{2}}\{\int_{0}^{\infty}u^{2}e^{-\frac{(u+\theta)^{2}}{2\theta}}e^{\frac{\theta}{2}}du+\int_{0}^{\infty}u^{2}e^{-\frac{(u-\theta)^{2}}{2\theta}}e^{\frac{\theta}{2}}du\}$

$=(2 \pi\theta)^{-\frac{1}{2}}\{\int_{\sqrt{\theta}^{(\sqrt{\theta}t-\theta)^{2_{e^{-\frac{t^{2}}{2}}}}\sqrt{\theta}dt+}}^{\infty}\int_{-\sqrt{\theta}^{(\sqrt{\theta}t+\theta)^{2_{e^{-\frac{t^{2}}{2}\sqrt{\theta}}}}dt\}}}^{\infty}$
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$= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}\{\theta\int_{\sqrt{\theta}^{t^{2_{e}-\frac{t^{2}}{2}dt-2\theta\sqrt{\theta}}}}^{\infty}\int_{\sqrt{\theta}^{te^{-\frac{t^{2}}{2}}dt}}^{\infty}+\theta^{2}\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt$

$+ \theta\int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{2}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt+2\theta\sqrt{\theta}\int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}te^{-\frac{t^{2}}{2}}dt+\theta^{2}\int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt\}$

$= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}\{\theta(\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+\sqrt{2\pi}(1-\Phi(\sqrt{\theta})))-2\theta\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+\theta^{2}\sqrt{2\pi}(1-\Phi(\sqrt{\theta}))$

$+\theta(-\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+\sqrt{2\pi}\Phi(\sqrt{\theta}))+2\theta\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+\theta^{2}\sqrt{2\pi}\Phi(\sqrt{\theta})\}$

$= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}(\sqrt{2\pi}\theta+\sqrt{2\pi}\theta^{2})=\theta+\theta^{2}$ , (4.11)

$(2 \pi\theta)^{-\frac{1}{2}}e^{-\frac{\theta}{2}}(\theta^{2}+\theta+\frac{1}{2})\int_{0}^{\infty}(e^{-u}+e^{u})e^{-\frac{u^{2}}{2\theta}}du$

$= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}(\theta^{2}+\theta+\frac{1}{2})\{\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt+\int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt\}$

$=( \theta^{2}+\theta+\frac{1}{2})(1-\Phi(\sqrt{\theta})+\Phi(\sqrt{\theta}))=\theta^{2}+\theta+\frac{1}{2}$ (4.12)

になる．また，(4.10) の右辺の第 2項の積分部分は

$\frac{1}{2}\sqrt{\theta}e^{\frac{\theta}{2}}\{\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}(1+4(\sqrt{\theta}t-\theta)^{2})^{1/2}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt+\int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}(1+4(\sqrt{\theta}t+\theta)^{2})^{1/2}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt\}$

と表わせる．ここで，$t$ を固定して小さい $\theta$ について $(1+4(\sqrt{\theta}t\pm\theta)^{2})^{1/2}$ を Taylor展開

すると

$(1+4( \sqrt{\theta}t\pm\theta)^{2})^{1/2}=1+\frac{1}{2}$ . $4( \sqrt{\theta}t\pm\theta)^{2}-\frac{1}{8}\cdot 16(\sqrt{\theta}t\pm\theta)^{4}+\frac{1}{16}\cdot 64(\sqrt{\theta}t\pm\theta)^{6}$

$+(\begin{array}{l}1/24\end{array})(1+4\gamma(\sqrt{\theta}t\pm\theta)^{2})^{-7/2}4^{8}(\sqrt{\theta}t\pm\theta)^{8}$

$=1+2(\theta t^{2}\pm 2\theta^{3/2}t+\theta^{2})-2(\theta^{2}t^{4}\pm 4\theta^{5/2}t^{3}+6\theta^{3}t^{2})+4\theta^{3}t^{6}$

$+R_{t}^{(1)}(\theta)+R_{t}^{(2)}(\theta)$

$=1+2\theta^{2}\pm 4\theta^{3/2}t+(2\theta-12\theta^{3})t^{2}\mp 8\theta^{5/2}t^{3}-2\theta^{2}t^{4}+4\theta^{3}t^{6}$

$+R_{t}^{(1)}(\theta)+R_{Y}^{(2)}(\theta)$

となる．ただし，$0<\gamma<1$ とする．上記において $R_{t}^{(1)}(\theta)$ は $( \sum_{k=0}^{5}t^{k})o(\theta^{3})$ の形になり，

$R_{t}^{(2)}(\theta):=(\begin{array}{l}1/24\end{array})(1+4\gamma(\sqrt{\theta}t\pm\theta)^{2})^{-7/2}4^{8}(\sqrt{\theta}t\pm\theta)^{8}$

とおく と，$(1+4\gamma(\sqrt{\theta}t\pm\theta)^{2})^{-7/2}\leq 1$ で，各 $k=1,$ $\cdots,$
$8$ について $\int_{\pm\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{k}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt\leq$

$\int_{-\infty}^{\infty}t^{k}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt<\infty$ となるから

$\int_{\pm\sqrt{\theta}}^{\infty}\{R_{t}^{(1)}(\theta)+R_{t}^{(2)}(\theta)\}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt=o(\theta^{3})$

18



になる．よって，(4.10) の右辺の第 2項は

$-(2 \pi\theta)^{-\frac{1}{2}}e^{-\frac{\theta}{2}}2(\frac{1}{2}+\theta)\int_{0}^{\infty}\sqrt{u^{2}+\frac{1}{4}}(e^{-u}+e^{u})e^{-\frac{u^{2}}{2\theta}}du$

$=- \frac{1}{\sqrt{2\pi}}(\frac{1}{2}+\theta)\{\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}(1+4(\sqrt{\theta}t-\theta)^{2})^{1/2}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt$

$+ \int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}(1+4(\sqrt{\theta}t+\theta)^{2})^{1/2}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt\}$

$=- \frac{1}{\sqrt{2\pi}}(\frac{1}{2}+\theta)\{(1+2\theta^{2})\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt-4\theta^{3/2}\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}te^{-\frac{t^{2}}{2}}dt+(2\theta-12\theta^{3})\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{2}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt$

$+8 \theta^{5/2}\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{3}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt-2\theta^{2}\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{4}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt+4\theta^{3}\int_{\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{6}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt$

$+(1+2 \theta^{2})\int_{-\sqrt{\theta}^{e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt+4\theta^{3/2}}}^{\infty}$乙 $te^{-\frac{t^{2}}{2}dt+(2\theta-12\theta^{3})} \int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{2}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt$

$-8 \theta^{5/2}\int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{3}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt-2\theta^{2}\int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{4}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt+4\theta^{3}\int_{-\sqrt{\theta}}^{\infty}t^{6}e^{-\frac{t^{2}}{2}}dt\}+o(\theta^{3})$

$=- \frac{1}{\sqrt{2\pi}}(\frac{1}{2}+\theta)\{(1+2\theta^{2})\sqrt{2\pi}(1-\Phi(\sqrt{\theta}))-4\theta^{3/2}e^{-\frac{\theta}{2}}+(2\theta-12\theta^{3})\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}$

$+(2\theta-12\theta^{3})\sqrt{2\pi}(1-\Phi(\sqrt{\theta}))+8\theta^{5/2}(\theta+2)e^{-\frac{\theta}{2}}$

$-2\theta^{2}(\theta\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+3\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+3\sqrt{2\pi}(1-\Phi(\sqrt{\theta})))$

$+4\theta^{3}(\theta^{5/2}e^{-\frac{\theta}{2}}+5(\theta\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+3$噸$e^{-\frac{\theta}{2}}+3\sqrt{2\pi}(1-\Phi(\sqrt{\theta}))))$

$+(1+2\theta^{2})\sqrt{2\pi}\Phi(\sqrt{\theta})+4\theta^{3/2}e^{-\frac{\theta}{2}}-(2\theta-12\theta^{3})\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}$

$+$ $(2\theta-12\theta 3)$ $\sqrt{}$2$\pi\Phi$(而)–8$\theta$
5/2 $(\theta+2)e^{-\frac{\theta}{2}}$

$-2\theta^{2}(-\theta\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}-3\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+3\sqrt{2\pi}\Phi(\sqrt{\theta}))$

$+4\theta^{3}(-\theta^{5/2}e^{-\frac{\theta}{2}}+5(-\theta\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}-3\sqrt{\theta}e^{-\frac{\theta}{2}}+3\sqrt{2\pi}\Phi(\sqrt{\theta})))\}+o(\theta^{3})$

$=-( \frac{1}{2}+\theta)(1+2\theta-4\theta^{2}+48\theta^{3})+o(\theta^{3})$

$=- \frac{1}{2}-2\theta-20\theta^{3}+o(\theta^{3})$ (4.13)

になる．ゆえに，(4.11), (4.12), (4.13) より，$\theta$ が小さいとき

$MSE_{\theta}[ \hat{\theta}_{ML}]=(\theta+\theta^{2})+(\theta^{2}+\theta+\frac{1}{2})+(-\frac{1}{2}-2\theta-20\theta^{3})+o(\theta^{3})$

$=2\theta^{2}-20\theta^{3}+o(\theta^{3})$ (4.14)

になる．

ここで，(4.14) から計算した値と [M06] の数値とを比較するために $MSE_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}]$ に関す
る相対誤差を求めると表 4.3のようになる．このとき，(4.14) の近似値が比較的良いこと
に注意．
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表 4.3 $MSE_{\theta}[\hat{\theta}_{ML}]$ に関する (4.14) の [M06] に対する相対誤差

5. おわりに

本稿において，曲指数型分布モデルの典型として正規分布 $N(\theta, \theta)(\theta>0)$ の場合を考

え，$\theta$ の対する完備十分統計量と最尤推定量の期待値と MSE をある程度まで解析的に計
算できることを示し，[M06] の計算ソフト MAPLE による数値計算結果とも比較した．今
後，もっと一般の曲指数型分布族への拡張が課題となるが，推定量の期待値や MSE の計

算はそれほど容易ではないと思われる．
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