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1 導入．

本論文では，以下の形をした退化放物型方程式に対する初期値境界値問題について考
える:

(P)

$u_{t}+\partial_{x}A(x, t, u)+B(x, t, u)=\partial_{x}^{2}\beta(u) (x, t)\in\Pi_{T}=I\cross(0, T)$ ,

$\partial_{x}\beta(u)-A(x, t, u)=0, (x, t)\in\{a, b\}\cross(O, T)$ ,

$u(x, O)=u_{0}(x) , x\in I, u_{0}\in BV(I)$ .

ここで，$I\equiv(a, b)\subset \mathbb{R}$ は有界開区間とする．関数 $A(x, t, \xi)$ と $B(x, t, \xi)$ は，$1\cross[0, T]\cross \mathbb{R}$

上で定義された実数値関数とする．関数 $\beta(\xi)$ は，$\mathbb{R}$上の単調非減少で局所 Lipschitz連続
であるとする．関数 $\beta$ が単調非減少であることから，$\beta’(\xi)=0$ が成立する点 $\xi$ の集合が

非負測度を持つ場合が考えられる．この意味で，問題 (P) 内の方程式を強退化放物型方程
式と云う．

この方程式は，以下のような多次元方程式の 1次限版である:

(1.1) $u_{t}+\nabla\cdot A(x, t, u)+B(x, t, u)=\Delta\beta(u)$ .

方程式 (1. 1) は，様々な数学モデル (双曲型保存則，多孔性媒質流れ，Stefan問題，filtration
問題，沈殿過程，交通流，血流流れ等) に適用可能であることが知られている．さらに，(1.1)
は時間依存する保存則方程式 (準線形双曲型方程式) と多孔性媒質方程式 (非線形放物型方
程式) の 1次結合の形をしているとみなすことができる．したがって，(1.1) は双曲型方程
式の性質と放物型方程式の性質の両方を持っていると考えられる．実際，関数 $\beta$ に対する
仮定から，(1.1) の持つ性質は次のように表すことができる:

. $\beta$ が狭義増加ならば，双曲性よりも放物性の方が強い．

. $\beta$ が単調非減少ならば，放物性が強いところと双曲性が強いところが混在している．

本研究では，方程式の係数 $A(x, t, \xi)$ が空間変数 $x$ に関して不連続な場合において問題
(P) を考える．特に，$A(\cdot, t, \xi)\in BV(I)$ の場合における問題 (P) の適切性を得ることが目

標である．本論文では特に，問題 (P) の弱解の存在性を証明する．
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係数 $A(x, t, \xi)$が全ての変数に関して滑らかな場合，問題 (P) の適切性の証明には Kruzkov’s
doubling variable method と $BV$空間内の compact性を用いる手法が良く知られている．
この手法を用いるためには，以下の評価を得る必要がある:

$||u$
。

$(\cdot, t)||_{L\infty}\leq C.$

$|u$
。

$(\cdot, t)|_{BV}\leq C.$

$||u$
。

$(\cdot, t)-u_{\epsilon}(\cdot, s)||_{L^{1}}\leq C|t-s|.$

ここで，$u_{\epsilon}$ は問題 (P) の近似解であり，$|u_{\epsilon}|_{BV}$ は $u_{\epsilon}$ の全変動を表している．実際，Carrillo
[4] は多次元斉次 Dirichlet 問題に対するエントロピー解の一意存在性を証明した．さら
に，Watanabe-Oharu [15] は多次元斉次 Neumann 問題に対する一般解である $BV$-エント

ロピー解を定式化し，その一意存在性を証明した．ここでエントロピー解とは，熱力学の
第二法則であるエントロピー増大則に起因する条件であるエントロピー不等式が成立す
るような弱解である．(1.1) に対する一般解の一意存在性を考える場合，通常は一般解とし
てエントロピー解を選ぶ．なぜなら，(1.1) は双曲性を持っており，解に不連続性が発生す
るため，一般には弱解の一意性が破れるからである．しかしながら本論文では，不連続な
係数を持つ問題 (P) を解析する第 1歩として，弱解についてのみ考える．
空間変数 $x$ に関して不連続な係数を持つ場合，近似解の全変動が一様に有界であるこ
とを証明することは困難である．ゆえに，Kru\v{z}kov の理論を直接適用することができな
い．この困難さを克服する 1つの方法として，Tartar [13] によって導入された compensated
compactness method が挙げられる．この手法を適用するためには，以下の評価が必要で
ある:

$||u$
。

$(\cdot, t)||_{L}\infty\leq C.$

$||\sqrt{\beta_{\epsilon}’(u_{\epsilon})}\partial_{x}u_{\epsilon}||_{L^{2}}\leq C.$

実際，Karlsen-RisebrxTowers [9] は変数分離系の fluxを持つ強退化放物型方程式:

(1.2) $\partial_{t}u+\partial_{x}(\gamma(x)f(u))=\partial_{x}^{2}\beta(u) , (x, t)\in(O, 1)\cross(0, T)$

に対する 1次元 Cauchy 問題の弱解の存在性を証明した．ここで，$\gamma(x)\in BV(\mathbb{R})$ であり，
$f(\xi)\in C^{2}(\mathbb{R})$ は

(1.3) $f(0)=f(1)=0$

を満たすような真性非線形関数である．彼らは退化拡散項のコンパクト性を得るために，
(1.2) の近似問題に対する total $fl_{1JX}$ のコンパクト性を証明した．このアイディアは，本
論文においても用いられる．このように初期値問題に対する結果はいくつか見つけるこ
とができるが，境界値問題について扱われた論文はとても少ないのが現状である．また，
compensated compactness method を用いるため，多次元問題を取り扱うのが難しいこと
にも注意しておく．
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本論文では，不連続な係数を持つ強退化放物型方程式に対する 1次元 zero flux 問題を考
える．この定式化は，乱流モデルや多孔性媒質内の二層流れモデルの粘性消滅極限へ応用
できる．例えば，B\"urger-Frid-Karlsen [3] は zero-flux境界条件の下で，滑らかな係数を持つ
双曲型保存則方程式に対するエントロピー解の一意存在性を証明した．一方で，不連続な
係数を持つ強退化放物型方程式に対する結果は未だ得られていない．

Zero-flux問題 (P) の弱解の存在性を証明するために，本論文では Panov のコンパクト性
定理 [12] を用いる．Panov [12] は $H$-measure を使い，多次元双曲型保存則方程式に対する
近似解の族の $L_{loc}^{1}$-強位相での相対コンパクト性を証明した．この Panov の結果を使うこ
とにより，弱解の存在性を証明することができたことを報告する．さらに，本論文におけ
る結果は，compensated compactness method を用いた Karlsen-Risebro-Towers [9] より弱
い正則性の仮定の下で示されていることに注意する．

2 仮定と主結果．

本節では，仮定と主結果を述べる．まず，問題 (P) の弱解を以下のように定義する:

定義 2.1. 初期関数 $u_{0}\in BV(I)$ をとる．関数 $u\in L^{\infty}(\Pi_{T})$ が問題 $(P)$ の弱解であるとは，
次の二つの性質が成り立つときに云う:

(1) $\beta(u)\in L^{2}(0, T;H^{1}(I))$ ;

(2) 任意のテスト関数 $\varphi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}\cross[0, T))$ に対し，

$\int_{\Pi_{T}}(u\varphi_{t}+A(x, t, u)\partial_{x}\varphi-B(x, t, u)\varphi-\partial_{x}\beta(u)\partial_{x}\varphi)dxdt+lu_{0}(x)\varphi(x, 0)dx=0.$

注意 2.2. zero-flux境界条件は，定義 2.1の (勿に含まれていることに注意する．

本論文では，問題 (P) の弱解の存在性を証明する．そのために，いくつかの仮定を課す．
まず，初期関数 $u_{0}$ は

$c<u_{0}<d,$

を満たすものとする．ここで，$c$ と $d$ は相異なる実数である．1次元の場合，$BV(I)\subset$

$L^{\infty}(I)$ が成立するため，この仮定を課しても一般性を失わないことに注意する．例えば
$c=-||u_{0}||_{\infty}-1,$ $d=||u_{0}||_{\infty}+1$ と選べばよい．さらに，以下の条件を仮定する :

{Al}

$A(\cdot, t, \xi),$ $B(\cdot, t, \xi)\in BV(\overline{I})$ for $(t, \xi)\in[0, T]\cross \mathbb{R},$

$A(x, \cdot, \xi),$ $B(x, \cdot, \xi)\in C^{1}([0, T])$ for $(x, \xi)\in\overline{I}\cross \mathbb{R},$

$A(x, t, \cdot),$ $B(x, t, \cdot)\in Lip(\mathbb{R})$ for $(x, t)\in\overline{I}\cross[0, T].$
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$\{A2\}\{\begin{array}{l}\partial_{x}A(x, t, c)+B(x, t, c)\leq 0, \partial_{x}A(x, t, d)+B(x, t, d)\geq 0, for (x, t)\in\Pi_{T},A(a, t, d), A(b, t, c)\geq 0, A(b, t, d), A(a, t, c)\leq 0, for t\in(O, T) .\end{array}$

{A3} $\partial_{t}A(x, t,p)+\int^{x}\partial_{t}B(x, t,p)\leq 0,$ $\partial_{t}A(x, t, q)+\int^{x}\partial_{t}B(x, t, q)\geq 0$ , for $(x, t)\in\Pi_{T}.$

{A4} $\{\begin{array}{l}-\partial_{x}[(\partial_{t}A)(x, t, \xi)]-(\partial_{t}B)(x, t,\xi)\leq\alphafor a.e. (x, t, \xi)\in\overline{I}\cross[0, T]\cross \mathbb{R}.-\partial_{\xi}B(x, t, \xi)\leq\alpha’\end{array}$

ここで，$p$ と $q$ は，後程 (3.11) で定義される実数である．仮定 $\{A1\}$ は，方程式の係数に
対する正則性の仮定である．仮定 $\{A2\}$ と $\{A3\}$ は，問題 (P) の近似解と total ffiux に対
する $L^{\infty}$ 評価を導出する際に必要となる．係数 $A(x, t, \xi)$ が変数分離系の場合，仮定 $\{A2\}$

と $\{A3\}$ は，(1.3) と類似することに注意する．仮定 $\{A4\}$ は，近似解に対する時間に関す
る Lipshitz連続性を証明するために必要となる増大条件である．さらに，関数 $A(x, t, \xi)$ の

変数 $\xi$ に関する一般化された非退化条件:

{A5} 以下が成立するような関数 $h(x, t, \xi)\in C^{1}((0, T)\cross \mathbb{R};L^{\infty}(I))$ が存在する:

任意の $\lambda\in S^{1}$ に対し，$\lambda_{0}h(x, t, \xi)+\lambda_{1}A(x, t, \xi)$ が $\xi$ に関して定数となるような区間
は殆ど至るところの $x\in I,$ $t\in[0, T]$ で存在しない．

を課す．これは Panov のコンパクト性定理を使用する際に必要な仮定である．これらに加
え，弱解の $x=a,$ $b\iota_{\llcorner}^{arrow}$おける traceの存在を保証するために，$A(x, t, \xi)$ に対する条件:

{A6} 任意の $(t, \xi)\in(0, T)\cross(c, d)$ に対し，関数 $A(x, t, \xi)$ は，点 $x=a,$ $b$ において不連続に
ならない．

を課す．仮定 {A6} の下では，$A(\cdot, t, \xi)$ が区間 $[a, a+\nu_{1})$ 及び $(b-\nu_{2}, b]$ で変数 $x$ に関し

て連続となるような非負実数 $\nu_{1},$ $v_{2}$ が存在する．故に，弱解 $u$ は strong trace $u^{\tau}(x,t)\in$

$L^{\infty}(\{a, b\}\cross(0, T))$ を持つことが保障される．(参照: Vasseur [14]).
これらの仮定の下で，問題 (P) の近似問題を以下のように定式化する:

$(RP)\{\begin{array}{l}\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}+\partial_{x}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})=\partial_{x}^{2}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta}), (x,t)\in\Pi_{T},\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta})-A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})=0, (x, t)\in\{a, b\}\cross(O, T) ,u_{\epsilon}^{\delta}(x, O)=u_{0}^{\delta}(x) , x\in I.\end{array}$

ここで，$A^{\delta}(x, t, \xi)$ と $B^{\delta}(x, t, \xi)$ は $A(x, t, \xi),$ $B(x, t, \xi)$ の軟化子による正則化である．す
なわち，

$A^{\delta}(x, t, \xi)=\frac{1}{\delta}\omega(x/\delta)*A(x, t, \xi) , B^{\delta}(x, t, \xi)=\frac{1}{\delta}\omega(x/\delta)*B(x, t, \xi)$ .
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ここで，$\omega:\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ は

$\omega(\lambda)=0$ for $|\lambda|\geq 1,$ $\int_{\mathbb{R}}\omega(\lambda)d\lambda=1$

を満たす任意の滑らかな関数であり，$*$ は畳み込みを表す．さらに，

$u_{0}^{\delta}(x)= \frac{1}{\delta}\omega(x/\delta)*u_{0}(x)$

とし，$\beta_{\epsilon}^{\delta}(\xi)=\beta^{\delta}(\xi)+\epsilon\xi$ とおく．
本論文では $\epsilon\downarrow 0$ としたとき，近似解 $u_{\epsilon}^{\delta}$ の $L^{1}(\Pi_{T})$ における強収束を証明することを試

みる．実際，以下の結果が得られる:

定理 2.3. 条件 $\{A1\}-\{A6\}$ を仮定する．

(i) $\delta=c\epsilon$ とすると，問題 $(P)$ の弱解 $u$ が存在する．さらに，$u$ は近似解の列 $\{u_{\epsilon}^{\delta}\}_{\epsilon>0}$ の

$L^{1}$ -強位相での収束極限として構成される．

(ii) 関数 $v$ を初期関数 $v_{0}$ を持つ近似解 $v_{\epsilon}$ の強位相での収束極限として構成されるもう 1
つの弱解とする．このとき，

(2.1) $l|u(x, t)-v(x, t)|dx \leq e^{\alpha’t}\int_{I}|u_{0}(x)-v_{0}(x)|dx.$

従って，本手法によって構成された問題 $(P)$ の弱解 $u$ は一意である．

(iii) 初期関数 $u_{0}$ に，以下の正則性条件 $\{A7\}$ を仮定する :

{ $A$ 7} $|-A(x, t, u_{0})- \int^{x}B(\zeta, t, u_{0})d\zeta+\partial_{x}\beta(u_{0})|_{BV(I)}<\infty.$

このとき，弱解 $u$ は以下の性質を満たす :

(1) $|-A(x, t, u)- \int^{x}B(\zeta, t, u)d\zeta+\partial_{x}\beta(u)|_{BV(I)}\leq C$ for $allt\in(O, T)$ ,

(2) $||u(\cdot, t+\tau)-u(\cdot, t)||_{L^{1}(I)}\leq C\tau$ for all $\tau\geq 0,$

(3) 関数列 $\{\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon})\}_{\epsilon>0}$ の部分列は，関数 $\beta(u)$ に殆ど至るところ一致する $C^{1,\frac{1}{2}}$ 級の

関数に，$\Pi_{T}$ の任意のコンパクト部分集合上で一様に収束する．

注意 2.4. 本論文における結果は，問題 $(P)$ に対する弱解の存在性と，本手法で構成された
弱解の一意性である．よって，弱解の一意性が完全に証明されたわけではないことに注意
する．1節でも述べたように，一般には弱解の一意性は成立しない．

3 近似解 $u_{\epsilon}^{\delta}$ に対する評価．

本節では，近似解 $u_{\epsilon}^{\delta}$ に対するいくつかの評価を導く．まず，最も基本となる $L^{\infty}$ 評価を
証明する:
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補題 3.1 ( $L^{\infty}$-有界性). 任意の $t>0$ に対し，以下の不等式を満たす，$\epsilon$ と $\delta$ に独立な定数
$c_{1}$ が存在する :

$||u_{\epsilon}^{\delta}||_{L^{\infty}(I)}<c_{1}.$

特に，任意の $t>0$ に対し，$c\leqq u_{\epsilon}^{\delta}\leqq d$が成立する．

証明．任意の $\gamma>0$ に対し，以下のような補助問題を考える :

(3.1) $(RP)_{\gamma}\{\begin{array}{l}\partial_{t}v(x, t)+\partial_{x}A^{\delta}(x, t, v)+B^{\delta}(x, t, v)=\partial_{x}^{2}\beta_{\epsilon}^{\delta}(v)+\gamma h(v) , (x, t)\in\Pi_{T},\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(v(a, t))-A^{\delta}(a, t, v(a, t))=-\gammah(v) , t\in(O, T) ,\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(v(b, t))-A^{\delta}(b, t, v(b, t))=\gamma h(v) , t\in(O, T) ,v(x, O)=u_{0}^{\delta}, x\in I, c<u_{0}<d.\end{array}$

ここで，$h(v)=c+d-2v$ とする．このとき，一様放物型方程式に対する古典的理論 [10]
により，任意の $x\in I$ に対して $v(x, 0)\in(c, d)$ を初期値とする補助問題 $(RP)_{\gamma}$ の $C^{2,1}$ 級
の解が一意的に存在する．
我々は背理法を用いて，結果を証明する．そのために，

$v(x, t)>d$ for all $(x, t)\in K$

が成り立つような $\Pi_{T}$ のコンパクト部分集合 $K$ をとる．もし，$K$ が空集合でないならば，
以下のような時刻 7を定義する:

$\overline{t}=\inf${ $t|v(\overline{x}, t)=d$ が成立するような実数 $\overline{x}$ が存在する}.

初期関数に対する不等式 $c<u_{0}<d$ より，明らかに 7は非負である．そして，$v(\cdot,\overline{t})$ が時間
局所的に最大値を持つような点 -xが存在し，特に $v(\overline{x},\overline{t})=d$ となる．

もし $\overline{x}$ が区間 $I$ の内点，すなわち $\overline{x}\in(a, b)$ ならば，以下の性質が成り立つ:

(3.2) $\partial_{x}v(\overline{x}, \overline{t})=0, \partial_{x}^{2}v(\overline{x},\overline{t})\leq 0, \partial_{t}v(\overline{x},\overline{t})\geq 0.$

他方で，関数 $h$ の定義から，
$h(v(\overline{x}, \overline{t}))=h(d)<0$

が成り立つ．それゆえに，$v(\overline{x},\overline{t})$ が満たす方程式と (3.2) から，以下の不等式が成立する:

哉 $v(\overline{x}, \overline{t})+(\partial_{x}A^{\delta})(\overline{x}, \overline{t}, v(\overline{x},\overline{t}))+B^{\delta}(\overline{x},\overline{t}, v(\overline{x},\overline{t}))$

$=[(\beta_{\epsilon}^{\delta})"(v(\overline{x},\overline{t}))(\partial_{x}v(\overline{x}, \overline{t}))^{2}+(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(v(\overline{x}, \overline{t}))\partial_{x}^{2}v(\overline{x},\overline{t})]+\gamma h(v(\overline{x},\overline{t}))\leq\gamma h(d)<0.$

ここで左辺を (3.2) を用いて計算し，仮定 {A2} を使うと矛盾が発生する．よって，$K$ が空

集合であることが示され，内点で最大値を持つ場合は $v(x, t)\leq d$ が証明された．

他方で，$\overline{x}=a,$ $b$ の場合を考える．もし $\overline{x}=a$ であると仮定すると，zero-flux 境界条件
より

$(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(d)\partial_{x}v(a,\overline{t})-A^{\delta}(a, t, d)=-\gamma h(d)>0$
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が得られる．故に，仮定 {A2} から $\partial_{x}v(a, \overline{t})>0$ が得られる．同様に，$\partial_{x}v(b, \overline{t})<0$ も得ら
れる．これらは境界上で最大値を取ることに矛盾する．それゆえに，$K$ が空集合であるこ

とが得られ，$v\leq d$が得られる．$\overline{x}=b$のときも同様に示される．さらに，$v\geq c$の証明も同

様である．以上により，$c\leq v(x, t)\leq d$ が証明された．

ここで，Evje-Karlsen-Risebro [6] 又は Watanabe-Oharu [16] における連続的依存性の
結果を用いると，$\gamma\downarrow 0$ のとき，$varrow u_{\epsilon}^{\delta}$ が各点で成立する．故に，主張を得る．$\square$

次に，$u_{\epsilon}^{\delta}$ の時間変数 $t$ に関する Lipschitz 連続性を証明する．これは，Panov のコンパク
ト性定理を用いる際に必要となる．実際，Karlsen-Rascle-Tadmor [8] や Aleksi\v{c}-Mitrovic
[1] は，この手法を用いて 2次元双曲型保存則方程式の近似解の列に対する $L_{loc}^{1}$ の強位相
での相対コンパクト性を証明した．

補題 3.2 (時間に関する Lipschitz連続性). 定数 $c>0$ に対し，$\delta=c\epsilon$ とする．すると，任
意の $t>0$ に対し，以下の不等式を満たす，$\epsilon$ と $\delta$ に独立な定数 $C_{2}$ が存在する :

$\int_{I}|\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}(\cdot, t)|dx\leq c_{2}.$

証明．近似問題 ( $RP$ ) 内の近似方程式:

(3.3) $\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}+\partial_{x}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})=\partial_{x}^{2}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta})$

を用いて証明を始める．上記の方程式 (3.3) の両辺を $t$ に関して微分し，$w_{\epsilon}^{\delta}=\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}$ とお

くと，
$\partial_{t}w_{\epsilon}^{\delta}+\partial_{x}[(\partial_{t}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+(\partial_{\xi}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})w_{\epsilon}^{\delta}]$

$+(\partial_{t}B^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+(\partial_{\xi}B^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})w_{\epsilon}^{\delta}=\partial_{x}^{2}((\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})w_{\epsilon}^{\delta})$

が得られる．この方程式の両辺に sgn $(w_{\epsilon}^{\delta})$ を掛けると，以下の等式が超関数の意味で成立
する:

$\partial_{t}|w_{\epsilon}^{\delta}|=\partial_{x}^{2}(\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta})|w_{\epsilon}^{\delta}|)-sgn’(w_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}((\beta_{\epsilon}^{\delta})’(w_{\epsilon}^{\delta}))\partial_{x}w_{\epsilon}^{\delta}$

(3.4) $-\partial_{x}[(\partial_{\xi}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})|w_{\epsilon}^{\delta}|]-sgn(w_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}(\partial_{t}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})$

$-sgn(w_{\epsilon}^{\delta})[(\partial_{t}B^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+(\partial_{\xi}B^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})w_{\epsilon}^{\delta}].$

この方程式 (3.4) の右辺を評価する．まず，(3.4) の右辺第 2項は負である．また，以下の等
式が成立することに注意する:

(3.5) $\partial_{t}[\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta})-A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})]=\partial_{x}(\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta})w_{\epsilon}^{\delta})-(\partial_{t}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-(\partial_{\xi}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})w_{\epsilon}^{\delta}.$

さらに zero-flux 境界条件より，(3.5) の左辺は境界上で $0$ となる．よって (3.4) の右辺第 1
項と第 3項は以下のように評価される:

$[sgn(w_{\epsilon}^{\delta})\{\partial_{x}((\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})w_{\epsilon}^{\delta})-(\partial_{\xi}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})w_{\epsilon}^{\delta}\}]_{a}^{b}=[sgn(w_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{t}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})]_{a}^{b}<C.$
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ここで，$C$ は $\epsilon$ と $\delta$ に独立な正定数である．また，仮定 $\{A6\}$ を用いていることに注意す
る．さらに仮定 {A4} を用いると，その他の項も評価され，以下の不等式を得る:

$\frac{\partial}{\partial t}l|w_{\epsilon}^{\delta}|dx\leq\alpha l$ sgn$(w_{\epsilon}^{\delta})dx+\alpha’l|w_{\epsilon}^{\delta}|dx+C\leq\alpha(b-a)+C+\alpha’l|w_{\epsilon}^{\delta}|dx$

が成立する．ここで $u_{0}\in BV(I)$ より最右辺は有界となるので，Gronwall の不等式を用い
ると，要求された評価が成立する 口

補題 3.3 (Entropy dissipation bound). 任意の $t>0$ に対し，以下の不等式を満たす，
$\epsilon$ と $\delta$ に独立な定数 $c_{3}>0$ が存在する :

$l(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}(\cdot, t))^{2}dx\leq c_{3}.$

証明．近似方程式 (3.3) を用いて証明を始める．(3.3) の両辺に $u_{\epsilon}^{\delta}$ を掛け，$x$ に関して $I$ 上

で積分すると，以下が得られる:

$l[u_{\epsilon}^{\delta}\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}+u_{\epsilon}^{\delta}\partial_{x}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+u_{\epsilon}^{\delta}B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})]dx=lu_{\epsilon}^{\delta}\partial_{x}[(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}]dx.$

上記の方程式の右辺を部分積分すると，

(3.6) $lu_{\epsilon}^{\delta}\partial_{x}[(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}]dx=[u_{\epsilon}^{\delta}(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}]_{a}^{b}-l(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})^{2}dx$

となることから，以下の等式が成立する:

$l(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})^{2}dx=[u_{\epsilon}^{\delta}(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}]_{a}^{b}$

(3.7)
$-l[u_{\epsilon}^{\delta}\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}+u_{\epsilon}^{\delta}\partial_{x}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+u_{\epsilon}^{\delta}B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})]dx.$

さらに (3.7) の右辺第 3項を部分積分すると，

(3.8) $-lu_{\epsilon}^{\delta}\partial_{x}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})dx=-[u_{\epsilon}^{\delta}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})]_{a}^{b}+l\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})dx$

となる．zero-flux 境界条件より，(3.6) の右辺 1項と (3.8) の右辺第 1項の和は $0$ となる．そ
の上，(3.8) の右辺第 2項は以下のように評価される:

$l \partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})dx=l\partial_{x}(\int_{0}^{u_{\epsilon}^{\delta}}A^{\delta}(x, t, \xi)d\xi)dx-l(\int_{0}^{u_{\epsilon}^{\delta}}(\partial_{x}A^{\delta})(x, t, \xi)d\xi)dx.$

それゆえに，以下の等式が得られる:

$l( \beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})^{2}dx=-lu_{\epsilon}^{\delta}\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}dx+[\int_{0}^{u_{\epsilon}^{\delta}}A^{\delta}(x, t, \xi)d\xi]_{a}^{b}$

$-l( \int_{0}^{u_{\epsilon}^{\delta}}(\partial_{x}A^{\delta})(x, t, \xi)d\xi)dx-lu_{\epsilon}^{\delta}B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})dx.$
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仮定 $\{A6\}$ に注意すると，以下の評価が得られる :

$l( \beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})^{2}dx\leq\sup_{t,\xi}|A^{\delta}(x, t, \xi)|_{BV(I)}+||u_{\epsilon}^{\delta}||_{L^{\infty}(I)}(||\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}||_{L\infty(0,T;L^{1}(I))}$

$+2 \sup_{t,\xi}||A^{\delta}(x, t, \xi)||_{L(I)}\infty+\sup_{t,\xi}||B(x, t, \xi)\Vert_{L^{1}(I)})$ .

ここで，$\sup_{t,\xi}$ は $(t, \xi)\in(0, T)\cross(c, d)$ における上限を意味する．よって，主張である不等
式が証明された 口

Karlsen-Risebro-Towersが用いた compensated compactness methodや Panov が用いた
$H$-measure による手法は，双曲型保存則に対してよく用いられる．退化放物型方程式に対
してこれらの手法を用いる場合，退化拡散項についての評価を得ることが重要となる．ま
ず

$,$
[ $9$ , Lemma 3.2, Lemma 3.5] と同様の方針で以下のような正則性評価を得ることがで

きる．

補題 3.4. 以下の性質を満たす，$T$ には独立だが $\epsilon$ と $\delta$ には依存する正定数 $C$ が存在する :
任意の $y\in \mathbb{R}$ と $\tau\geq 0$ に対し，

$||\beta(u_{\epsilon}^{\delta}(\cdot+y, \cdot+\tau))-\beta(u_{\epsilon}^{\delta}(\cdot, \cdot))||_{L^{2}(I\cross(0,T-\tau))}\leq C(|y|+\sqrt{\tau})$ .

特に，$\{\beta(u_{\epsilon}^{\delta})\}_{\epsilon>0}$ は $L_{loc}^{2}(\Pi_{T})$ の強位相でコンパクトである．

補題 3.5. 関数列 $\{\beta(u_{\epsilon}^{\delta})\}_{\epsilon>0}$ の部分列は，$\beta(u)$ に $L_{loc}^{2}(\Pi_{T})$ 内で強収束する．ここで，$u$ は

近似解の列 $\{u_{\epsilon}^{\delta}\}_{\epsilon>0}$ の $L^{\infty}(\Pi_{T})$ における汎弱極限関数である．さらに，

$\beta(u)\in L^{\infty}(\Pi_{T})\cap L^{2}(0, T;H^{1}(I))$ .

これに加え，近似問題 ( $RP$ ) の total fluxのコンパクト性を証明する．この結果は，Karlsen-
RisebrxTowers [9] の主要アイディアである．

補題 3.6 (total flux のコンパクト性). 条件 $\{A7\}$ を仮定する．近似問題 $(RP)$ の total
flux

(3.9) $v_{\epsilon}^{\delta}(x, t)=-A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})- \int^{x}B^{\delta}(\zeta, t, u_{\epsilon}^{\delta})d\zeta+\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta})$

をとる．このとき，任意の $t\in(O, T)$ に対して以下の不等式を満たす，$\epsilon$ と $\delta$ に独立な定数
$C>0$ が存在する

(i) $||v_{\epsilon}^{\delta}(\cdot, t)||_{L(I)}\infty\leq C.$

(ii) $|v_{\epsilon}^{\delta}(\cdot, t)|_{BV(I)}\leq C.$

(iii) $||v_{\epsilon}^{\delta}(\cdot, t+\tau)-v_{\epsilon:}^{\delta}(\cdot, t)||_{L^{1}(I)}\leq C\sqrt{\tau}$ for all $\tau\geq 0.$

特に，関数列 $\{v_{\epsilon}^{\delta}\}_{\epsilon>0}$ は $L_{loc}^{1}(\Pi_{T})$ の強位相でコンパクトである．
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証明．関数 $v_{\epsilon}^{\delta}$ の定義より，$\partial_{x}v_{\epsilon}^{\delta}=\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}$ は明らかである．この等式と (3.9) から，以下の補
助問題を考える:

(3.10) $\{\begin{array}{l}\partial_{t}v_{\epsilon}^{\delta}=\partial_{x}((\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}v_{\epsilon}^{\delta})-(\partial_{t}A^{\delta})(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-(\partial_{\xi}A^{\delta})(x,t, u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}v_{\epsilon}^{\delta},-\partial_{t}\int^{x}B^{\delta}(\zeta, t, u_{\epsilon}^{\delta})d\zeta+\gamma h(v_{\epsilon}^{\delta}) , (x, t)\in\Pi_{T},v_{\epsilon}^{\delta}(a, t)=-[\int^{x}B^{\delta}(\zeta, t, u_{\epsilon}^{\delta})d\zeta]_{x=a}-\gamma h(v_{\epsilon}^{\delta}(a, t)) , t\in(O, T) ,v_{\epsilon}^{\delta}(b, t)=-[\int^{x}B^{\delta}(\zeta, t, u_{\epsilon}^{\delta})d\zeta]_{x=b}+\gamma h(v_{\epsilon}^{\delta}(b, t)) , t\in(0, T) ,v_{\epsilon}^{\check{\delta}}(x, 0)=\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{0}^{\delta})-A^{\delta}(x, 0, u_{0}^{\delta})-\int^{x}B^{\delta}(\zeta, 0, u_{0}^{\delta})d\zeta x\in I.\end{array}$

ここで，$h(u_{\epsilon}^{\delta})=p+q-2v_{\epsilon}^{\delta}$ とおき，$p,$ $q$ は殆ど至るところの $x\in I$ に対して，以下の等式
が成立するよう壕相異なる実数である:

$\partial_{x}\beta_{\epsilon}(p)-A^{\delta}(x, 0,p)-\int^{x}B^{\delta}(\zeta, 0,p)d\zeta=ess\inf_{x}v_{\epsilon}^{\delta}(x, 0)\equiv\overline{p},$

(3.11)
$\partial_{x}\beta_{\epsilon}(q)-A^{\delta}(x, 0, q)-\int^{x}B^{\delta}(\zeta, 0, q)d\zeta=ess\sup_{x}v_{\epsilon}^{\delta}(x, 0)\equiv\overline{q}.$

すなわち，$p,$ $q$ は，時刻 $0$ における total flux の本質的下限，本質的上限を与えるような定
数である．

(i) の証明は補題 3.1と同様の方針で行う．すなわち，$v_{\epsilon}^{\delta}>\overline{q}$ または $v_{\epsilon}^{\delta}<\overline{p}$ となる集合

が空集合であることを証明し，$\overline{p}\leq v_{\epsilon}^{\delta}\leq\overline{q}$ を導く．

まず，最大値を取る点が区間 $I$ の内点の場合は，補題 3.1と同様に証明できる．注意すべ
きことは，仮定 {A3} が必要となる点である．
最大値を取る点が境界点の場合を考察する．例えば，$v_{\epsilon}^{\delta}(a,\overline{t})=\overline{q}$の場合を考えると，$v_{\epsilon}^{\delta}$

と $u_{\epsilon}^{\delta}$ の定義から，
$\overline{q}=v_{\epsilon}^{\delta}(a,\overline{t})=-[\int^{x}B^{\delta}(\zeta,\overline{t}, u_{\epsilon}^{\delta}(\zeta,\overline{t}))d\zeta]_{x=a}.$

これと問題 (3.10) の境界条件より，$\overline{p}=\overline{q}$ となり矛盾．その他の場合も同様に証明できる．
次に，(ii) を証明する．方程式 $\partial_{x}v_{\epsilon}^{\delta}=\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}$より，

$|v_{\epsilon}^{\delta}|_{BV(I)} \equiv\int_{I}|\partial_{x}v_{\epsilon}^{\delta}|dx=l|\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}|dx$

が得られる．したがって，補題 3.2より，評価 (ii) が得られる．
(iii) の証明については，Karlsen-Risebro-Towers [9] の証明と同様にできる．それゆえに，

Frechet-Kolmogorov のコンパクト性定理を適用すると，$\{v_{\epsilon}^{\delta}\}$ が $L_{loc}^{1}(\Pi_{T})$ の強位相でコン
パクトであることが示される 口
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4 主結果の証明．

本節では，主結果の証明を行う．まず，関数列 $\{u_{\epsilon}^{\delta}\}$ に対する $L_{lo。}^{1}(\Pi_{T})$ の強位相での相
対コンパクト性を得るために用いる Panov のコンパクト性定理を一般形で紹介する．

定理 4.1 (Panov). 開集合 $\Omega_{T}\equiv\Omega\cross(0, T)\subset \mathbb{R}^{N+1}$ をとる．ベクトル $\phi(x, t, u)\in$

$(C(\mathbb{R};BV(\Omega_{T})))^{N+1}$ が条件 $\{A5\}$ の意味で $u$ に関して非退化であると仮定する．このとき，
ヘヴイサイド関数 $H$ と $k\in \mathbb{R}$に対して，以下の性質を満たす有界列 $(u_{k}(x, t))_{k}\in L^{\infty}(\Omega_{T})$ ,
$c\leq u_{k}(x, t)\leq d$をとる:

$\nabla_{x,t}\cdot[H(u_{k}(x, t)-k)(\phi(x, t, u_{k}(x, t))-\phi(x, t, k))]$ は，$H_{loc}^{-1}(\Omega_{T})$ 内で相対コンパクト．

この関数列 $(u_{k}(x, t))_{k}\in L^{\infty}(\Omega_{T})$ は，部分列を取ることにより $L_{loc}^{1}(\Omega_{T})$ 内で収束する．

定理 4.1において，問題 (P) と適合する関数 $\phi$ を選ぶことにより，以下の結果を証明す
ることができる:

定理 4.2. 条件 $\{A7\}$ を仮定する．$\epsilon=c\delta$ とすると，近似解の族 $(u_{\epsilon})_{\epsilon>0}\equiv(u_{\epsilon}^{\delta})_{\epsilon,\delta}$ は，
$L_{loc}^{1}(\Pi_{T})$ の強位相で相対コンパクトである．

証明．関数 $h(x, t, \xi)\in C^{1}((0, T)\cross \mathbb{R};L^{\infty}(I))$ をとる．そして近似方程式 (3.3) を以下のよ
うに書き直す:

(4.1) $h(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})_{t}+\partial_{x}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})=h(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})_{t}-\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}+\partial_{x}^{2}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta})$ .

また，問題 (P) に対応するエントロピー流速関数を以下のように取る:

$\phi_{0}(x, t, \lambda)\equiv H(\lambda-k)(h(x, t, \lambda)-h(x, t, k))$ ,

$\phi_{1}(x, t, \lambda)\equiv H(\lambda-k)(A(x, t, \lambda)-A(x, t, k))$ ,

$\phi_{1}^{\delta}(x, t, \lambda)\equiv H(\lambda-k)(A^{\delta}(x, t, \lambda)-A^{\delta}(x, t, k))$ .

ここで，$H$ はヘヴイサイド関数を表し，$k$ は任意の実数である．方程式 (4.1) に $\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})=$

$H(u_{\epsilon}^{\delta}-k)$ を掛け，両辺に $\partial_{x}\phi_{1}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})$ を足すと以下の等式が得られる :

$\partial_{t}\phi_{0}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+\partial_{x}\phi_{1}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})$

$=-\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{t}h(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})$

$-\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}+\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}((\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})+\partial_{x}\phi_{1}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{t}h(x, t, k)$ .

ここで，右辺第 5項を以下の等式を用いて変形する:

$\partial_{x}(\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})=\eta"(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})^{2}+\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}((\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})$.
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この方程式の右辺第 1項は正であることから，以下の不等式が得られる:

$\partial_{t}\phi_{0}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+\partial_{x}\phi_{1}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})$

$\leq\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{t}h(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-\partial_{t}h(x, t, k)-\partial_{x}A^{\delta}(x, t, k)-B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta})$

$+\partial_{x}(\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})+\partial_{x}[\phi_{1}-\phi_{1}^{\delta}](x, t, u_{\epsilon}^{\delta})$ .

ここで非負超関数に対する Schwartzの補題より，以下の等式が成り立つような $\mu_{k}^{\epsilon,\delta}(x,t)\in$

$\mathcal{M}(\Pi_{T})$ が存在する:

$\partial_{t}\phi_{0}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+\partial_{x}\phi_{1}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})$

$=\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{t}h(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-\partial_{t}h(x,t, k)-\partial_{x}A^{\delta}(x, t, k)-B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta})$

$+\partial_{x}(\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})+\partial_{x}[\phi_{1}-\phi_{1}^{\delta}](x, t, u_{\epsilon}^{\delta})+\mu_{k}^{\epsilon,\delta}(x, t)$.

主張を証明するためには，上記の方程式の右辺を検証すればよい．まず，$u_{\epsilon}^{\delta}$ に対する時間

に関する Lipschitz連続性 (補題 3.2) より，以下の評価が成立する:

$\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{t}h(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-\partial_{t}h(x,t, k)-\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta})\in \mathcal{M}_{b,l}$
。

$C(\Pi_{T})$ .

ここで，$\mathcal{M}_{b,loc}(\Pi_{T})$ は局所有界な Radon測度の族である．さらに，正則性の仮定 {Al} より，

$\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\partial_{x}A^{\delta}(x, t, k)+B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta}))\in \mathcal{M}_{b,l}$
。

$\mathcal{C}(\Pi_{T})$

が得られる．次に，以下の退化拡散項について考える:

$\partial_{x}(\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})=\partial_{x}(\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})+\epsilon\partial_{x}(\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})$ .

右辺第 1項は退化拡散項であり，第 2項は人工粘性項である．人工粘性項については entropy
dissipation bound (補題 3.3) より，

$\int_{\Pi_{T}}|\epsilon\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}|^{2}dxdt\leq C\epsilon\int_{\Pi_{T}}\epsilon|\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}|^{2}dxdt<C\epsilon$

を得る．ここで，$\epsilon\downarrow 0$ とすると最右辺は $0$ となる．他方で退化拡散項について考えるため
に，領域 $\Pi_{T}$ を以下のように分割する :

$H:=\{(x, t)\in\Pi_{T}|l(\beta(u(x, t)))<L(\beta(u(x, t)))\},$

$P:=\{(x, t)\in\Pi_{T}|l(\beta(u(x, t)))=L(\beta(u(x, t)))\}.$

ここで，$l( \xi)=\min\{\lambda\in[a, b] :\beta(\lambda)=\xi\},$ $L( \xi)=\max\{\lambda\in[a, b] :\beta(\lambda)=\xi\}$ とおく．$H$

は方程式が双曲性を持つ，ずなわち拡散項が退化している領域であり，$P$ は方程式が放物
性を持つ領域であると解釈できる．$H$上の退化拡散項については，$\epsilon\downarrow 0$ としたとき，

$(\beta^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})arrow 0$ ae. on $H$
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という収束が得られる．さらに $u_{\epsilon}^{\delta}$ の $L^{\infty}$-有界性 (補題 3. 1) と entropy dissipation bound
(補題 3.3) より，$\epsilon\downarrow 0$ としたとき，

$\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}arrow 0$ ae. on $H$

が示される．

次に，$P$上の退化拡散項を考える．total flux のコンパクト性と関数列 $\{u_{\epsilon}^{\delta}\}_{\epsilon,\delta}$ が $P$上で

殆ど至るところ収束することから (ref. [9, Lemma 3.3]), 関数列 $\{\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}\}_{\epsilon>0}$

は，$P$上殆ど至るところ収束する．

他方で，$u_{\epsilon}^{\delta}$ に対する $L^{\infty}$-有界性と entropy dissipation bound より，

$\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}\in L^{2}(\Pi_{T})$

という評価も得られる．従って，関数列 $\{\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta}\}_{\epsilon>0}$ は $L^{2}(\Pi_{T})$ 内で強収束

する．よって，$\partial_{x}(\eta’(u_{\epsilon}^{\delta})(\beta_{\epsilon}^{\delta})’(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}u_{\epsilon}^{\delta})\in H_{c,loc}^{-1}(\Pi_{T})$ が示された．ここで，$H_{c,loc}^{-1}(\Pi_{T})$ は

$H_{loc}^{-1}(\Pi_{T})$ で相対コンパクトとなる関数の族である．

最後に，残りの項を評価する．まず，

$|\phi_{1}-\phi_{1}^{\delta}|(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})\leq|A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})-A(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})|+|A^{\delta}(x, t, k)-A^{\delta}(x, t, k)|$

$\leq 2\max_{a\leq p\leq b}|A^{\delta}(x, t,p)-A(x, t,p)|$

が得られる．$\deltaarrow 0$ とすると，$L_{lo}^{2}$。(I) の位相で最右辺は $0$ に収束する．これより，$\partial_{x}[\phi_{1}-$
$\phi_{1}^{\delta}]\in H_{\iota_{0\mathcal{C}}}^{-1}c,(\Pi_{T})$ も得られる．さらに，$\mu_{k}^{\epsilon,\delta}\in \mathcal{M}_{b,loc}(\Pi_{T})$ も得られる．それゆえに，以下の
補題 4.3を使うことにより結論が得られる 口

補題 4.3 (Murat). 関数列 $(Q_{\epsilon})$ は $L^{p}(\Omega),$ $p>2$ , 内で有界であり，$\Omega\subset \mathbb{R}^{N}$ は開集合と

する．このとき，$(q_{\epsilon})$

。
$\in H_{c,lo。}^{-1}(\Omega)$ と $(p_{\epsilon})_{\epsilon}\in \mathcal{M}_{b,loc}(\Omega)$ であり，$\nabla\cdot(Q_{\epsilon})_{\epsilon}=p_{\epsilon}+q_{\epsilon}$ とお

くと，
$\nabla\cdot(Q_{\epsilon})_{\epsilon}\in H_{c,loc}^{-1}(\Omega)$

が成立する．

定理 2.3 (i), (ii), (iii) (1)$-(2)$ の証明．まず，条件 {A7} を仮定する．定理 4.2より，近
似解 $u_{\epsilon}^{\delta}$ は部分列を取ることにより，極限関数 $u$ へ $\Pi_{T}$ 上殆ど至るところ収束する．さらに
補題 3.1より，$u$ は $L^{\infty}(\Pi_{T})$ に属する．故に，この収束は任意の $p\in[1, \infty)$ に対し，$L^{p}(\Pi_{T})$

で成立する．これに加え補題 3.5より，$\beta(u)\in L^{2}(0, T;H^{1}(I))$ が得られる．故に，極限関数
$u$ は定義 2.1の (i) を満たす．
次に，近似解 $u_{\epsilon}^{\delta}$ が満たす方程式の両辺に $\varphi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}\cross[0, T))$ を掛け，$x$ と $t$ に関して積

分すると，以下の等式が得られる:

$0= \int_{\Pi_{T}}\{-u_{\epsilon}^{\delta}\partial_{t}\varphi+\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}\varphi-A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})\partial_{x}\varphi+B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta})\varphi\}dxdt$

$-lu_{\epsilon}^{\delta}(x, 0)\varphi(x, 0)dx.$
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ここで $\delta=$ とする．$\epsilon\downarrow 0$ とすると，極限関数 $u$ は定義 2.1の (ii) を満たす．さらに補題
3.6より，弱解 $u$

$\iota$よ定理 2.3(iii) の (1), (2) を満たす．
次に，条件 {A7} を仮定せずに定理 2.3の (ii) が成立することを示す．まず，Watanabe-

Oharu [15] の結果により，以下の安定性結果が得られることに注意する:

(4.2) $l|u_{\epsilon}(x, t)-v_{\epsilon}(x, t)|dx\leq e^{\alpha’t}l|u_{\epsilon}(x, 0)-v_{\epsilon}(x, 0)|dx.$

ここで，$\delta=c\epsilon$ としていることにより，u$\epsilon\delta=$ u。と書いた．(4.2) において $\epsilon\downarrow 0$ とすると，不
等式 (2.1) は条件 {A7} が成立するような初期関数 $u_{0}$ と $v_{0}$ に対して成立する．このとき，
条件 $\{A7\}$ が成立し，$m\uparrow\infty$ のとき $L^{1}(I)$ 内で $u_{0}$ に収束するような関数 $u$『の族 $\{u_{0}^{m}\}_{m=1}^{\infty}$

を取ることができる．問題 (P) の初期関数 $u_{0}^{m}$ に対する弱解 $u^{m}$ をとる．(4.2) より，以下の
不等式:

$l|u^{m}(x, t)-u^{n}(x,t)|dx\leq e^{\alpha’t}l|u_{0}^{m}(x)-u_{0}^{n}(x)|dx$

が得られ，その右辺は $m,$ $n\uparrow\infty$ のとき $0$ に収束する．故に，関数列 $\{u^{m}\}_{m=1}^{\infty}$ は $L^{1}(\Pi_{T})$ 内
での Cauchy列になるので，関数 $u$ に収束する．さらに，極限関数 $u$ が定義 2.1(i), (ii) を満
たすことは明らかである．よって，定理 2.3 (i), (ii) 及び (iii) (1)$-(2)$ の主張が得られた．

注意 4.4. Watanabe-Oharu[l $5J$ では，方程式 (1.1) を Neumann境界条件 : $\nabla\beta(u)\cdot n=0$

の下で考えており，$(4\cdot 2)$等の結果を得ている．zero flux境界値問題の場合も，同様の結果
が得られることに注意する．

定理 2.3 (iii) (3) の証明．最後に，定理 2.3 (iii) の (3) を証明する．近似解 $u_{\epsilon}^{\delta}$ と方程式の
係数 $A(\cdot, t, \xi)$ の一様有界性と補題 3.6 (i) より，$\epsilon$ と $\delta$ に独立な定数 $C$ で，任意の $t\in(O, T)$

に対して以下を満たすものが存在する:

$||\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta}(\cdot, t))||_{L^{\infty}(I)}\leq C.$

この評価と $u_{\epsilon}^{\delta}$ の $L^{\infty}$-有界性 (補題 3.1) から，

$\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta}(x+y, t))-\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta}(x, t))\leq C|y|$

が成立する．ここで $\tau>0$ をとる．微分積分学の基本定理と部分積分を用いることにより，
以下の評価が成立する:

$\int_{x}^{x+\sqrt{\tau}}(u_{\epsilon}^{\delta}(x, t+\tau)-u_{\epsilon}^{\delta}(x, t))dx=\int_{x}^{x+\sqrt{\tau}}\int_{t}^{t+\tau}\partial_{t}u_{\epsilon}^{\delta}(x, \xi)d\xi dx$

$= \int_{x}^{x+\sqrt{\tau}}l^{t+\tau}[-\partial_{x}A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta}(x, \xi))-B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta}(x, \xi))+\partial_{x}^{2}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta}(x, \xi))]d\xi dx$

$=l^{t+\tau}([-A^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta}(x, \xi))]_{x}^{x+\sqrt{\tau}}-\int_{x}^{x+\sqrt{\tau}}B^{\delta}(x, t, u_{\epsilon}^{\delta}(x, \xi))dx+[\partial_{x}\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta}(x, \xi))]_{x}^{x+\sqrt{\tau}})d\xi$

$\leq C(t+\tau-t)=C\tau.$

166



また，平均値の定理より，

$(u_{\epsilon}^{\delta}(x^{*}, t+\tau)-u_{\epsilon}^{\delta}(x^{*}, t))\sqrt{\tau}\leq C\tau$

が成立するようながが，$x$ と $x+\sqrt{\tau}$ の間に存在する．故に，以下の不等式が成立する:
$|u_{\epsilon}^{\delta}(x^{*}, t+\tau)-u_{\epsilon}^{\delta}(x^{*}, t)|\leq C\sqrt{\tau}.$

それゆえに，

$|\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta}(x, t+\tau)-\beta_{\epsilon}^{\delta}(u_{\epsilon}^{\delta}(x, t))|\leq C(|x-x^{*}|+\sqrt{\tau}+|x-x^{*}|)\leq C\sqrt{\tau}.$

が得られる．この不等式と Ascoli-Arzela のコンパクト性定理から，主張が得られる．
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