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1 はじめに

この原稿では多重 Hecke $L$-関数の特殊値に関する最近の結果 [1, 4, 5] を要約・解
説する．以下記号の導入も兼ねて，この研究の概略とこの原稿の構成を述べる．

$\Gamma$ を $SL_{2}(Z)$ の合同部分群とし $H=\{z\in C|$ Imz $>0\}$ を複素上半平面とする．
$f(z)$ を $H$ 上の $\Gamma$ に関する重さ $k\in Z$ の正則カスプ形式とする．つまり $f(z)$ は

$f(\gamma z)=(cz+d)^{k}f(z) , \gamma=(_{cd}^{ab})\in\Gamma$ (1)

を満たし (但し $\gamma z=(az+b)/(cz+d)$ は $\Gamma$ の $H$ 上への 1次分数変換にょる左作
用 $)$ , 更にカスプ条件 (\S 2の条件 $(\ddot{u})$ ) を満たす $H$ 上の正則関数である．よく知られた
次の等式が出発点になる:

$\int_{\iota\infty}^{0}f(z)z^{s-1}dz=-\Gamma(s)L(f,s)$ . (2)

ここで左辺は $f(z)$ の虚軸上の広義積分で $f(z)$ の Mellin 変換と呼ばれる．右辺
に現れたのはガンマ関数 $\Gamma(s)=\int_{0}^{+\infty}e^{-t}t^{s-1}dt$ と $f(z)$ に付随する Hecke L-関
数 (保型 $L$-関数) $L(f,s)$ $:=(-2\pi i)^{-s}\Sigma_{m=1}^{\infty}c_{m}m^{-s},$ $({\rm Re} s\gg 0)$ である．ここで $c_{m}$

は Fourier 展開 $f(z)= \sum_{m>0}c_{m}q^{m},$ $(q=e^{2\pi iz})$ の $m$ 番目の係数で，$L$-関数は便
宜的に $(-2\pi i)^{-s}$ で正規化してある．(複素数 $z$ の票はー $\pi/2\leq\arg z<3\pi/2$

で定義) 右辺の符号 – は (後述の Manin の論文に倣い) $i\infty$ を積分の基点に取った
ためである．(2) の左辺の積分は $f(z)$ がカスプ条件を満たすことから任意の複素
数 $s$ に対して収束し整関数を定め，これより $L(f,s)$ の解析接続がなされる．更に
$\Gamma=\Gamma_{0}(N)=\{(_{cd}^{ab})\in SL_{2}(Z)|c\equiv 0$ (mod $N)\}$ (Hecke群) のときなどは (2) を用
いて $L(f,s)$ の関数等式が示される．つまり (2) は $L(f,s)$ の解析的性質を捉える基本

的な式である．更には (2) の左辺の積分の臨界点 $s=1,$ $\ldots,k-1$ での値は $f(z)$ の周
期と呼ばれ保型形式の周期理論の中で基本的な役割を果たす数である．周期理論の
詳細に関しては [8, 9, 7, 15] などが，またその幾何的な (Sato-Kuga多様体の周期と
しての)解釈については [16] が参考になる．

2005年頃に Manin は (2) の積分を反復積分を用いて一般化し (\S 2定義 1参照) [10,
11], その反復積分の整数点での値をある多重 Dirichlet級数を用いて記述した．ただ，
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そこでは多重Dirichlet級数の収束性を仮定した上での議論がなされていたが，[1] に

於いて，Choie-Ihara は多重 Hecke $L$-関数を導入・解析接続し (\S 2の定義 2) Manin
の反復積分を多重 Hecke $L$-関数の線形和として記述した (\S 2の定理 1上段). (多重

Hecke $L$-関数は Manin の多重 Dirichlet級数と本質的には同じもの，またこの関数
はより以前に松本-谷川 [12] によって解析接続を含めその解析的性質が調べられてい
た $)$ . この等式は全平面で成立する関数としての等式で，Mar血 lの結果を拡張した
ものである．また逆に多重 $L$-関数を反復積分で表すこともできる (定理 1下段). いず

れの表示も (2) の反復版或いは多重版の拡張といえる式である．
定理 1の両式は，いずれも反復積分と多重 Dirichlet級数の間に成立している等式
であり，本研究集会のテーマである多重ゼータ値の反復積分表示に極めて状況が類
似している．上記の Manin の論文でも，多重ゼータ値の研究の類似の探求を動機と
していることが冒頭に書かれている．(拙著だが上記の Maninの論文の紹介が [6] に

ある). そこで，この原稿では多重ゼータ値の関係式探しに対応する多重 Hecke L-値

の関係式を探した文献 [4,5] の結果を紹介したい．これらは多重ゼータ値の空間の次
元に関する Zagier予想，多重ゼータ値の生成する環の構造などの類似を探すために
始めた研究である．
この原稿では先ず \S 2で，Manin による保型形式の反復周期積分と多重Hecke L-

関数を定義して，Ihara-Choie [1] による両者の明示関係を述べる．\S 3では Manin に
よって設定された反復積分と非可換巾級数の一般的な関係を復習する．そして \S 4, 5
では反復周期積分の値 ( $=$多重 Hecke $L$-値) が生成する空間や代数構造に関する [4, 5]

の結果を紹介する．
この研究テーマは上記のManin の論文に始まるが，多重ゼータ値の理論と保型形

式の理論の交差するとても面白い領域に思われる．まだ研究は始まったばかりだが，
これから研究を深められればと考えている．

2 反復積分と多重 $L$-関数
この節では Manin により導入されたカスプ形式の反復積分と，松本-谷川および

Choie-Iharaにより考察された多重 $L$-関数の定義を復習した後で，[11で示した，Manin
の積分の多重 $L$-関数による表示を述べる．
上半平面上の正則関数 $f$ : $Harrow C$ に関する次の 2条件を考えよう:

(i) $f(z)$ は $H$ 上の周期 1の周期関数で，次の形の Fourier展開表示を持つ

$f(z)= \sum_{m=1}^{\infty}c_{m}q^{m} q=e^{2\pi iz}, z\in H.$

更に $c_{m}$ は $marrow\infty$ に関して高々多項式オーダーとする: $c_{m}=O(m^{M}),$ $\exists M>0.$

$(\ddot{u})$ 任意の $\gamma=(_{cd}^{ab})\in SL_{2}(Z)$ に対して正の定数 $C>0$ と整数 $k$ が存在して次を
満たす

$(f|_{k}\gamma)(z):=(cz+d)^{-k}f(\gamma z)=O(e^{2\pi iCz}) , zarrow i\infty.$
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例えば $s_{k}(r)$ を合同部分群 $\Gamma$ に関する重さが $k\in Z$ の正則カスプ形式の空間とす
るとき $\Gamma$ が平行移動の行列 $(_{01}^{11})$ を含んでいるとすると，$f(z)\in s_{k}(r)$ は上の 2つ

の条件を満たす．この場合 $c_{m}=O(m^{k/2})$ を満たすことが知られている．以下暫くは，
登場する関数には条件 (i) や (ii) を仮定して，保型性 (1) は要求しない．

定義 1(Manin [10, 11]) $f_{1},$ $\ldots,f_{n}$ を上の条件 (ii) を満たす $H$ 上の正則関数たちと

する．複素変数 $s_{1},$ $\ldots,s_{n}$ と $a,z\in\overline{H}:=HUP^{1}(Q)$ に対して，$a$ から $z$ への道に沿う
反復積分を

$I_{a}^{z}(_{f^{1/\cdots/}f_{n}^{n}}^{s_{1\prime\cdots\prime}s});= \int_{a}^{z}f_{1}(z_{1})z_{1}^{s_{1}-1}dz_{1}\int_{a}^{z_{1}}f_{2}(z_{2})z_{2}^{s_{2}-1}dz_{2}\cdots\int_{a}^{z_{n-1}}f_{n}(z_{n})z_{n}^{s_{n}-1}dz_{n}.$

と定める．

積分路の端点 $a$ や $z$ がカスプである場合，つまり $a,z\in P^{1}(Q)$ の場合も，条件 (ii)
より被積分関数 $f_{r}(z_{r})z_{r}^{s_{r}-1}$ は $z_{r}$ がカスプに近づくとき指数的に絶対値が小さくな
るので積分の収束が保証される．$H$ の単連結性からこの積分は $a$ と $z$ を繋ぐ道の選び
方に寄らない．そして $z\in H$ 及び $(s_{1}, \ldots,s_{n})\in C^{n}$ に関して正則な関数を定義する．

$n=1,$ $a,z\in P^{1}(Q),$ $f_{(}z)$ が重さ $k$ のカスプ形式の場合，臨界点 $s_{1}=1,$ $\ldots,k-1$

での積分値は Kuga-Sato多様体の「周期」としての解釈が知られてぃる [15]. また
$f_{r}$ が重さ 2の場合は Ichikawa [3] により motivic な解釈が与えられている．

定義 2([12, 1]) $f_{1},\ldots,f_{n}$ を上の条件 (i) を満たす $H$ 上の正則関数たちとし，その
Fourier展開を $f_{r}(z)=\Sigma_{m=1}^{\infty}c_{m}^{(r)}q^{m}(1\leq r\leq n)$ としよう．実部の十分おきな複素数
$s\in C$ と任意の $\alpha_{r}\geq 1$ に対して，多重 Hecke $L$-関数を次で定義する :

$L(f^{s’\alpha_{2,/}\alpha}1/f^{2\prime.\cdot.\cdot.\cdot\prime}f_{n}^{n})=L(s):=(-2 \pi i)^{-(s+\alpha_{2}+\cdots+\alpha_{n})}\sum_{m_{1}>\cdots>m_{n}>0}\frac{c_{m_{1}-m_{2}}^{(1)}\cdots.c_{m_{n}-m_{n+1}}^{(.n)}}{m_{1}^{s}m_{2^{2}}^{\alpha}\cdot m_{n}^{\alpha_{n}}}.$

$(m_{n+1};=0)$

$f_{r}$ たちが条件 (i)を満たすことから，定数 $M>0$ が存在して $|c_{m_{1}-m_{2}}^{(1)}\cdots c_{m_{n}-m_{n+1}}^{(n)}|=$

$O(m_{1}^{M})$ を満たすことになる．従って $L(s)$ は領域 ${\rm Re}(s)>M+1$ で絶対収束する．
[1] に於いて，任意の正整数 $\alpha_{2},$ $\ldots,\alpha_{n}$ に対して $L(s)$ が整関数として解析接続される
ことが示されている．より一般に，松本-谷川 [12] によって $\alpha_{2},$ $\ldots,\alpha_{n}$ を複素変数と
みての $C^{n}$ への整関数としての解析接続が証明されている．
次の等式は (2) の多重版であり Manin [11] の \S 3で残されていた課題を解決して

いる．
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定理 1([1]) 任意の $\alpha_{r}\geq 1$ に対して，次が成立する．

$I_{i\infty}^{0}(^{\alpha.\cdot.\cdot.\alpha})f_{1}^{1},.\cdot,f_{n}$

$j_{1}=j_{n+1}:=0(2\leq\forall r\leq n)$

$L(_{f^{1/\cdots/},f_{n}^{n}}^{\alpha_{1}\ldots\alpha})= \frac{1}{\Gamma(\alpha_{1\prime\cdots\prime}\alpha_{n})}$ $\sum$ $\prod^{n}(-1)^{j_{l}}(^{\alpha_{l}-1})I^{0}(f_{1,../}^{1}\prime)$

$0\leq j_{r}<\alpha_{r}l=2$

$(2\leq\forall r\leq n)$

$j_{1}=j_{n+1};=0$

但し $\Gamma^{(\alpha_{1\prime\cdots\prime}\alpha_{n})}=(-1)^{n}\Gamma(\alpha_{1})\cdots\Gamma(\alpha_{n})$ とする．更に一般に，上の各々の式に於いて
$\alpha_{1}$ を複素変数 $s$ に置き換えた，関数としての等式が成立する．

証明については [1] を参照．

3 非可換巾級数と反復積分
ここでは Manin [11] の \S 5で調べられた反復積分と非可換巾級数との関係を復習

する．この節の結果が \S 5で利用される．これは Drinfel’d [2] が $KZ$方程式の性質を
調べるのに用いた手法が原型となっている．
今 $A_{V}:=(A_{v}|v\in V)$ を，有限集合 $V$ で添字付けられた文字の集合とする．$\omega_{V}:=$

$(\omega_{v}|v\in V)$ にて，ある合同部分群に関するカスプ形式 $f_{v}(z)$ と複素数 $s_{v}$ により，
$\omega_{v}:=f_{v}(z)z^{s_{v}-1}dz$ の形に表される正則 1-形式の組を表すことにする．$A_{V}$ で生成

される非可換巾級数を $C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle$ で表し，$C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle$ に余積代数射 $\Delta$ : $C\langle\langle A_{V}\rangle\ranglearrow$

$C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle\otimes C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle$ を $\Delta(A_{v})=1\otimes A_{v}+A_{U}\otimes 1,$ $(v\in V)$ で定義しよう．任意の
$a,z\in\overline{H}$ に対して巾級数 $1_{a}^{z}$ を

$f_{a}^{z}=1+ \sum^{\infty}$

$\sum_{n=1(v_{1\prime}\ldots,v_{n})\in V^{n}}I_{a}^{z}(\omega_{v_{1"}}\ldots\omega_{v_{n}})A_{v_{1}}\cdots A_{v_{n}}\in C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle$

と定義する．但し

$I_{a}^{z}(\omega_{v_{1"}}\ldots\omega_{v_{n}})=az\omega_{v_{1}}(z_{1})az_{1}\omega_{v_{2}}(z_{2})\cdots az_{n-1}\omega_{v_{n}}(z_{n})$ .

房に関して次の二つの性質が基本的である．一つは [11] の命題 1.2及び 1.4.1で示さ
れている巡回性: $1_{b}^{z}=I_{a}^{z}1_{b}^{a}$ で，もう一つは $J_{a}^{z}$ が群的元，即ち $\Delta(J_{a}^{z})=J_{a}^{z}\otimes J_{a}^{z}$ が成立
することである．巡回性は，通常の積分だと積分区間に関する加法性に相当する．ま
た一般に $C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle$ の元 1が群的元であることと，$J$ の係数族が「シャッフル積」で
閉じていることが同値であることが知られている．これらの性質を確かめる際に鍵
となるのは次の事実である．$1_{a}^{z}$ を $a$ を固定し $z$ の関数 $(1_{a} :\overline{H}arrow C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle, z\mapsto 1_{a}^{z})$

とみなすと次の 1階の微分方程式を満たしている:

$\frac{d}{dz}J_{a}^{z}=(\sum_{v\in V}f_{v}(z)z^{s_{v}-1}A_{v})J_{a}^{z}.$
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逆にこの方程式の解空間は 1-次元の $C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle$ -加群である．
追加の仮定として $\omega_{V}$ が線形独立な微分形式から構成されているとしよう．$H$ 上
の正則自己同型 $\gamma$ に対し，$\omega_{V}$ 上の引き戻し作用を $\gamma^{*}$ で表す．上記の仮定の下，$\omega_{V}$

の張る線形空間と $A_{V}$ の張る線形空間を互いの双対空間とみなして，作用 $\gamma^{*}$ の随伴
作用を $\gamma$、と表すことにする :

$(\gamma^{*}\omega_{v}, A_{u})=(\omega_{v}, \gamma_{*}A_{u}) , u, v\in V$ (3)

但し記号 $($ -, – $)$ は $(\omega_{v},A_{u})$ $:=\delta_{u,v}$ (Kronecker デルタ) で定義される内積である．
作用 $\gamma_{*}$ を代数射として $C\langle\langle A_{V}\rangle\rangle$ に延長することにする．通常の積分に於ける変数
変換則は，反復積分に於いては，以下のように一般化される ([11] の (1.10)参照):

$J_{\gamma a}^{\gamma z}=\gamma_{*}(J_{a}^{z})$ .

4 周期の空間
$\Gamma$ を $SL_{2}(Z)$ の合同部分群として $k$ を非負整数とする．$S_{k}(\Gamma)_{Q}$ で Fourier係数が

有理数のカスプ形式からなる $Q$-線形空間を表すことにして，$S_{k}(\Gamma)_{Q}\otimes_{Q}C=S_{k}(r)$

が成立することを仮定しよう．例えばレベル $N$ の Hecke群 $\Gamma=\Gamma_{0}(N)$ は任意の $k$

に対してこの仮定を満たす．今 $n\geq 1$ に対して $Q$-線形空間 $\mathcal{P}_{n}(S_{k}(\Gamma))$ を次で定義
して，$s_{k}(r)$ に関する $n$ 次の周期の空間と呼ぶことにする (幾何的な意味で周期と呼
んでいいかどうかは不明だが):

$\mathcal{P}_{n}=\mathcal{P}_{n}(S_{k}(\Gamma));=\langle I(_{f^{1/.\cdot.\cdot./}f_{n}^{n}}^{\alpha_{1,\prime}\alpha})|1\leq\forall\alpha_{r}\leq k-1, \forall f_{r}\in S_{k}(\Gamma)_{Q}\rangle_{Q}$. (4)

つまり反復数が $n$ 回の反復積分の値 $I(_{f^{1\prime.\cdot..\cdot\prime}f_{n}^{n}}^{\alpha_{1,/}\alpha})$ $:=I_{i\infty}^{0}(_{f^{1/.\cdot../}f_{n}}^{\alpha_{1,/}\alpha_{n}})$ で生成される $Q$-

線形空間で $\alpha_{r}$ は臨界点を渡り $f_{r}(r=1, \ldots, n)$ は $S_{k}(\Gamma)_{Q}$ を渡る．もし $S_{k}(\Gamma)_{Q}$ の
$Q$-基底 $\mathcal{B}$ を一つ取り $d$ $:=|\mathcal{B}|=\dim S_{k}(\Gamma)_{Q}$ とすると，反復積分の多重線形性から

$\mathcal{P}_{n}(S_{k}(\Gamma))=\langle I(_{f^{1\prime.\cdot.\cdot.\prime}f_{n}^{n}}^{\alpha_{1,/}\alpha})|1\leq\forall\alpha_{r}\leq k-1, \forall f_{r}\in \mathcal{B}\rangle_{Q}$. (5)

となるので $\mathcal{P}_{n}$ の次元は自明に $(d(k-1))^{n}$ で上から抑えられる．次に次数付き線形
空間 $\mathcal{P}(S_{k}(r))$ を

$\mathcal{P}=\mathcal{P}(S_{k}(\Gamma)):=\bigoplus_{n\geq 0}\mathcal{P}_{n}(S_{k}(r))$

で定義し $($但し $\mathcal{P}_{0}(S_{k}(\Gamma)):=Q)S_{k}(\Gamma)$ に関する周期環と呼ぶことにする (次の
命題で $\mathcal{P}$ に環構造が入ることが分かる) ここで直和は形式的な直和として定義し
ており，実際に C の部分空間として直和かどうか (つまり異なる次数の周期の間に
$Q$-線形関係があるか否か) は定かでない．今のところ数値実験などではそのような
例は見つかっていない．

命題 1 $\mathcal{P}=\mathcal{P}(S_{k}(\Gamma))$ は次数付きの $Q$-代数構造をもつ．
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この主張は下記の反復積分のもつシャツフル積構造から直ちに従う:

$I(_{f_{1}^{1\prime},f_{n}^{n}}^{\alpha\ldots\alpha})I(_{f_{n}}\alpha_{n},.\alpha f_{n}^{n}f_{\sigma(1)}-1,/f_{\sigma^{-1}(n’)}n$

但し $Sh_{n,n’}$ は次数 $n+n’$ の対称群 $S_{n+n’}$ の部分集合で次で定義される :

$Sh_{n,n’}=\{\sigma\in S_{n+n’}|\sigma(1)<\cdots<\sigma(n), \sigma(n+1)<\cdots<\sigma(n+n’)\}.$

多重ゼータの理論のように $\mathcal{P}$ の構造や幾何的な意味をは何かと考えるのは自然な
問いに思える．例えば，$I(_{f^{1’},f_{n}^{n}}^{\alpha_{1\prime}..\cdot.\alpha}1,)$ の間の具体的な関係式を探したり $\mathcal{P}_{n}$ の次元や $\mathcal{P}$

の代数としての構造などを調べることは基本的なことだろう．

5 $\mathcal{P}(S_{2}(\Gamma_{0}(N)))$ の次元 (数値実験)

この節ではカスブ形式の重さが 2の場合に $S_{2}(\Gamma_{0}(N))$ に付随する周期環 $\mathcal{P}(S_{2}(\Gamma_{0}(N)))$

がどのような構造になっているかをレベル $N$ が小さい場合に数値計算で調べてみ
る．この場合，周期の空間の定義を再記すると

$\mathcal{P}_{n}(S_{2}(\Gamma_{0}(N))):=\langle I(_{f^{1,\prime}\cdot f_{n}^{1}}1/\cdot\cdot.\cdot./)|\forall f_{r}\in S_{2}(\Gamma_{0}(N))_{Q}\rangle_{Q}$

但し

$I(_{f_{1/\cdots/}f_{n}}1,1)= \int_{i\infty}^{0}f_{1}(z)dz\int_{i\infty}^{z}\cdots\int_{i\infty}^{z}f_{n}(z)dz=(-1)^{n}L(_{f_{1\prime\cdots\prime}f_{n}}1,1)$

である．この節では，小さいレベル $N$ に対して具体的に $S_{2}(\Gamma_{0}(N))$ の基底を–つ決

めて，値 $I(_{f^{1,\prime}\cdot f_{n}^{1}}1, \cdot\cdot..,)$ の近似値を計算機を用いて計算し，それらの値の間の $Q$-線形関

係を調べて $\mathcal{P}_{n}(S_{2}(\Gamma_{0}(N)))$ の次元を求めそこから周期環 $\mathcal{P}$ の構造を観察する．この
節の結果は，少し実験結果を追加して [5] を準備中である．

周期の空間の次元の計算手順

1. まずカスプ形式の空間 $S_{2}(\Gamma_{0}(N))_{Q}$ の基底 $\langle h_{j}\rangle_{j=1}^{d}$ で Fricke対合 $w_{N}=(\begin{array}{l}0-1N0\end{array})$

に関して固有関数となっているものを Fourier 展開の形で構成する．実際は Sage
Notebook v4.6 [14] を用いて基底を計算し，それを対角化して固有関数 $h_{j}=\Sigma c_{m}^{(j)}q^{m}$

を得る．

2. $c= \frac{i}{\sqrt{N}}$ を Fricke対合の固定点とし

$I_{i\infty}^{c}( j_{1,\ldots/}j_{n}) :=\int_{i\infty}^{c}h_{j_{1}}(z)dz\int_{t\infty}^{z}\cdots t\infty z_{h_{j_{n}}(z)dz}$

を計算する．各 $h_{j}=\Sigma c_{m}^{(;)}q^{m}$ を上の積分に代入して項別積分で計算する．積分の端
点を $c$ ($0$ ではなく) にしているので積分の収束が早く効率的に計算可能である．
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3. 周期 $I(j_{1},\ldots,j_{n})$ $:= \int_{i\infty}^{0}h_{j_{1}}(z)dz\int_{i\infty}^{z}\cdots\int_{i\infty}^{z}h_{j_{n}}(z)dz$ を $I_{i^{C}\infty}(j_{1}, \ldots,j_{n})$ らを用いて表
す．実際 \S 3の母関数とその性質を用いて

$1=1_{i\infty}^{0}=1_{\mathcal{C}}^{0}1_{i\infty}^{c}=J_{w_{N^{\mathcal{C}}}^{N}}^{wi\infty}1_{i^{\mathcal{C}}\infty}=(w_{N*}J_{c}^{i\infty})J_{i^{C}\infty}=w_{N*}(J_{i\infty}^{c})^{-1}1_{i\infty}^{c}$

が成立つ．ここで $h_{j}$ が固有関数であることを用いて $w_{N*}$ を計算することができるの
で両辺の巾級数の係数を比較することで $I(j_{1,\ldots/}j_{n})$ の $I_{i\infty}^{C}(j_{1,\ldots/}j_{n})$ 達にょる表示が
得られる．この表示から，予め計算してある $I_{i\infty}^{c}(j_{1,\ldots/}j_{n})$ 達の値を用いて $I(j_{1,\ldots/}i_{n})$

を計算できる．(2と 3の計算は Mathematica[18] を用いて計算した．)

4. 計算済みの $I(j_{1,\ldots/}j_{n})$ の近似値を用いてその $Q$ 上の線形関係を探し (実際はソフ
ト PARI/$GP$ [13] のコマンド”lindep’/を用いて線形関係を見つけ), $\mathcal{P}_{n}(S_{2}(\Gamma_{0}(N)))$

の次元がどこまで抑えられるかを調べる．

下記の表は，上の手順に従って $\dim S_{2}(\Gamma_{0}(N))=2$ が成り立つレベル $N$ に対して，
つまり 8通りのレベル $N=22,28,37,23,26,29,31,51$ に対して $d_{n}:=\dim \mathcal{P}_{n}(S_{2}(\Gamma_{0}(N)))$

を数値的に計算したものである．

Table: $\mathcal{P}_{n}(S_{2}(\Gamma_{0}(N)))$ の次元の表

1段目は次数 $n$ (積分の反復数), 2段目は次元の自明な上限 $(d(k-1))^{n},$ $3$ 段目，4
段目，5段目はレベルがそれぞれ $N=22,28,37,$ $N=23,26,29,31,$ $N=50$ の場合の
$d_{n}$ の値である．順に，クラス (1), (2), (3) と呼ぶことにする．2列目の’$F$-固有値’ には
Fricke対合が 2次元のカスプ形式の空間 $S_{2}(\Gamma_{0}(N))$ に作用する際の固有値を表示し
ている．

レベルが異なっていても周期の空間の次元が一致していることがあり，3つのクラ
スに分かれることが観察できる．この違いには Fricke対合の固有値が大きく影響し
ているように思えるが，クラス (2), (3) では固有値は等しいにも関わらず別の数列が
現れている．

例 $(S_{2}(\Gamma_{0}(50)))$ の周期の空間の次元計算)
ここではクラス (3) の場合を例にとって上の計算手続きを追ってみる．手順 1: 空間

$S_{2}(\Gamma_{0}(50)))_{Q}$ は 2次元でその基底で Fricke対合に関する固有関数になっているもの
として次の $h_{1},h_{2}$ が選べる．

$h_{1}(z)=q+q^{4}-q^{6}-2q^{9}-3q^{11}-2q^{14}+q^{16}+5q^{19}+2q^{21}-q^{24}+O(q^{25})$

$h_{2}(z)=q^{2}-q^{3}-2q^{7}+q^{8}-q^{12}+4q^{13}+3q^{17}-2q^{18}-3q^{22}-6q^{23}+O(q^{25})$
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この計算は Sage Notebook v4.6 [14] を用いて「$CuspForms(50,2,prec=300).basis()$」

と入力すると $S_{2}(\Gamma_{0}(50)))$ の基底を Fourier展開の形で $q^{300}$ の精度で (瞬時に) 出

力する．(Sage の使い方は Stein の本 $[17]$ がとても参考になる．) その後，対角化して
Fricke対合に関する固有関数 $h_{1},h_{2}$ を構成した (今の $N=50$ の場合，Sageの出力は
偶然固有関数になっている).
次に手順 2,3に従い周期を計算する．下には次数 3以下の周期の近似値を書いてい
る．実際の計算では，高次の周期の線形関係を探すときにある程度の精度が必要なの
で 350桁精度で近似値を求めた．

$I(1)=-0.132S924S417579683316411100765511989180577178908661509\ldots\cross i$

$I(2)=-0.0193887521414436689480u58930388001424454769199229239\ldots\cross i$

$I(1,1)=-0.008830206175207205853964554734297037659555303220391\ldots$

$I(1,2)=-0.001288309718572624869024492557713405211655419039060\ldots$

$I(2,1)=-0.001288309718572624869024492557713405211655419039060\ldots$

$I(2,2)=-0.000187961854801168229206893169696798822032630053033\ldots$

$I(1,1,1)=0.000391156011469249027473431622572146415146415643726\cross i$

$I(1,1,2)=0.000051227976842672937916543669392916750657908309868\cross i$

$I(1,2,1)=0.000068750725203591946071366672606597261770179014200\cross j$

$I(1,2,2)=0.000009304082080740383669901142420296605123481059657\cross i$

$I(2,1,1)=0.000051227976842672937916543669392916750657908309868\cross i$

$I(2,1,2)=0.000006370553653336903571080927189982885915760387070\cross i$

$I(2,2,1)=0.000009304082080740383669901142420296605123481059657\cross i$

$I(2,2,2)=0.000001214781938261958157242824273867303351020636922\cross i$

次に手順 4に則り PARI/$GP$ で $Q$-線形関係を探すと次を得る．
2次の周期間の関係式 (2個):

$I(1,2)=I(2,1) , I(1,1)-7I(1,2)+I(2,2)=70.$

3次の周期間の関係式 (4個):

$I(1,1,2)=I(2,1,1) , I(1,2,2)=I(2,2,1)$ ,

$3I(1,1,1)-14I(1,1,2)-7I(1,2,1)+2I(1,2,2)+I(2,1,2)=?0,$

$7I(1,1,1)-32I(1,1,2)-16I(1,2,1)+I(2,2,2)=?0$
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4次の周期間の関係式 (10個):

$I(1,1,2,1)=I(1,2,1,1)$ , $I(1,1,1,2)=I(2,1,1,1)$ ,

$I(1,1,2,2)=I(2,2,1,1)$ , $I(1,2,2,2)=I(2,2,2,1)$ ,

$I(1,2,1,2)=I(2,1,2,1)$ , $I(2,1,2,2)=I(2,2,1,2)$ ,

$-2I(1,1,2,2)+I(1,2,2,1)+I(2,1,1,2)=?0,$

$-6I(1,1,1,1)+21I(1,1,1,2)+21I(1,1,2,1)-4I(1,1,2,2)-2I(1,2,1,2)=?0,$

$14I(1,1,1,1)-48I(1,1,1,2)-48I(1,1,2,1)+I(1,2,2,2)+I(2,1,2,2)=?0,$

$-96I(1,1,1,1)+329I(1,1,1,2)+329I(1,1,2,1)-2I(2,2,2,2)=?0.$

?のついていない等式は Fricke 対合の性質から実際に証明できる: $I(j_{1}, \ldots,j_{n})=$

$I(j_{n}, \ldots,j_{1})$ . 観察では？のついている等式も 2次の？のついた等式が示せれば，後は
シャッフル積を用いて示せそうである 口

最後に，以上の観察から得られる次元数列の予想を述べよう．各 $i=1,2,3$ に対し
て数列 $D_{n}^{(i)}$ を

$D_{n}^{(1)}:= \frac{1}{2n}$

$\sum_{d|n,d:\circ dd}\mu(d)2^{n/d},$

$D^{(2)} \cdot=\frac{1-(-1)^{n}}{4n}\sum_{d|n}\mu(d)2^{n/d},$
$D_{n}^{(3)};=\{\begin{array}{ll}D_{n}^{(2)} n\neq 2,-1 n=2\end{array}$

と定義する．小さい $n$ に対する $D_{n}^{(i)}$ の表は次のようになる．

Table: $D_{n}^{(i)}$ の $g$

予想 周期環 $\mathcal{P}=\mathcal{P}(S_{2}(\Gamma_{0}(N)))$ は次の代数構造を持つだろう :
(i) クラス (1) の場合，$\mathcal{P}$ は各 $n$ 次斉次に $D_{n}^{(1)}$ 個の (代数としての) 生成元をもつ自由
な次数代数 (多項式代数) である．
(ii) クラス (2) の場合，$\mathcal{P}$ は各 $n$ 次斉次に $D_{n}^{(2)}$ 個の生成元をもつ自由な次数代数であ
る．

(iii) クラス (3) の場合，$\mathcal{P}$ は各 $n$ 次斉次に $D_{n}^{(2)}$ 個の生成元をもつ自由な次数代数を，
次数 2の 1つの元が生成するイデアルで割った商代数と同型である．
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この予想が正しいとすると各 $i=1,2,3$ に対して $d_{n}^{(i)}:=\dim_{Q}\mathcal{P}_{n}$ は次の式で与え
られることになる :

$\prod_{n\geq 1}\frac{1}{(1-x^{n})^{D_{n}^{(i)}}}=\sum_{n\geq 0}d_{n}^{(i)}x^{n}.$
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