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1 導入

この論述では，以下で定義される多重級数について解説する (詳しくは論文 $[KiY]$ をご覧頂きたい).

$(N) \omega_{M}^{i_{1}+\cdots+i_{k}}$

$S_{k}^{(N,M)}(n_{1}, \ldots, n_{k}):= \sum \epsilon$

$1\leq t_{1}\leq\cdots\leq i_{k}i_{1}\cdots i_{k}n_{1}.n_{k}.$

ここで，$k,$ $N,$ $M$ は自然数，$\omega M:=\exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}}{M})$ , $\epsilon_{1}^{(N.)_{i_{k}}}1\cdot\cdot\in\{0,1\}$ は

$\epsilon_{i}^{(N)}:=1,$ $\epsilon_{ij}^{(N)}:=\{$

$0$ $i=j\not\equiv 0$ $(mod N)$ ,
$\epsilon_{i_{1}\cdot\cdot i_{k}}^{(N.)}:=\prod_{j=1}^{k-1}\epsilon_{i_{j}i_{j+1}}(k\geq 3)$

lotherwise,

で定義する．簡単にわかるように，$k=1$ のとき，これは多重対数関数 $Li_{n}(z):= \sum_{i=1}^{\infty}\frac{z^{i}}{i^{n}}$ の $z=\omega_{M}$ で

の特殊値を与える．また，この級数は，等号無しの多重級数と等号付きの多重級数を補間する級数と見る
こともできる．実際，等号無し多重ゼータ値 $\zeta_{k}\cdot$ , 等号付き多重ゼータ値 $\zeta_{k}^{\star}$ を

$\zeta_{\dot{k}}(n_{1}, \ldots, nk):=\sum_{1\leq i_{1}<\cdot\cdot<i_{k}}.\frac{1}{i_{1}^{n_{1}}i_{2}^{n2}\cdots i_{k}^{n_{k}}}, \zeta_{k}^{\star}(n_{1}, \ldots, n_{k}):=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdot\cdot\leq i_{k}}.\frac{1}{i_{1}^{n_{1}}i_{2}^{n2}\cdots i_{k}^{n_{k}}},$

また，等号無し交代多重ゼータ値 $\zeta_{k’}^{alt}$ , 等号付き交代多重ゼータ値 $\zeta_{k}^{\star,alt}$ を

$\zeta_{k’}^{alt}(n_{1}, \ldots, n_{k}):=\sum_{1\leq i_{1}<\cdot\cdot<i_{k}}.\frac{(-1)^{i_{1}+.\cdot\cdot.\cdot+i_{k}}}{i_{1}^{n_{1}}i_{2^{2}}^{n}\cdot i_{k}^{n_{k}}},$ $\zeta_{k}^{\star,alt}(n_{1}, \ldots, n_{k}):=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdot\cdot\leq i_{k}}.\frac{(-1)^{i_{1}+.\cdot\cdot.\cdot+i_{k}}}{i_{1}^{n_{1}}i_{2}^{n2}\cdot i_{k}^{n_{k}}}$

で定義すれば，$M=1$ のとき，$S_{k}^{(1,1)}=\zeta_{k}^{\star},$ $S_{k}^{(\infty,1)}=\zeta_{\dot{k}},$ $M=2$ のとき，$S_{k}^{(1,2)}=\zeta_{k}^{\star,alt},$ $S_{k}^{(\infty,2)}=\zeta_{k’}^{alt}$ と

なっている 1. $M=2$ のとき，特に $\mathcal{S}_{k}^{(N,2)}$ は $\zeta_{k}^{\star,alt}$ の部分和になっているので，これを部分交代多重ゼー
タ値と呼ぶことにする．後で見るように $N=2$ の場合が本研究の出発点であり，これを単に $S_{k}^{(2,2)}=S_{k}$

と書くことにする．
このように，新しい多重ゼータを定義したのだが，これは本質的に新しい関数ではない．つまり，簡単

な考察により，$S_{k}^{(N,M)}$ は Arakawa-Kaneko $([AK1])$ によって研究された多重 L-値

$L_{m}(n_{1}, \ldots, n_{k};f_{1}, \ldots, f_{k});=\sum_{1\leq i_{1}<\cdot\cdot<i_{k}}.\frac{f_{k}(i_{k}-i_{k-1})\cdots f_{2}(i_{2}-i_{1})f_{1}(i_{1})}{i_{1}^{n_{1}}i_{2}^{n_{2}}\cdots i_{k}^{n_{k}}},$

$L:(n_{1}, \ldots, n_{k};f_{1}, \ldots, f_{k}):=\sum_{1\leq t_{1}<\cdot\cdot<i_{k}}.\frac{f_{1}(i_{1})f_{2}(i_{2}).\cdot.\cdot\cdot f_{k}(i_{k})}{i_{1}^{n_{1}}i_{2}^{n_{2}}\cdot i_{k}^{n_{k}}},$

$*$木本一史氏 (琉球大学) との共同研究．
$1N=\infty$ のとき，若干厳密ではない
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または，それらの等号付き版

$L_{m}^{\star}(n_{1}, \ldots, n_{k};f_{1}, \ldots, f_{k});=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdot\cdot\leq i_{k}}.\frac{f_{k}(i_{k}-i_{k-1})\cdots f_{2}.(i_{2}-i_{1})f_{1}(i_{1})}{i_{1}^{n_{1}}i_{2}^{n_{2}}\cdot\cdot i_{k}^{n_{k}}},$

$L_{*}^{\star}(n_{1}, \ldots, n_{k};f_{1}, \ldots, f_{k}):=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdot\cdot\leq i_{k}}.\frac{f_{1}(i_{1})f_{2}(i_{2}).\cdot.\cdot\cdot f_{k}(i_{k})}{i_{1}^{n_{1}}i_{2}^{n_{2}}\cdot i_{k}^{n_{k}}}$

のしかるべき線形和で書けることが示される．例えば，

(1.1) $S_{k}(a, b)= \frac{1}{2^{a+b}}\zeta(a+b)+L:(a, b;\chi, \chi)$ ,

といった具合である．ここで $\chi(n)$ $:=(-1)^{n}$ とする．

多重ゼータ値の研究において，まずは $n_{1}=n_{2}=\cdots=n_{k}$ という特別な場合が考えられる．$\{n\}^{k}:=$
$\{n, .., n\}\tilde{k}$

. と書く．以下はよく知られた事実である $([AK2, M, BBB, Y] などを参照)$ .

$\zeta_{\dot{k}}(\{2\}^{k})=\frac{1}{(2k+1)!}\pi^{2k},$ $\zeta_{k}^{\star}(\{2\}^{k})=\frac{(-1)^{k-1}(2^{2k}-2)B_{2k}}{(2k)!}\pi^{2k},$

$\zeta_{k’}^{alt}(\{2\}^{k})=\frac{(-1)^{\frac{k(k+1)}{2}}}{2^{k}(2k+1)!}\pi^{2k},$
$\zeta_{k}^{\star,alt}(\{2\}^{k})=\{\sum_{m=0}^{k}(\begin{array}{l}2k2m\end{array})\frac{(-1)^{m-1}(2^{2m}-2)B_{2m}E_{2k-2m}}{2^{2k}(2k)!}\}\pi^{2k}.$

ここで $B_{k}$ はベルヌーイ数，$E_{k}$ はオイラー数である．もちろんこれらは $n=2m$ の場合の公式として確
立されており，実際 $\zeta_{k}\cdot(\{2m\}^{k}),$ $\zeta_{k}^{\star}(\{2m\}^{k}),$ $\zeta_{k’}^{alt}(\{2m\}^{k}),$ $\zeta_{k}^{\star,alt}(\{2m\}^{k})\in \mathbb{Q}\pi^{2km}$ が示される．上記の類
似として $S_{k}(\{2\}^{k})$ を計算してみると，意外にも大変簡明な結果が得られる．
定理 1.1.

(1.2) $S_{k}( \{2\}^{k})=\frac{(-1)^{k}B_{2k}}{(2k)!}\pi^{2k}=-\frac{\zeta(2k)}{2^{2k-1}}\in \mathbb{Q}\pi^{2k}.$

ここで $\zeta(s)$はリーマンゼータ関数である．口

なぜこのように複雑な形をした多重級数 (の特別な場合) がこれほど簡単になるの力$\searrow$ これが本研究の
動機であった．その答えのーつは亀の由来にあると考えているのだが，根拠となるものはまだ得られて
いない．なお，(1.2) は，主結果の系 (系 3.5) としてただちに得られるものである．
第 2章では $S_{k}$ の由来となる非可換調和振動子，および，そのスペクトルゼータ関数について概説す

る 2. 第 3章では主結果 ( $S_{k}^{(N,M)}(\{n\}^{k})$ の母関数表示) を，最終章では主結果の証明のスヶッチを述べる．

2 由来: 非可換調和振動子のスペクトルゼータ関数
非可換調和振動子を説明する前に，まずは通常の調和振動子について述べる．
次の 2階の微分作用素 $H$ を調和振動子 3と呼ぶ．

$H:=- \frac{1}{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\frac{1}{2}x^{2}.$

$H$ は $L^{2}(\mathbb{R})$ 上の非有界な正値自己共役作用素を定める．$Spec(H)$ で $H$ の (重複度込みの) 固有値全体
のなす集合を表すことにする．$Spec(H)=\{n+\frac{1}{2}|n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\}$ であり，各固有値の重複度はすべて 1であ
ることが知られている．実際，$v_{n}(x)$ $:=H_{n}(x)e^{-\frac{x^{2}}{2}}(H_{n}(x)$ $:=(-1)^{n}e^{x^{2}} \frac{d^{n}}{dx^{n}}e^{-x^{2}}$ は $n$ 次のエルミート多
項式) が $H$ の固有値 $n+ \frac{1}{2}$ に対する固有関数であり，$\{v_{n}(x)\}_{n\geq 0}$ は $L^{2}(\mathbb{R})$ の直交基底になってぃる．

2筆者自身の結果はありません．
3より正確には，量子化された 1次元調和振動子のハミルトニアン演算子．
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一般に，作用素 $T$ に対して，$\zeta_{T}(s)$ $:= \sum_{\lambda\in Spec(T)}\lambda^{-\epsilon}$ で定義される級数を $T$ のスペクトルゼータ関数

と呼ぶ．上の事実から，調和振動子 $H$ のスペクトルゼータ関数は次のように書ける．

$\zeta_{H}(s):=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{1}{(n+\frac{1}{2})^{s}}=\zeta(s, \frac{1}{2})=(2^{s}-1)\zeta(s)$ .

ここで $\zeta(s, z)$ はフルビッツゼータ関数である．つまり，$\zeta_{H}(s)$ は本質的にリーマンゼータ関数と一致す
る．よって，作用素 $H$ の一般化が得られれば，そのスペクトルゼータ関数を考えることでリーマンゼー
タ関数の一般化を得ることができる．そこで今回 $H$ の一般化として考えるのが，タイトルにもある非可
換調和振動子と呼ばれる微分作用素である．

$\alpha,\beta>0,$ $\alpha\beta>1$ という条件を満たす実数 $\alpha,\beta$ に対して，次で定義される 2階の微分作用素 $Q_{\alpha,\beta}$ を

非可換調和振動子という．

$Q_{\alpha,\beta}:= (\begin{array}{ll}\alpha 00 \beta\end{array})(-\frac{1}{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}$ 十 $\frac{1}{2}x^{2})$ 十 $(\begin{array}{l}0-110\end{array})(x\frac{d}{dx}$ 十 $\frac{1}{2})$ .

$Q_{\alpha,\beta}$ は，Parmeggiani-Wakayama ([PWl, PW2]) によって導入された ([P] も参照のこと). 調和振動子

の場合と同様に，$Q_{\alpha,\beta}$ は $\mathbb{R}$ 上の $\mathbb{C}^{2}$ 値二乗可積分関数全体のなすヒルベルト空間 $L^{2}(\mathbb{R}, \mathbb{C}^{2})$ 上の非有界

な正値自己共役作用素を定める．さらに，$Q_{\alpha,\beta}$ は離散固有値のみを持つことが示される．そこで，$Q_{\alpha,\beta}$

の固有値を小さい順に並べて $(0<)\lambda_{1}\leq\lambda_{2}\leq\cdots\leq\lambda_{n}\leq\cdots(\nearrow+\infty)$ と書くことにする．各固有値 $\lambda_{n}$

を具体的に記述することは非常に難しい．だが，$\lambda_{n}$ の重複度が高々 3であることは分かつている．この
ように，数学的に非常に良い性質を持つ $Q_{\alpha,\beta}$ だが，これは何らかの物理モデルに由来しているわけでは
なく，現在のところ，$Q_{\alpha,\beta}$ が記述するような具体的な物理モデルがあるかどうかも不明である．

$Q_{\alpha,\beta}$ が “非可換” 調和振動子と呼ばれる一つの理由は，定義に出てくる 2つの行列が一般には可換で
はないためである．では “可換” な場合はどうなっているのだろうか．簡単な考察で，上記の 2つの行列
が可換になるための必要十分条件が $\alpha=\beta$ であることが分かる．このとき，実は

$Q_{\alpha,\alpha} \simeq\sqrt{\alpha^{2}-1}(\begin{array}{ll}1 00 1\end{array})(- \frac{1}{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\frac{1}{2}x^{2})=\sqrt{\alpha^{2}-1}(\begin{array}{ll}H 00 H\end{array})$

となる．つまり，“可換” 調和振動子 $Q_{\alpha,\alpha}$ は，本質的に調和振動子 $H$ の 2つの組とユニタリ同値になる．

このことから，$Spec(Q_{\alpha,\alpha})=\{\sqrt{\alpha^{2}-1}(n+\frac{1}{2})|n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\}$ および，各固有値の重複度が丁度 2になるこ
とが示され，最終的に次を得る．

$\zeta_{Q_{\alpha,\alpha}}(s)=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{2}{(\sqrt{\alpha^{2}-1}(n+\frac{1}{2}))^{s}}=2(\alpha^{2}-1)^{-\frac{s}{2}}\zeta(s, \frac{1}{2})$ .

上記を踏まえると，リーマンゼータ関数の一般化として本質的なのは $\alpha\neq\beta$ の場合である $(\alpha$ と $\beta$ の

比 $p^{\alpha}$ がさらに本質的). また，このとき $\lambda_{n}$ の形が具体的にわかつていないので，固有値の全体的な挙動
を調べるという意味でもスペクトルゼータ関数 $\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ の研究が重要になる．$\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ の本格的な研究
は Ichinose-Wakayama $([1W1])$ によって始まった．そこでは以下の基本的な性質が明らかとなった．

定理 2.1 $([IW1])$ . $(i)$ $\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ は ${\rm Re}(s)>1$ で絶対収束し，そこで正則関数を定める．
(ii) $\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ は全平面へ有理型接続可能である．また，$s=1$ にのみ 1位の極を持ち，

${\rm Res}_{s=1} \zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)=\frac{1}{\sqrt{\alpha\beta(\alpha\beta-1)}}.$

(iii) $\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ は $s=0,$ $-2,$ $-4,$ $-6,$ $\ldots$に 1位の零点を持つ．口
ここで非正の偶数点が零点である理由は，$\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ を解析接続する際，リーマンゼータ関数のときと同

様にガンマ関数が現れるからである．この意味で，これらの零点は “自明な零点” と呼ばれている．なお，
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関数等式の存在や “非自明零点”, また，リーマン予想の類似性などについてもまだ分かっていない (スペ
クトルゼータ関数 $\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ 全般については，[W] を参照にされたい).
次に，$\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ の正の整数点での特殊値について説明する．$m\geq 2$ に対して，天下り的だが数列

$\{J_{m}(n)\}_{n\geq 0}$ を以下の多重積分で定義する．

$J_{m}(n)=2^{m} \int_{0}^{1}\cdots\int_{0}^{1}(\frac{(1-x_{1}^{4})(1-.x_{2}^{4}\cdots x_{m}^{4})}{(1-x_{1}^{2}\cdot\cdot x_{m}^{2})^{2}})^{n}\frac{dx_{1}\cdotsdx_{m}}{1-x_{1}^{2}\cdots x_{m}^{2}}.$

例えば，

$J_{m}(0)= \zeta(m, \frac{1}{2}) , J_{m}(1)=\frac{3}{4}\sum_{k=0}^{L\frac{m}{2}\rfloor-1}\frac{1}{4^{k}}\zeta(m-2k, \frac{1}{2})+\frac{1-(-1)^{m}}{2}$

などが示される．$J_{m}(n)$ は，$m=2,3$ のとき Ap\’ery-like number, $m$ が一般のとき higher Ap\’ery-like
number と呼ばれている $([KiW1, Kil])$ . 実際，数列 $J_{m}(n)$ が満たす漸化式は，Apery が $\zeta(m)(m=2,3)$

の無理数性を示したときに用いた数列 $u_{m}(n)$ が満たす漸化式と酷似している．例えば，$m=2$ のときは
以下の通りである．

$4n^{2}J_{2}(n)-(8n^{2}-8n+3)J_{2}(n-1)+4(n-1)^{2}J_{2}(n-2)=0,$

$n^{2}u_{2}(n)-(11n^{2}-11n+3)u_{2}(n-1)-(n-1)^{2_{u}}2(n-2)=0.$

ただし，$m\geq 3$ の場合，一般に $J_{m}(n)$ が満たす漸化式は非斉次である．また，J2 $(n)/J_{2}(0)$ や $u_{2}(n)$ が満
たす (一般に素数のべきを法とする) 合同関係式にも，いくつかの点で類似性が見られる．

$J_{m}(n)$ の母関数 $g_{m}(x)$ を，$g_{m}(x)$ $:= \sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{l}-\frac{1}{2}n\end{array})J_{m}(n)x^{n}$ で定義する 4. $\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ の正の整数点での特
殊値に関する最初の結果は，Ichinose-Wakayama ([IW2]) において得られた次の公式である．

定理 2.2([IW2]).

$\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(2)=2(\frac{\alpha+\beta}{2\sqrt{\alpha\beta(\alpha\beta-1)}})^{2}((2^{2}-1)\zeta(2)+(\frac{\alpha-\beta}{\alpha+\beta})^{2}g_{2}(\frac{1}{\alpha\beta-1}))$ ,

$\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(3)=2(\frac{\alpha+\beta}{2\sqrt{\alpha\beta(\alpha\beta-1)}})^{3}((2^{3}-1)\zeta(3)+3(\frac{\alpha-\beta}{\alpha+\beta})^{2}g_{3}(\frac{1}{\alpha\beta-1}))$ .

口

$m$ が一般の場合は，$\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(m)$ の定理 2.2に対応する公式が Kimoto ([Ki2] ([Ki3] も参照) によって得
られている．それらを記述するためには，$J_{m}(n)$ だけではなく，$J_{m}(n)$ をさらに一般化した (やはりある
種の多重積分で定義された) 数列が必要になる．
これらの事実からわかるように，スペクトルゼータ関数 $\zeta_{Q_{\alpha,\beta}}(s)$ の正の整数点での特殊値の研究にお

いては，数列 $J_{m}(n)$ (およびその一般化たち) のより詳しい情報が必要となる．ここで $m=2r$ とすると，
$J_{2r}(n)$ は次のように書けることが示される ([Kil]).

$J_{2r}(n)= \sum_{p=0}^{n}(-1)^{p}(\begin{array}{l}-\frac{1}{2}p\end{array})(\begin{array}{l}np\end{array})\sum_{k=0}^{r-1}\zeta(2r-2k, \frac{1}{2})S_{k,p}.$

ここで $S_{k,p}$ は次で定義される有限和である．

$S_{k,p}= \sum_{1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}\leq 2p}\epsilon_{i_{1}\cdots i_{k}} i_{1}^{2}\cdots i_{k}^{2}$

(2) $(-1)^{i_{1}+\cdots+i_{k}}$

この $S_{k_{J)}}$ の極限 $parrow\infty$ を取ったものが，今回の研究の主対象である $S_{k}(\{2\}^{k})$ である．

$S_{k}( \{2\}^{k})=\lim_{parrow\infty}S_{k,p}= \sum \epsilon$
(2) $(-1)^{i_{1}+\cdots+i_{k}}$

$1\leq i_{1}\leq\cdots\leq i_{k}i_{1}\cdots i_{k} i_{1}^{2}\cdots i_{k}^{2}$

$\overline{4}$$g_{m}(x)$ の代わりに母関数 $w_{m}(t)$ $:= \sum_{n=0}^{\infty}J_{m}(n)t^{n}$ を考えると，これは微分方程式の観点から興味深い対象になっている
($m=2$ の場合，楕円曲線や保型形式と関連あり $([KiW2])$ ).
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3 主結果
$S_{k}^{(N,M)}(\{n\}^{k})$ の母関数は，ガンマ関数の積商で具体的に書ける．これが今回の主結果である．
定理 3.1. $n\geq 1$ に対して，

$\sum_{k=0}^{\infty}S_{k}^{(N,M)}(\{n\}^{k})x^{nk}=\frac{\prod_{k=1}^{M}\prod_{j=0}^{2n-1}\Gamma(\frac{1}{M}(k-\frac{x}{N}\omega_{2n}^{j}\omega_{Mn}^{kN}))}{\prod_{k=1}^{M}\prod_{j=0}^{n-1}\Gamma(\frac{k}{M})\Gamma(\frac{1}{M}(k-x\omega_{2n}^{2j-1}\omega_{Mn}^{k}))}.$

ここで So $:=1$ とする．特に，$N=M=2$ のとき，

(3.1) $\sum_{k=0}^{\infty}S_{k}(\{n\}^{k})x^{nk}=\frac{\Gamma(\frac{1}{2})^{n}\prod_{j=0}^{n-1}\Gamma(1-\frac{x}{2}\omega_{n}^{j})}{\prod_{j=0}^{n-1}\Gamma(\frac{1}{2}-\frac{x}{2}j_{n})}.$

口

母関数 (3.1) から，以下のように亀 $(\{n\}^{k})$ の情報を取り出すことが出来る．
まず，ガンマ関数の二倍角の公式を使うと，(3.1) は次のように書きかえられる．

$\sum_{k=0}^{\infty}S_{k}(\{n\}^{k})x^{nk}=2^{-x\delta_{n,1}}\prod_{j=0}^{n-1}\frac{\Gamma(1-\frac{x}{2}j_{n})^{2}}{\Gamma(1-xj_{n})}.$

ここで $\delta_{n,1}$ はクロネッカーのデルタである．すると，右辺のガンマ関数の積商の部分は，丁度 Aomoto
$([Ao])$ , Drinfel’d $([D])$ , Zagier の公式

$\frac{\Gamma(1-X)\Gamma(1-Y)}{\Gamma(1-X-Y)}=\exp(\sum_{m=2}^{\infty}\zeta(m)\frac{X^{m}+Y^{m}-(X+Y)^{m}}{m})$

が $(X=Y= \frac{x}{2}j_{n}$ として $)$ 適用可能な形になっている．実際に公式を使うことで次を得る．
系 3.2. (i) $n=1$ のとき，$S_{k}(\{1\}^{k})\in \mathbb{Q}[\log 2, \zeta(2), \zeta(3), \ldots, \zeta(k)].$

(ii) $n\geq 2$ のとき，$S_{k}(\{n\}^{k})\in \mathbb{Q}[\zeta(n), \zeta(2n), \zeta(3n), \ldots, \zeta(kn)]$ . 特に，$S_{k}(\{2m\}^{k})\in \mathbb{Q}\pi^{2mk}$ . 口

例 3.3. $n=1$ のとき，

$S_{1}(\{1\}^{1})=-\log 2,$

$S_{2}( \{1\}^{2})=\frac{1}{2}(\log 2)^{2}-\frac{1}{4}\zeta(2)$ ,

$S_{3}( \{1\}^{3})=-\frac{1}{6}(\log 2)^{3}+\frac{\log 2}{4}\zeta(2)-\frac{1}{4}\zeta(3)$ .

例 3.4. $n=3$ のとき，

$S_{1}( \{3\}^{1})=-\frac{3}{4}\zeta(3)$ ,

$S_{2}( \{3\}^{2})=-\frac{31}{64}\zeta(6)+\frac{9}{32}\zeta(3)^{2},$

$S_{3}( \{3\}^{3})=-\frac{255}{768}\zeta(9)+\frac{93}{128}\zeta(6)\zeta(3)-\frac{27}{384}\zeta(3)^{3}.$

一方で $n$ が偶数のとき，$n=2m$ と書けば，今度はガンマ関数の相補公式から (3.1) は

$\sum_{k=0}^{\infty}S_{k}(\{2m\}^{k})x^{2nk}=\prod_{j=1}^{m}\frac{\Gamma(1-\frac{x}{2}\omega_{2m}^{j})\Gamma(1+\frac{x}{2}j_{2m})}{r(j_{2m}j_{2m})}=\prod_{j=1}^{m}\frac{\pi x\omega_{2m}^{j}}{2}\cot\frac{\pi x\omega_{2m}^{j}}{2}$

と書くことができる．右辺に $\cot(x)$ の $x=0$ でのローラン展開の式 $\cot(x)=\sum_{l=0(2l)!}^{\infty 2^{2l}(-1)^{lB_{2t}}}x^{2l-1}$ を

代入して係数比較を行うことで，$S_{k}(\{2m\}^{k})$ の次のような表示を得ることもできる．
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系 3.5.

(3.2) $S_{k}( \{2m\}^{k})=(-1)^{mk}(\sum_{\iota_{1},\ldots,\iota_{m\geq 0}} \omega_{m}^{l_{1}+2l_{2}+\cdots+ml_{m}}\frac{B_{2l_{1}}}{(2l_{1})!}\cdots\frac{B_{2l_{m}}}{(2l_{m})!})\pi^{2mk}.$

$\iota_{1+\cdots+l_{m}=mk}$

口

なお，(3.2) は $mk$ (もしくは $k$ ) の分割にわたる和として書きなおすことも可能であり 5, その表示を用
いれば，系 3.2同様 $S_{k}(\{2m\}^{k})\in \mathbb{Q}\pi^{2mk}$ を示すことが出来る．

例 3.6. $n=2(m=1)$ とすれば，(1.2) を得る．

例 3.7. $n=4(m=2)$ のとき，

$S_{k}( \{4\}^{k})=(\sum_{l=0}^{2k}(-1)^{\iota}\frac{B_{2l}B_{4k-2l}}{(2l)!(4k-2l)!})\pi^{4k}.$

なお，今回はインデックスがすべて等しい場合しか取り扱わなかったが，従来の多重ゼータ値同様，今
後は $S_{k}$ (もつと一般に $S_{k}^{(N,M)}$ ) の間の (線形) 関係式を調べることが課題となってくる．例えば，$k=2$

のとき，多重ゼータ値 $\zeta_{k}\cdot,$ $\zeta_{k}^{\star}$ はオイラーの公式 (和公式の特別な場合) と呼ばれる以下の関係式を満たす．

$\zeta_{2}\cdot(1, k)=\frac{k+2}{2}\zeta(k+1)-\frac{1}{2}\sum_{p=2}^{k-1}\zeta(p)\zeta(k+1-p)$ ,

$\zeta_{2}^{\star}(1, k)=\frac{k}{2}\zeta(k+1)-\frac{1}{2}\sum_{p=2}^{k-1}\zeta(p)\zeta(k+1-p)$ .

この類似として，$S_{k}$ に対するオイラーの公式が次のように導かれる．

命題 3.8.

$S_{2}(1,2k)=(k+1)(2^{-2k}-1)\zeta(2k+1)+(2-2^{1-2k})\zeta(2k)\log 2$

$- \sum_{p=1}^{k-1}(2^{-2p}-1)\zeta(2p+1)\zeta(2k-2p)$ ,

$S_{2}(2k, 1)=-k(2^{-2k}-1)\zeta(2k+1)-\zeta(2k)\log 2$

$+ \sum_{p=1}^{k-1}(2^{-2p}-1)\zeta(2p+1)\zeta(2k-2p)$ .

口

これは，(1.1) と二重 $L$-値 $L_{*}^{\cdot}(a, b;\chi, \chi)$ に対するオイラーの公式 ([BZB]) から従う．なお奇数の場合，
すなわち，$S_{2}(1,2k+1),$ $S_{2}(2k+1,1)$ がリーマンゼータ値および log2の多項式で書けるかどうかは，上
記の二重 $L$-値同様定かではない 6.

5このとき，(3.2) における $\omega_{m}^{t_{1}+2l_{2}+\cdots+ml_{m}}$ に対応する部分は，対称関数の重合 (plethysm) で書ける．
6もう少し補足すると，これらの公式は $L:(k, 1;\chi, \chi)-L:(1, k;\chi, 1)\in \mathbb{Q}[\log 2, \zeta(2), \zeta(3), \ldots, \zeta(k+1)],$ $L:(k, 1;\chi, \chi)+$

$(-1)^{k}L:(1, k;\chi, 1)\in \mathbb{Q}[\log 2, \zeta(2), \zeta(3), \ldots, \zeta(k+1)]$ という事実から従う．
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4 証明のスケッチ

主結果は，“対称関数の特殊化” を用いて示される．そのために，まずは分割や対称関数の標準的な言葉
を用意しておく (詳しくは [M] を参照のこと).
自然数の単調非増加な列 $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots, \lambda_{\ell})$ を分割という．分割 $\lambda$ に対して，$| \lambda|:=\sum_{j=1}^{\ell}\lambda_{j}$ を $\lambda$ の

重さ，$\ell=\ell(\lambda)$ を $\lambda$ の長さという．$\lambda$ が重さ $k$ の分割のとき，$\lambda\vdash k$ と書く．$m_{i}(\lambda):=\#\{j|m_{j}=i\}$ を
$\lambda$ における $i$ の重複度と呼ぶ．分割は，しばしば重複度を用いて $\lambda=(1^{m_{1}(\lambda)}, 2^{m_{2}(\lambda)}, \cdots)$ と書かれるこ

ともある．分割 $\lambda$ から 1を取り除いた分割を $\lambda>1$ と書く．つまり，$\lambda_{>1}=(2^{m_{2}(\lambda)}, 3^{m_{3}(\lambda)}, \cdots)$ である．$\lambda$

の成分がすべて偶数であるとき，$\lambda$ は even であるという．また，分割 $\lambda,$
$\mu$ に対して，$\lambda_{i}-\mu_{i}=0$ または

1 のとき，$\lambda/\mu$ は vertical strip であるという．例えば $(4, 2, 2, 1, 1, 1)/(3,2,1,1)$ は vertical strip である．
$x=(x_{1},x_{2}, x_{3}, \ldots)$ を変数とする．ここで用いる対称関数は，次の二つである．

$e_{k}=e_{k}(x)= \sum_{1\leq i_{1}<\cdot\cdot<i_{k}}.x_{i_{1}}\cdots x_{i_{k}}, h_{k}=h_{k}(x)=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdot\cdot\leq i_{k}}.x_{i_{1}}\cdots x_{i_{k}}.$

$e_{k}$ を基本対称関数，編を完全対称関数と呼ぶ．定義から，多重ゼータ値とこれらの対称関数の間には関
係がありそうなことがすぐにわかる．実際，変数の特殊化 $(x_{1}, x_{2}, \ldots)=(\frac{1}{1^{n}}, \frac{1}{2^{n}}, \ldots)$ を行うことで，

$e_{k}= \sum_{1\leq i_{1}<\cdot\cdot<i_{k}}.\frac{1}{i_{1}^{n}\cdots i_{k}^{n}}=\zeta_{\dot{k}}(\{n\}^{k}) , h_{k}=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdot\cdot\leq i_{k}}.\frac{1}{i_{1}^{n}\cdots i_{k}^{n}}=\zeta_{k}^{*}(\{n\}^{k})$

が得られる．つまり，インデックスがすべて等しいときの多重ゼータ値は，対称関数の特殊化としてとら
えることができる．この観点に立つと，$\zeta_{\dot{k}}(\{n\}^{k})$ および $\zeta_{k}^{\star}(\{n\}^{k})$ の母関数が，対称関数の理論からすぐ
に計算できる．実際，$e_{k},$ $h_{k}$ の母関数が無限積

$E(t)= \sum_{k=0}^{\infty}e_{k}t^{k}=\prod_{l=1}^{\infty}(1+Xlt) , H(t)=\sum_{k=0}^{\infty}h_{k}t^{k}=\prod_{l=1}^{\infty}(1-x_{l}t)^{-1}$

で与えられるので，これらの式に先ほどの変数の特殊化を施してやれば，

(4.1) $\sum_{k=0}^{\infty}(-1)^{k}\zeta_{\dot{k}}(\{2m\}^{k})t^{2mk}=\prod_{n=1}^{\infty}(1-\frac{t^{2m}}{n^{2m}}) , \sum_{k=0}^{\infty}\zeta_{k}^{\star}(\{2m\}^{k})t^{2mk}=\prod_{n=1}^{\infty}(1-\frac{t^{2m}}{n^{2m}})^{-1}$

となる．ここで $\zeta_{\dot{0}}=\zeta_{0}^{\star}:=1$ とおいた．あとは右辺に $\sin(x)$ の無限積表示を使い，さらに $\sin(x)$ (もしくは
$\csc(x))$ の $x=0$ におけるテイラー展開 (もしくはローラン展開) の式を代入して係数比較を行えば，(3.2)
と同様に $\zeta_{\dot{k}}(\{2m\}^{k}),$ $\zeta_{k}^{\star}(\{2m\}^{k})$ の具体的な値が計算できる．特に，$\zeta_{\dot{k}}(\{2m\}^{k}),$ $\zeta_{k}^{\star}(\{2m\}^{k})\in \mathbb{Q}\pi^{2mk}$ が示

される．もっと一般に，$\psi$ をディリクレ指標とすると，同様の考え方で $L:(\{n\}^{k};\{\psi\}^{k}),$ $L_{*}^{\star}(\{n\}^{k};\{\psi\}^{k})\in$

$\mathbb{Q}(\psi)\pi^{nk}$ (ただし $n$ と $\psi$ の偶奇は等しいとする) が示される ([Y]).

以下，主定理の証明のスケッチを述べる．煩雑さを避けるため $N=M=2$ の場合で説明する (一般の
場合も同様である). $S_{k}(\{n\}^{k})$ 自身は，上記のように対称関数の特殊化としてとらえることはできない．
そこで，まずは亀 $(\{n\}^{k})$ を細分化することを考える．$k$ 個の自然数 $i_{1},$

$\ldots,$
$i_{k}$ が $i_{1}\leq\cdots\leq i_{l}$ を満たす

と仮定する．このとき，

$\frac{i_{1}=\cdots=i_{r_{1}}}{r_{1}}\frac{i_{r_{1}+1}=\cdots=i_{r_{1}+r_{2}}}{r_{2}}\frac{i_{r_{1}+\cdots+r_{\ell-1}+1}=\cdots=i_{r_{1}+\cdots+r_{\ell}}}{r_{\ell}}<<\cdots<$

.

によって $k$ の分割 $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{\ell})$ と $\lambda$ の置換 $(r_{1}, \ldots, r_{\ell})$ が一意的に定まる．これを踏まえると，

$S_{k}( \{n\}^{k})=\sum_{1\leq i_{1}\leq\cdot\cdot\leq i_{k}}.\epsilon_{i_{1}\ldots i_{k}}\frac{(-1)^{i_{1}.+\cdots+i_{k}}}{i_{1}^{n}\cdot\cdot i_{k}^{n}}$

$= \sum_{\lambda\vdash k(r_{1},\ldots,r_{\ell\check{r_{1}}\check{r\ell}}}\sum_{)\in \mathcal{P}(\lambda)}\sum_{1\leq j_{1}<\cdot\cdot<j_{l}}.\epsilon_{j_{1}\cdots j_{1}\cdots j_{\ell}\cdots j_{\ell}}\frac{(-1)^{r_{1}j_{1}.+\cdots+r_{\ell}j_{\ell}}}{j_{1}^{r_{1}n}\cdot\cdot j_{\ell}^{r_{\ell}n}}$

$= \sum_{\lambda\vdash k}S(n;\lambda)$
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と書くことができる．ここで，$\epsilon_{i_{1}\ldots i_{k}}:=\epsilon_{i_{1}\ldots\dot{\iota}_{k}}^{(2)},$ $\mathcal{P}(\lambda)$ は $\lambda$ の置換全体のなす集合，$S(n;\lambda)$ は

$S(n; \lambda)=\sum_{(r_{1},\ldots,r\ell)\in p(\lambda)1\leq j}\sum_{1<\cdot\cdot<j\iota}.\epsilon_{j_{1\bigvee_{r\check{r_{l}}}^{j_{1}\cdots j_{\ell}\cdots j\ell}}}\ldots\frac{(-1)^{rj_{1}.+\cdots+r_{\ell}j_{\ell}}1}{j_{1}^{r_{1}n}\cdot\cdot j_{\ell}^{r_{\ell}n}}1$

で定義する．また，便宜上，$\lambda=\emptyset$ ( $\emptyset$ は $0$ のただ一つの分割) のときは $S(n;\emptyset)$ $:=1$ と定義する．

例 4.1. $k=3$ のとき:3の分割は (3), (2,1), (1,1,1) の 3つである．また，$\mathcal{P}$ ((3)) $=\{(3)\},$ $\mathcal{P}((2,1))=$

$\{(2,1), (1,2)\},$ $\mathcal{P}((1,1,1))=\{(1,1,1)\}$ である．よって，$S(n;(3)),$ $S(n;(2,1)),$ $S(n;(1,1,1))$ はそれぞ
れ次で与えられる．

$S(n;(3))= \sum_{i}\epsilon_{iii}\frac{(-1)^{i+i+i}}{i^{n}i^{n}i^{n}}=\sum_{i=1}^{\infty}\frac{1}{(2i)^{3n}},$

$S(n;(2,1))= \sum_{i<j}\epsilon_{iij}\frac{(-1)^{i+i+j}}{i^{n}i^{n}j^{n}}+\sum_{i<j}\epsilon_{ijj}\frac{(-1)^{i+j+j}}{i^{n}j^{n}j^{n}}=\sum_{2i<j}\frac{(-1)^{j}}{(2i)^{2n}j^{n}}+\sum_{i<2j}\frac{(-1)^{i}}{i^{n}(2j)^{2n}},$

$S(n;(1^{3}))= \sum_{i<j<k}\epsilon_{ijk}\frac{(-1)^{i+j+k}}{i^{n}j^{n}k^{n}}=\sum_{i<j<k}\frac{(-1)^{i+j+k}}{i^{n}j^{n}k^{n}}$ .

次の補題 (特に (ii)) が本質的である (証明には組合せ論的な議論が必要となる).

補題 4.2. (i) 任意の $\lambda\vdash k$ に対して，$\mu>1$ が even かつ $\lambda/\mu>1$ が vedi$cal$ stnp であるような分割 $\mu\vdash k$

が一意的に定まる．
(ii) $\mu\vdash k$ かつ $\mu>1$ が even のとき 7,

(4.2) $S(n;(1^{m1(\mu)}))S(n; \mu>1)= \sum S(n;\lambda)$ .
$\lambda\vdash k$

$\lambda/\mu>1$ :vertical strip

口

例 4.3. $k=5$ のとき:(i) における $\lambda$ と $\mu$ の対応は以下の通り．

これより (ii) の分解公式は次のようになる．

$S(n;(1))S(n;(4))=S(n;(5))+S(n;(4,1))$ ,

$S(n;(1))S(n;(2^{2}))=S(n;(3,2))+S(n;(2^{2},1))$ ,

$S(n;(1^{3}))S(n;(2))=S(n;(3,1^{2}))+S(n;(2,1^{3}))$ ,
$S(n;(1^{5}))S(n;\emptyset)=S(n;(1^{5}))$ .

よって，最初に示した等式 (細分化) と合わせれば，

$s_{k}( \{n\}^{k})=\sum S(n;\lambda)= \sum \sum S(n;\lambda)$

$\lambda\vdash k \mu\vdash k \lambda\vdash k$
$\mu>1$ :even $\lambda/\mu>1$ :vertical strip

$= \sum s(n;(1^{m_{1}(\mu)}))s(n;\mu>1)$

$\mu\vdash k$

$\mu>1$ :even

$7_{\mu}$ が一般の場合，(4.2) の右辺の各 $S(n;\lambda)$ は一般に重複度が現れる．
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となり，結果として $S_{k}(\{n\}^{k})$ の母関数が次のように二つの母関数の積に分かれることが示される．

$\sum_{k=0}^{\infty}S_{k}(\{n\}^{k})x^{nk}=\sum_{k=0}^{\infty}(\mu\vdash k>1$

$=( \sum_{r=0}^{\infty}S(n;(1^{r}))x^{nr})(\sum_{d=0}^{\infty}\{\sum_{\lambda\vdash d}S(n;2\lambda)\}x^{2nd})$

$=( \sum_{r=0}^{\infty}\zeta_{r}^{alt}(\{n\}^{r})x^{nr})(\sum_{d=0}^{\infty}\zeta_{d}^{\star}(\{2n\}^{d})(\frac{x}{2})^{2nd})$ .

ここで，等式 $\sum_{\lambda\vdash d}S(n;2\lambda)=_{\overline{2}^{Tn7}}^{1}\zeta_{d}^{\star}(\{2n\}^{d})$ は，$S_{k}(\{n\}^{k})$ を細分化した際の逆の操作をたどることで
示される．最後に出てきた二つの母関数は，対称関数の特殊化を用いて計算ができる．

$\sum_{r=0}^{\infty}\zeta_{r’}^{alt}(\{n\}^{r})x^{nr}=\sum_{r=0}^{\infty}e_{r}(\frac{(-1)^{1}}{1^{n}}, \frac{(-1)^{2}}{2^{n}}, \ldots)x^{nr}$

$= \prod_{l=1}^{\infty}(1+\frac{(-1)^{l}}{l^{n}}x^{n})=\frac{\Gamma(\frac{1}{2})^{n}}{\prod_{k=1}^{2}\prod_{j=0}^{n-1}\Gamma(\frac{k}{2}-\frac{x}{2}\omega_{2n}^{2j+k-1})},$

$\sum_{d=0}^{\infty}\zeta_{d}^{\star}(\{2n\}^{d})(\frac{x}{2})^{2nd}=\sum_{d=0}^{\infty}h_{d}(\frac{1}{1^{2n}}, \frac{1}{2^{2n}}, \ldots)(\frac{x}{2})^{2nd}$

$= \prod_{l=1}^{\infty}(1-\frac{x^{2n}}{(2l)^{2n}})^{-1}=\prod_{j=0}^{2n-1}\Gamma(1-\frac{x}{2}\omega_{2n}^{j})$ .

よって (3.1) が得ることができる．

注意 4.4. 今回我々は，組合せ論的な議論 (補題 4.2) を用いて $S_{k}(\{n\}^{k})$ の母関数が二つの母関数の積に
分解することを証明した．しかしこの事実は，多重ゼータ値や多重 $L$-値を “分割上の (しかるべき重み関
数に関する) 状態和” として解釈することでもっと一般に示すことができる，ということを九州大学の落
合啓之氏にご教授いただいた．また，(4.1) についても同様の解釈で説明が可能である．詳しくは本報告
集の落合啓之氏の原稿を参照されたい．

謝辞．共同研究者の木本一史さんには，この原稿の粗稿を読んでいただき，大変貴重なご意見を頂戴しま
した．この場を借りて感謝申し上げます．
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