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1 はじめに

集合 $C$ と $D$ を Hilbert 空間 $H$ に含まれる集合とする。本論文では複数の集合の共通部分を見

つける問題 (制約可能性問題) を考える。集合 $C$ と $D$ に関する制約可能性問題は以下の条件

$u\in C\cap D$ (1.1)

を満たす $u\in H$ を見つける問題となる。制約可能性問題とは、所望する条件をすべてを満足する

解を見つけるための数理モデルであり、工学において現れる様々な問題を表現することができる

([12, 8] 参照)。 ここで、 任意の $x\in H$ に対して

$\Vert x-x_{0}\Vert=\min_{y\in c}\Vert x-y\Vert$

を満たす $C$ の点 $x_{0}$ が一意に存在する。 $H$ から $C$ の上への距離射影 $P_{C}$ : $Harrow C$ を $P_{C}(x)=x_{0}$

と定義する。 $P_{C}$ は以下の性質を持つ事が知られている : 任意の $x,y\in H$ の対して

$\Vert P_{C}(x)-P_{C}(y)\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}-\Vert(I-P_{C})(x)-(I-P_{C})(y)\Vert^{2}$ (1.2)

([9, 10] 参照)。制約可能性問題 (1.1) は写像 PCPD の不動点問題として表すことができる:

$P_{C}P_{D}(u)=u$ . (1.3)

射影が持つ性質 (1.2) に焦点を当てることで、制約可能性問題を解決する求解法として射影法が考
案されている。射影法は von Neumann [11] によって研究され、次のような結果が得られている。

定理 1.1 (von Neumann [11]) $C$ と $D$ を $H$ の閉部分空間とする。点列 $\{x_{n}\}$ を以下の方法で生

成する。

$x_{0}\in H,$ $x_{2n+1}=P_{C}(x_{2n})$ and $x_{2n+2}=P_{D}(x_{2n+1})(n=0,1,2, \ldots)$ . (1.4)

このとき、 $\{x_{n}\}$ は $P_{C\cap D}(x_{0})$ に強収束する。

さらに Bregman [5] は集合 $C$ と $D$ が閉凸集合のとき、 $\{x_{n}\}$ が $C\cap D$ の点に弱収束することを証

明している。 また、Hundal [7] によって Hilbert 空間において射影法が強収束しないような閉凸集
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合の例が与えられている。射影法の理論研究は、集合が複数の場合や Banach 空間における研究な
ど様々な条件のもとで現在も活発におこなわれている ([1,6,9,10] 参照)。
一方、 射影法の収束に関して集合間の幾何学的な構造と点列の収束効率が密接に関係しているこ
とが知られている [6]。 Bauschke と Kruk [4] は射影法の収束の効率化を目指し、 以下のような求
解法について研究をおこなった。

$x_{0}\in H,$ $x_{2n+1}=R_{C}(x_{2n})$ and $x_{2n}=P_{D}(x_{2n+1})(n=0,1,2, \ldots)$ ,

ここで $R_{C}=2P_{C}-I$ とする。 Bauschke と Kruk は集合 $C$ が閉凸錐で obtuse(2章で解説する)
であるとき $\{x_{n}\}$ が $C\cap D$ の要素に収束することを示している。ただし Bauschke と Kruk の結果
は有限次元で示されている。また、 閉凸錐を並行移動した場合、一般に obtuse でないような例が
作れてしまう。

本研究では Bauschke と Kruk の研究に動機づけられて、制約可能性問題を一般化した以下の問
題について考える。

find $u\in(e+C)\cap D$ , (1.5)

ただし $e\in H$ とする。 ここでは問題 (1.5) を解決するための求解法を提案し、求解法から構成され
る点列が (1.5) の解に弱収束することを示す。

2 準備

本論文を通して $H$ を実 Hilbert 空間とし、 $\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ と $\Vert\cdot\Vert$ を $H$ -の内積とノルムとする。 $C$ を $H$ の

空でない集合とする。 $C$ が閉凸錘のとき集合 $c*$ を

$C^{*}=\{y\in H;\langle x, y\rangle\geq 0(\forall x\in C)\}$

とする。 閉凸錐 $C$ が $C^{*}\subset C$ を満たすとき $C$ は obtuse [4] という。閉凸錐で obtuse な集合とし
て次の例が知られている。

例 2.1
$\mathbb{R}_{+}^{n}=\{x\in \mathbb{R}^{n}:x_{i}\geq 0(i=1,2, \ldots,n)\}$

とする。 このとき $\mathbb{R}_{+}^{n}$ は obtuse である。 ここで、 $\mathbb{R}_{+}^{2}$ をベクトル $(1, 1)^{T}$ で平行移動した集合
$(1, 1)^{T}+\mathbb{R}_{+}^{2}$ は obtuse でない事が比較的容易に示せる。 ここで、 $a^{T}$ はベクトル $a$ の転置をあら
わす。

例 2.2
$\mathbb{S}_{+}^{n}=\{A\in \mathbb{R}^{n\cross n};A^{T}=A, x^{T}Ax\geq 0(\forallx\in \mathbb{R}^{n})\}$

とする。 このとき $s_{+}^{n}$ は obtuse である。

例 2.3
SOC$(n)=\{(x,t)\in \mathbb{R}^{n+1};x_{1}^{2}+x_{2}^{2}+\cdots+x_{n}^{2}\leq t^{2},t\geq 0\}$

とする。 このとき SOC $(n)$ は obtuse である。
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$x\in H$ とする。距離射影には次のような性質がある ([1,6,9,10,4] 参照)。

(i)
$\langle y-P_{C}(x),x-P_{C}(x)\rangle\leq 0(\forall y\in C)$ : (2.1)

(ii)
$P_{x+C}(y)=P_{C}(y-x)+x(\forall y\in C)$ . (2.2)

(iii) $C$ を obtuse とし、 $R_{\mathcal{C}}=2P_{C}-I$ とする。 ただし、 $I$ を恒等写像とする。 このとき

$R_{C}(x)\in C(\forall x\in H)$ (2.3)

3 主結果

問題 (1.5) を解決するために以下の方法で構成される点列 $\{x_{n}\}$ を考える。

$x_{0}\in H,$ $x_{2n+1}=R_{e+C}(x_{2n})$ and $x_{2n+2}=P_{D}(x_{2n+1})(n=0,1,2, \ldots)$ . (3.1)

ここで、 $R_{e}+c=2P_{e+C}-I$ である。

主定理を証明するために次の補助定理が必要である。

補助定理 3.1 $R_{e+C}=2P_{e+C}-I$ とする。 このとき $R_{e+C}$ は非拡大写像、つまり

$\Vert R_{e+C}(x)-R_{e+C}(y)\Vert\leq\Vert x-y\Vert(\forall x, y\in H)$

となる。

補助定理 3.2 $\{x_{n}\}$ を (3.1) の方法から構成された点列とし、 $u\in(e+C)\cap D$ とする。 このとき

$\Vert x_{2n+2}-u\Vert^{2}+\Vert x_{2n+1}-x_{2n+2}\Vert^{2}\leq\Vert x_{2n+1}-u\Vert^{2}(\forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\})$ (3.2)

が成り立つ。

補助定理 3.$3C$ を obtuse とし、 $e\in H$ とする。このとき

$R_{e+C}(x)\in e+C(\forall x\in H)$ .

証明の概略

$R_{e+C}$ の定義と (2.2) より

$R_{e+C}(x)=(2P_{e+C}-I)(x)$

$=2P_{e+C}(x)-x$

$=2(P_{C}(x-e)+e)-x$

$=e+2(P_{C}-I)(x-e)$ .

ここで $C$ は obtuse より $R_{e+C}(x)\in e+C.$ $\blacksquare$

上記で示された補助定理を用いることで、次の収束定理を証明する。

228



定理 3.1 $C$ を $H$ の obtuse な閉凸錐、 $D$ を $H$ の閉凸集合、 $e\in H$
、

$(e+C)\cap D\neq\emptyset$ とする。 点
列 $\{x_{n}\}$ を以下のように構成する。

$x_{0}\in H,$ $x_{2n+1}=R_{e+C}(x_{2n})$ and $x_{2n+2}=P_{D}(x_{2n+1})(n=0,1,2, \ldots)$ .

このとき点列 $\{x_{n}\}$ は $(e+C)\cap D$ に含まれる点 $\overline{u}$ に弱収束する。

証明の概略

$v\in(e+C)\cap D$ とする。補助定理 3.1と補助定理 3.2より、任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\Vert x_{2n+2}-v\Vert^{2}+\Vert x_{2n+1}-x_{2n+2}\Vert^{2}\leq\Vert x_{2n+1}-v\Vert^{2}$

$\leq\Vert x_{2n}-v\Vert^{2}$

となる。 これより $\{x_{2n}\}$ は有界で $\{\Vert x_{2n}-v\Vert^{2}\}$ は単調減少列となる。 この結果より

$\Vert x_{2n+1}-x_{2n+2}\Vert^{2}=\Vert x_{2n+1}-P_{D}(x_{2n+1})\Vert^{2}arrow 0(narrow\infty)$ (3.3)

も成り立つ。

次に $\{x_{n}\}$ のすべての弱収積点が $(e+C)\cap D$ に含まれる事を示す。 $\{x_{n_{i}}\}$ を $\overline{x}\in H$ に弱収束
する $\{x_{n}\}$ の部分列とする。 ここで次の二つの場合を考える。

(i) $\{x_{n_{i}}\}$ のある部分列 $\{x_{2n_{i_{j}}}+1\}$ が存在して $x_{2n_{i_{j}}}+1=R_{e+C}(x_{2n_{i_{j}}})$ $(\forall j\in \mathbb{N})$ となる場合。
このとき $\{x_{2n_{i_{j}}+1}\}\subset e+C$ より $\overline{x}\in e+C$ となる。 一方、 (3.3) より $\overline{x}\in D$ も成り立つ。 した

がって灘 $\in(e+C)\cap D$。

(ii) $\{x_{n_{i}}\}$ のある部分列 $\{x_{2n_{i_{j}}}\}$ が存在して $x_{2n_{i_{j}}}=P_{D}(x_{2n_{i_{j}}-1})$ $(\forall j\in \mathbb{N})$ となる場合。 この
場合も (i) と同様な議論で $\overline{x}\in(e+C)\cap D$ がいえる。

最後に $\{x_{n}\}$ が $(e+C)\cap D$ のある点に弱収束することを示す。 ここで (3.3) より、 $\{x_{2n+1}\}$ が

$(e+C)\cap D$ のある点に弱収束することを示せば十分である。 $\{x_{2k_{n}+1}\}$ と $\{x_{2\iota_{n}+1}\}$ を $\{x_{2n+1}\}$

の部分列で $x_{2k_{n}+1}arrow u_{1}$ と $x_{2l_{n}+1}arrow u_{1}$ $(ただし u_{1}, u_{2}\in(e+C)\cap D)$ が成り立つものとする。
いま $\{\Vert x_{2n+1}-u_{i}\Vert\}(i=1,2)$ には極限が存在するのでその値をそれぞれ $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}$ とする。一方、
ノルムの性質より

$\Vert x_{2n+1}-u_{1}\Vert^{2}=\Vert x_{2n+1}-u_{2}\Vert^{2}+\Vert u_{2}-u_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{2n+1}-u_{2}, u_{2}-u_{1}\rangle$

が成り立つ。 $x_{2n+1}$ のところに $x_{2k_{n}+1},$ $x_{2l_{n}+1}$ をそれぞれ代入して極限をとると

$\alpha_{1}=\alpha_{2}-\Vert u_{2}-u_{1}\Vert^{2}, \alpha_{1}=\alpha_{2}+\Vert u_{2}-u_{1}\Vert^{2}$

が得られるので $u_{1}=u_{2}$ が成り立つ。 $\blacksquare$
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