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概要

本論文では条件数制約っき正定値行列近似問題について考察する．条件数制約っき正定値行
列近似問題とは，条件数がある値以下の正定値行列の中で与えられた対称行列に最も近いもの
を求める最適化問題である．本論文では，計量としてユニタリ相似不変ノルムを用いる場合はこ
の問題を簡単な構造をもっ問題に変形できることを示す．特に Ky Fan の p-k ノルムを用いた場
合は 1変数の区分凸最適化問題に帰着できる．さらに，スペクトルノルムとトレースノルムを用
いる場合における解析解を示す．

1 はじめに

確率変数 $x\in \mathbb{R}^{n}$ の分散共分散行列 $X$ を観測データ $x_{1},$
$\ldots,$ $x_{N}$ から推定する状況を考える．分散

共分散行列 $X$ の最尤推定量は次のように表される:

$\hat{X}=\frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}(x_{i}-\overline{x})(x_{i}-\overline{x})^{T}$ . (1)

ここで $\overline{x}=(1/N)\sum_{i=1}^{N}x_{i}$ である．これに対して金融の実務などにおいては，アナリストの分析など
による事前情報が $X_{ij}\geq 0$ であるにもかかわらず $\hat{X_{ij}}<0$ となってしまった場合に推定値を事後的
に瓦$jji$ と補正するなどということがしばしば行なゎれるということが [1] で述べられてい

る．この場合，結果として得られる推定値は必ずしも半正定値性を満たさないため，分散共分散行
列として不適切なものとなりうる．このような状況において，半正定値でない行列菜をなんらかの
意味で最も近い半正定値行列 $X$ で近似することは自然な発想だろう．これは次のような最適化問題
として定式化できる:

$|subjecttominimize X\in \mathcal{S}_{+}^{n}||X-\hat{X}|.|$ (2)

ここで $||\cdot||$ はなんらかの行列ノルムであり，$\mathcal{S}_{+}^{n}$ は $n$ 次半正定値行列のなす錐を表す．この問題は
行列ノルムとして Frobenius ノルムを用いる場合，行列 $\hat{X}$ の固有値分解を $\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}p_{i}p_{i}^{T}$ とすれば，
$x^{*}= \sum_{i:\lambda_{l}>0^{\lambda}\iota p_{i}p_{i}^{T}}$ が最適解となる．
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しかしながら，この方法によって得られる $X^{*}$ は $\hat{X}$ が正定値でない限り正則でないため，逆行列
が存在しない，あるいは Cholesky 分解ができないなどといった不都合が後の分析において生じる．

同様の問題が，高次元小標本データからの推定においても起こる．高次元小標本データからの推定
の場合，式 (1) で表される最尤推定量 $\hat{X}$ について rank(X) $\leq N\ll n$ であるため，$\hat{X}$ は正則でない．

このような推定量の不安定性については統計的な観点から研究が行なわれてきた [2,3,4,7,8,9].

特に Won and Kim [9] は，半正定値制約と条件数制約の下で尤度を最大化する推定方法を提案して
いる．ここで行列 $X$ の条件数 cond(X) とは，行列 $X$ の最大特異値 $\sigma_{\max}(X)$ と最小特異値 $\sigma_{\min}(X)$

の比 $\sigma_{\max}(X)/\sigma_{\min}(X)$ であり，行列の数値的な扱いやすさを表す標準的な指標である．Won and

Kim [91はこの推定量を得るためには 1変数の最適化問題を解けばよいということを示している．

しかしながら，この方法は尤度の最大化に基づくため，不定値な行列の補正に用いることはできな
い．そこで，本論文では問題 (2) に対して条件数制約を付加した次のような問題を考える:

minimize $\Vert X-\hat{X}||$

subject to $X\in S_{+}^{n}$ , (3)
cond(X) $\leq K.$

この方法は尤度の最大化に基づくものではないため，最尤推定以外の推定をはじめとする幅広い分

野における不定値な行列の補正に応用できる可能性がある．なお，この間題の場合は行列 $X$ の半正定

値性より，行列 $X$ の最大固有値 $\lambda_{\max}(X)$ と最小固有値 $\lambda_{\min}(X)$ を用いて cond(X) $=\lambda_{\max}(X)/\lambda_{\min}(X)$

と表すことができる．本論文ではこの問題とほぼ等価な次の問題を条件数制約つき正定値行列近似

問題と呼び，この間題について考察する:

minimize $\Vert X-\hat{X}\Vert$

subject to $X\in \mathcal{S}_{+}^{n}$ , (4)
$\lambda_{\max}(X)\leq K\lambda_{\min}(X)$ .

問題 (3) と問題 (4) の差は，後者の問題において $X=O$ を実行可能とする点のみである．この問題は
目的関数における行列ノルムとして適当なノルムを用いると対称錐最適化問題に帰着できるが，計

算量の観点から考えるとこの方法で大規模な問題を解くことは難しい．

本論文の第 2節では，問題 (4) の目的関数における行列ノルムとしてユニタリ相似不変ノルムを

用いる場合，問題 (4) を簡単な構造をもつ問題に変換できることを示す．ここで $\mathbb{C}^{nxn}$ 上の行列ノル

ム $||\cdot||$ がユニタリ相似不変であるとは，任意の $X\in \mathbb{C}^{n\cross n}$ と任意のユニタリ行列 $U\in \mathbb{C}^{n\cross n}$ に対して，

$|IUXU^{H}||=||X||$

が成り立つことを意味する [6]. ここで $U\in \mathbb{C}^{mxn}$ に対して $U^{H}$ は $U$ の共役転置を表す．さらに
第 2節では，ユニタリ不変ノルムとして Ky Fan の p-k ノルムを用いる場合，問題 (4) を 1変数の区

分凸最適化問題に帰着できることを示す．ここで $X\in \mathbb{C}^{m\cross n}$ の Ky Fan の p-k ノルムとは，パラメー
タ $p\geq 1,$ $k \in\{1, \ldots, \min\{m, n\}\}$ を用いて次のように定義されるノルムである [6]:

$||X||_{p,k}=( \sum_{i=1}^{k}\sigma_{i}(X)^{p})^{1/p}$
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ここで $\sigma(X)$ は $X$ の重複を許して $i$ 番目に大きい特異値を表す．このノルムがユニタリ相似不変で

あることは特異値がユニタリ相似不変であることからすぐにわかる．このノルムは $p=1$ のとき，
単に Ky Fan の $k$ ノルムと呼ばれ，$k=n$ のとき Schatten $p$ ノルムと呼ばれる．特に，$k=1$ のときス

ペクトルノルム $($誘導 $2$ ノルム $)$ , $p=1,$ $k=n$ のときトレースノルム，$p=2,$ $k=n$ のとき Frobenius
ノルムとそれぞれ呼ばれる．第 3節では，スペクトルノルムとトレースノルムを用いる場合につい
て，帰着した 1変数の区分凸最適化問題の解析解を示す．第 4節ではまとめと今後の課題を述べる．
なお，以下では $\mathcal{H}^{n}$ で $n$ 次 Hermite 行列の空間を表す．また，$X\in \mathcal{H}^{n}$ に対して diag(X) は $X$ の対

角成分を並べたベクトルを，$x\in \mathbb{C}^{n}$ に対して Diag$(x)$ は $v$ の各成分を対角成分に並べた対角ベクト

ノレを表す．さらに，$X,$ $Y\in \mathbb{C}^{m\cross n}$ に対して $Z=X\circ Y$ は Hadamard 積を表す．すなわち $Z_{ij}=X_{ij}Y_{ij}$ で

ある．

2 解きやすい定式化

本節では問題 (4) の計量にユニタリ不変ノルムを用いる場合に問題の構造を簡単にすることがで

きることを示し，特殊な場合として Ky Fan の p-k ノルムを用いる場合には 1変数の区分凸最適化
問題に帰着できることを示す．

2.1 ユニタリ不変ノルムを用いる場合

問題 (4) における計量にユニタリ不変ノルムを用いる場合，次の定理で示すように，変数 $X$ の代

わりに $X$ の固有値 $\lambda$ についての問題に帰着することができる．

定理 1. 問題 (4) における計量をユニタリ不変ノルムとする．行列 $\overline{X}$ の固有値分解を菜 $=$

$P$ Diag $(\hat{\lambda})P^{T}$ とし，次の最適化問題の最適解を $\lambda^{*}$ とする:

minimize $||$ Diag$(\lambda-\hat{\lambda})||$

subject to $\min_{i}\lambda_{i}\geq 0$ , (5)
$\max_{i}\lambda_{i}\leq\kappa\min_{i}\lambda_{i}.$

このとき $X^{*}=P$ Diag$(\lambda^{*})P^{T}$ は問題 (4) の最適解である．

この定理を示すために 2つの補題を示す．

補題 2. 任意の $X\in \mathcal{H}^{n}$ と $\mathcal{H}^{n}$ 上の任意のユニタリ相似不変ノルム $\Vert\cdot\Vert$ に対して次が成り立っ:

$\Vert$ Diag[diag$(X)$ ] $||\leq||X||.$

証明．$X$ の固有値分解を $X=P$ Diag$(\lambda)$ l岬とすると，

$||X||=||P$Diag$(\lambda)F^{I}||=||$ Diag$(\lambda)||.$

ここで $S=P\circ\overline{P}$ とすると，$S\geq O,$ $Se=e,$ $e^{T}S=e^{T}$ となるため，$S$ は 2重確率行列である．したがっ

て，Birkhoff の定理 [51より，ある置換行列 $\Pi_{1},$ $\ldots,\Pi_{N}$ と $\sum_{i=1}^{n}\alpha_{t}=1$ を満たす正の実数 $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{N}$
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が存在して，$S= \sum_{i=1}^{N}\alpha_{i}\Pi_{i}$ とできる．さらに，diag(X) $=S\lambda$ と 3角不等式より，

$||$ Diag[diag$(X)$] $||=||Diag(S\lambda)\Vert=\Vert$Diag $( \sum_{i=1}^{N}\alpha_{i}\Pi_{i}\lambda)\Vert=\Vert\sum_{i=1}^{N}\alpha_{i}\Pi_{i}Diag(\lambda)\Pi_{i}^{T}\Vert$

$\leq\sum_{i=1}^{N}\alpha_{i}\Vert\Pi_{i}Diag(\lambda)\Pi_{i}^{T}||=\sum_{i=1}^{N}\alpha_{i}\Vert Diag(\lambda)\Vert=\Vert Diag(\lambda)\Vert.$

したがって，
$||$ Diag[diag(X)] $||\leq||X\Vert.$

口

補題 3. 任意の $X\in \mathcal{H}^{n}$ と任意の $i\in\{1, \ldots, n\}$ に対して次が成り立つ :

$\lambda_{\min}(X)\leq X_{ii}\leq\lambda_{\max}(X)$.

証明．任意のベクトル $v\in \mathbb{C}^{n}$ に対して次の不等式が成り立つ :

$\lambda_{\min}(X)v^{H}v\leq v^{H}Xv\leq\lambda_{\max}(X)v^{H}v.$

ここで $v=e_{i}$とすれば示すべき不等式を得る．ロ

以上の補題を用いて定理 1を示す．

定理 1の証明．背理法による．問題 (5) の最適解 $\lambda^{*}$ に対し，$X^{*}=P$ Diag$(\lambda^{*})P^{T}$ とする．この $X^{*}$ が

問題 (4) の実行可能解であることは明らか．ここで $X^{*}$ が問題 (4) の最適解でないとすると，

$||X^{\dagger}-\overline{X}||<||X^{*}-\hat{X}||, X^{\dagger}\in \mathcal{S}_{+}^{n}, \lambda_{\max}(X^{\dagger})\leq K\lambda_{\min}(X^{\dagger})$

をみたす $x\dagger$ が存在する．ここで $\lambda^{\dagger}=diag(P^{T}X^{\dagger}P)$ とすると，補題 3より，

$\max_{i}\lambda_{i}^{\dagger}\leq\lambda_{\max}(P^{T}X^{\dagger}P)=\lambda_{\max}(X^{\dagger})\leq K\lambda_{\min}(X^{\dagger})=K\lambda_{\min}(P^{T}X^{\dagger}P)\leq K\min_{i}\lambda_{i}^{\dagger}$

となり，$\lambda^{\dagger}$ は問題 (5) の実行可能解となる．ところが補題 2より，

$\Vert$ Diag$(\lambda^{\dagger}-\overline{\lambda})\Vert=||$ Diag $\{diag[P^{T}(X^{\dagger}-\hat{X})P]\}||\leq||P^{T}(X^{\dagger}-\overline{X})P\Vert=||X^{\dagger}-\hat{X}||$

$<||X^{*}-\overline{X}||=||P^{T}(X^{*}-\hat{X})P||=||Diag(\lambda^{*}-\overline{\lambda})||$

となり，これは $X^{*}$ が問題 (5) の最適解であることに反する．したがって，$X^{*}$ は問題 (4) の最適解で

ある． 口
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2.2 $Ky$ Fan の p-k ノルムを用いる場合

続いて，問題 (4) の計量に Ky Fan の p-k ノルムを用いる場合について考える．このとき，Ky Fan
の p-k ノルムの定義より，問題 (5) は次のように変形できる:

minimize $\sum_{i=1}^{k}|\lambda-\hat{\lambda}|_{(i)}^{p}$

subject to $\min_{i}\lambda_{i}\geq 0$ , (6)
$\max_{i}\lambda_{i}\leq K\min_{j}\lambda_{i}.$

ここで $v\in \mathbb{R}^{n}$ に対して $|v|$ は $v$ の各成分の絶対値を並べたベクトルを表し，$v_{(i)}$ は $v$ の重複を許して
$i$ 番目に大きい成分を表す．この問題は次の定理で示すように 1変数の凸最適化問題に帰着できる．

定理 4. 問題 (4) において $X=$ が実行不能であると仮定する．の固有値分解を薯 $=PDiag(\overline{\lambda})P^{T}$

$($ただし $\overline{\lambda}_{1}\leq\cdots\leq\hat{\lambda}_{n})$ とする．$f_{p,k_{K},\hat{\lambda}}(\mu)$ を $\mu\geq 0$ に対して $\hat{\lambda}_{l}\leq\mu\leq\overline{\lambda}_{l+1},\overline{\lambda}_{u-1}\leq K\mu\leq\overline{\lambda}_{u}$ のとき，

$(\mu-\hat{\lambda}_{1})^{p}, \ldots, (\mu-\hat{\lambda}_{\iota})^{p}, (\hat{\lambda}_{u}-K\mu)^{p}, \ldots, (\hat{\lambda}_{n}-K\mu)^{p}$

のうち重複を許して大きい方から順に $k$ 個の和を返す関数とし，$\mu^{*}$ を次の最適化問題の最適解と
する:

$|$ subjecttominimize $\mu\geq’ 0f_{p,k_{K},\overline{\lambda}}.(\mu)$ (7)

さらに，次のように $\lambda^{*}$ を定める:

$\lambda_{1}^{*}=\cdots=\lambda_{l}^{*}=\mu^{*}, \lambda_{l+1}^{*}=\overline{\lambda}_{l+1}, \ldots, \lambda_{u-1}^{*}=\overline{\lambda}_{u-1}, \lambda_{u}^{*}=\cdots =\lambda_{n}^{*}=K\mu^{*}$ . (8)

このとき $X^{*}=P$ Diag$(\lambda^{*})P^{T}$ は問題 (4) の最適解である．

証明．定理 1より，式 (8) で定められる $\lambda^{*}$ が問題 (6) の最適解であることを示せば十分．問題 (6) に

補助変数 $\mu$ を導入して次の最適化問題に変形する:

minimize $\sum_{i=1}^{k}|\lambda-\overline{\lambda}|_{(i)}^{p}$

subject to $\mu\geq 0$ , (9)
$\mu\leq\lambda_{i}\leq K\mu (i=1, \ldots,n)$ .

この問題において $\mu$ を固定した次の子問題を考える:

minimize $\sum_{i=1}^{k}|\lambda-\hat{\lambda}|_{(i)}^{p}$

(10)subject to $\mu\leq\lambda;\leq K\mu$ $(i=1, \ldots, n)$ .

$\overline{\lambda}_{l}\leq\mu\leq\overline{\lambda}_{l+1},\overline{\lambda}_{u-1}$

$\leq K\mu\leq\lambda$。のときの子問題 (10) を図で表すと図 1のようになる．図 1より，次の
ように定める $\lambda(\mu)$ は冗 $\leq\mu\leq\overline{\lambda}_{l+1}$ , $\overline{\lambda}_{u-1}\leq K\mu\leq\hat{\lambda}_{u}$ のときの子問題 (10) の最適解であることがゎ
かる:

$\lambda_{1}(\mu)=\cdots=\lambda_{l}(\mu)=\mu, \lambda_{l+1}(\mu)=\overline{\lambda}_{l+1}, \ldots, \lambda_{u-1}(\mu)=\hat{\lambda}_{u-1}, \lambda_{u}(\mu)=\cdots=\lambda_{n}(\mu)=K\mu.$
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このときの子問題 (10) の最適値 $f_{p,k_{X},\overline{\lambda}}(\mu)$ は，

$(\mu-\hat{\lambda}_{1})^{p}, \ldots, (\mu-\hat{\lambda}_{l})^{p}, (\hat{\lambda}_{u}-K\mu)^{p}, \ldots, (\hat{\lambda}_{n^{-K}}\mu)^{p}$

のうち重複を許して大きい方から順に $k$ 個の和である．ここで $\mu$ の固定を解き，次の最適化問題を
考える:

$|$ subjecttominimize $\mu\geq’ 0f_{p,k_{K},\hat{\lambda}}.(\mu)$

この問題の最適解 $\mu^{*}$ とそれに対応する $\lambda(1^{4^{*}})=\lambda^{*}$ の組は問題 (9) の最適解である．したがって，$\lambda^{*}$

は問題 (6) の最適解である $\square$

各 $\lambda_{i}$ が動くことのできる範囲
: :
: :
: :

$\frac{\hat{\wedge\lambda}_{1}}{\vee}\cdots$$\hat{\wedge\vee\lambda}_{l}$

$\wedge:\check{\mu}$
: $\hat{\wedge\vee\lambda}_{l+1}\cdots$ $\hat{\wedge\vee\lambda}_{u-1}$

$\vee\wedge/K\mu$

$\hat{-\vee\lambda}_{u}\cdots$ $\vee\wedge--\hat{\lambda}_{n}\mathbb{R}$

図 1 子問題のイメージ (10)

問題 (7) は 1変数の区分凸最適化問題である．そのため，各区分において $f_{p,k_{K},\overline{\lambda}}\langle\mu)$ の微分係数を

計算することで最適解を求めることができる．ここで，区分の数が高々 $2n+1$ 個であることと，微分

係数の計算が $O(n)$ の計算量で行なえることから，問題 (7) は $\overline{X}$ の固有値分解さえ行なっておけば，

2分探索を用いることで $O(n\log n)$ の計算量で解くことができる．

3 いくつかの場合における解析解

前節では問題 (4) の計量に Ky Fan の p-k ノルムを用いることで 1変数の区分凸最適化問題 (7)

に帰着できることを示した．本節ではさらに特殊な場合としてスペクトルノルムとトレースノルム

を用いる場合の問題 (7) の解析解を示す．

3.1 スペクトルノルムを用いる場合

行列 $X\in \mathbb{C}^{m\cross n}$ のスペクトルノルムとは，

$\Vert X||_{p,1}=\sigma_{1}(X)$

で定義されるノルムで，$k=1$ とした Ky Fan の $P$-k ノルムに対応する．

定理 5. 問題 (6) において $k=1$ とした問題で $\lambda=\hat{\lambda}$ (ただし $\overline{\lambda}_{1}\leq\cdots\leq\hat{\lambda}_{n}$ とする) が実行不能であ

ると仮定する．このとき，次のように定める $\mu^{*}$ は問題 (7) において $p=1,$ $k=1$ とした問題の最適
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解である:

$\mu^{*}=\frac{1}{K+1}\max\{\hat{\lambda}_{1}+\overline{\lambda}_{n}, 0\}.$

証明．$f_{p,k_{K},\overline{\lambda}}\omega)$ の定義より，
$f_{1,1_{K},\overline{\lambda}}( \mu)=\max\{\mu-\hat{\lambda}_{1},\hat{\lambda}_{n}-K\mu\}$

は明らか．$\hat{\lambda}_{1}+\overline{\lambda}_{n}<0$ のとき，$f_{1,1_{K},\overline{\lambda}}(\mu)=\mu-\hat{\lambda}_{1}$ より，問題 (7) の最適解は $\mu^{*}=0.$ 一方 $\hat{\lambda}_{1}+\hat{\lambda}_{n}\geq 0$

のとき，

$f_{1,1_{K},\overline{\lambda}}(\mu)=\{_{\mu-\overline{\lambda}_{1}}$

それ以外

$\hat{\lambda}_{n^{-K}}\mu$ $\mu\leq(\overline{\lambda}_{1}+\hat{\lambda}_{n})/(\kappa+1)$ のとき，

なので，問題 (7) の最適解は

$\mu^{*}=\frac{1}{K+1}(\overline{\lambda}_{1}+\overline{\lambda}_{n})$ .

以上より，問題 (7) の最適解は

$\mu^{*}=\frac{1}{K+1}\max\{\overline{\lambda}_{i}+\hat{\lambda}_{n},0\}.$

口

3.2 トレースノルムを用いる場合

行列 $X\in \mathbb{C}^{m\cross n}$ のトレースノルムとは，

$||X||_{1,n}= \sum_{i=1}^{\max\{m,n\}}\sigma_{i}(X)$

で定義されるノルムで，$p=1,$ $k= \max\{m, n\}$ とした Ky Fan の p-k ノルムに対応する．

定理 6. 問題 (6) において $p=1,$ $k=n$ とした問題で $\lambda=\hat{\lambda}$ (ただし $\overline{\lambda}_{1}\leq\cdots\leq\overline{\lambda}_{n}$ とする) が実行

不能かつ $n\leq K$ であることを仮定する．このとき，次のように定める $\mu^{*}$ は問題 (7) において $p=1,$

$k=n$ とした問題の最適解である:
$\mu^{*}=\max\{\hat{\lambda}_{n}, 0\}K\underline{1}.$

証明．$f_{p,k_{K},\hat{\lambda}}(\mu)$ の定義より，$\lambda l\leq\mu\leq\hat{\lambda}_{l+1},\hat{\lambda}_{u-1}$
$\leq K\mu\leq\lambda$。のとき

$f_{1,n,K}, \overline{\lambda}(1^{1})=\sum_{i=1}^{l}(\mu-\hat{\lambda}_{i})+\sum_{i=u}^{n}(\hat{\lambda}_{i}-K\mu)=[l-K(n-u+1)]\mu+$const.

であることは明らか．$\overline{\lambda}_{n}<0$ のとき，$f_{1,n,K},\overline{\lambda}(\mu)=n\mu+$ const. より，問題 (7) の最適解は $\mu^{*}=0$ . 一方
$\hat{\lambda}_{n}\geq 0$ のとき，

$f_{1,n,\overline{\lambda}}K,(\mu)=\{\begin{array}{ll}(l-K)\mu+ const. \overline{\lambda}_{l}\leq\mu\leq\hat{\lambda}_{l+1},\overline{\lambda}_{n-1}\leq K\mu\leq\hat{\lambda}_{n} のとき，l\mu+ const. それ以外\end{array}$
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であることと仮定より $l<n\leq K$ であることから，問題 (7) の最適解は

$\mu^{*}=\hat{\lambda}_{n}K\underline{1}.$

以上より，問題 (7) の最適解は

$\mu^{*}=\max\{\hat{\lambda}_{n}, 0\}K\underline{1}.$

口

トレースノルムを用いる場合の解析ではスペクトルノルムを用いる場合の解析とは異なり $n\leq K$

を仮定する必要がある．しかし，倍精度浮動小数点演算を行うものとすると，$K$ は $10^{6}$ 程度 (あるいは

それ以上) に設定することが想定されるため，実用上は大きな問題とならないであろうことを注意
しておく．

4 おわりに

本論文で考察した条件数制約つき正定値行列近似問題は対称錐最適化問題として表現することが

できるが，本論文ではこの問題を計量に使うノルムを限定することで簡単な構造をもつ非線形最適

化問題に帰着できることを示し，いくつかの場合において解析解が得られることを示した．

対称錐最適化問題は確かに多くの問題を表現できる問題のクラスだが，それを解くための計算は

必ずしも容易でない．本論文で示したように，対称錐最適化問題として定式化された問題は，問題の

構造を利用することで対称錐制約を用いずに表現できることがある．このように，現実の問題をモ

デル化する際には解くことができる問題として定式化できた時点で満足するのではなく，より解き
やすい問題に変換できないかどうかを考える必要があるだろう．

本論文では最適化問題の解きやすさに着目して議論を行なった．最適化問題として解きやすい

かどうかということと同じかそれ以上に重要な視点は，最適化モデルとして適切かどうかという観

点である．本論文では，問題が解きやすくなるという理由でユニタリ相似不変ノルムや Ky Fan の

p-k ノルムを用いたが，これらを用いることがモデル化として適切かどうか，あるいはどのノルムを
用いることが望ましいのかという点について本論文では考察を行なっていない．今後，これらの観
点からの議論が待たれるところである．
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