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Hardy の不等式はポテンシャル項つき偏微分方程式を解析する際に基礎となる関数

不等式であり，その重要性とそれ自身の興味深さから，現在でも盛んに研究されている．
本稿では 1,2章で通常の Hardy の不等式及び臨界 Hardy の不等式について概説し，3章
においてスケール不変性を持つ全空間臨界 Hardy の不等式に対する結果を述べる．

1 Hardyの不等式 $(1\leq p<n)$

本節では古典的な Hardyの不等式とその証明，および Sobolev の埋め込み定理との関

連性について述べる．

命題 1.1 (Hardy の不等式). $1\leq p<n,$ $u\in W^{1,p}(\Omega)$ とする．このとき，

$( \frac{n-p}{p})^{p}\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{|u(x)|^{p}}{|x|p}dx\leq\int_{\mathbb{R}^{n}}|\nabla u(x)|^{p}dx$ (1.1)

が成り立つ．また，$(\underline{n}p-l)^{p}$ は最良定数である．

ここではスケール変換と微分積分学の基本定理を用いる証明，及び再配列関数を用い
る証明の二通りを紹介する．
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1.1 スケール変換と微分積分学の基本定理を用いる証明

命題 1.1の証明．ここでの証明は Peral-Vazquez [25] Lemma 4. 1の方法による．稠密性
から $u\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ として良い．このとき，微分積分学の基本定理から

$|u(x)|^{p}=- \int_{1}^{\infty}\frac{d}{d\lambda}|u(\lambda x)|^{p}=-p\int_{1}^{\infty}|u(\lambda x)|^{p-2}u(\lambda x)(x\cdot\nabla u(\lambda x))d\lambda$

となる．従って，変数変換と H\"older の不等式から

$\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{|u(x)|^{p}}{|x|^{p}}dx=-p1^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{|u(\lambda x)|^{p-2}u(\lambda x)}{|x|^{p-1}}(\frac{x}{|x|}\cdot\nablau(\lambda x))dxd\lambda$

$=-p \int_{1}^{\infty}\frac{1}{\lambda^{n-p-1}}d\lambda\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{|u(y)|^{p-2}u(y)}{|y|p-1}(\frac{y}{|y|}\cdot\nabla u(y))dy$

$=- \frac{p}{n-p}\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{|u(y)|^{p-2}u(y)}{|y|^{p-1}}(\frac{y}{|y|}\cdot\nabla u(y))dy$

$\leq\frac{p}{n-p}(\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{|u(y)|^{p}}{|y|^{p}}dy)^{1-\frac{1}{p}}(\int_{\mathbb{R}^{n}}|\nabla u(y)|^{p}dy)^{\frac{1}{p}}$

が成り立つ．最後に両辺を $( \int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{|u(y)|^{p}}{|y|^{p}}dy)^{1-\frac{1}{p}}$ で割つて p $*$すると，求める不等式を得
る．定数の最良性については，関数列

$u_{k}(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{2}{n-2+\frac{2}{k}}, 0\leq|x|\leq 1,\frac{2}{n-2+\frac{2}{k}}|x|^{-\frac{n-2}{2}-\frac{1}{k}}, 1<|x|,\end{array}$

を不等式 (1.1) に代入し，$karrow\infty$とすることで確認できる．口

注意 1.1. Hardyの不等式の最良定数 $( \frac{n-p}{p})^{p}$ は $W^{1,p}(\mathbb{R}^{n})$ においては達成されないこと

が知られている．このことは，剰余項を加えることによって Hardyの不等式が改良でき

ることを示唆している．剰余項に関する研究及び Hardyの不等式の様々な一般化は，例
えば [1, 2,4-6, 9-12, 14-19, 21, 27, 29] などを参照されたい．また，Hardyの不等式の歴史
的背景や関連する話題は [13,24] に詳しい．

1.2 再配列の理論と Polya-Szeg\"oの不等式を用いる証明

別証明として，再配列の理論を用いて議論を一次元化する方法が知られている．この
とき，後に述べる Polya-Szeg\"o の不等式が本質的に重要な役割を担う．
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$\phi$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上の可測関数とする．$\phi$ の分布関数を

$\mu(\lambda):=|\{x:|\phi(x)|>\lambda\}|, \lambda\geq 0,$

とし，
$\phi^{\#}(r):=\inf\{\lambda>0:\mu(\lambda)\leq|B_{r}|\}$

と定め，$\phi$#(固) を関数 $\phi$ の球対称再配列関数と呼ぶ．ここで B。は原点中心で半径が $r$ の

球とし，$|B_{r}|$ は Lebesgue測度とする．球対称再配列関数に対して次が知られている．

命題 1.2. $f,$ $g$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上の可測関数とし，$f^{\#_{g}\#}$ をその球対称再配列関数とする．このと
き，次が成り立つ．

(1) $f^{\#}$ は球対称，動径方向に単調非増加である．

(2) $\int_{\mathbb{R}^{n}}f(x)g(x)dx\leq\int_{\mathbb{R}^{n}}f^{\#}(|x|)g^{\#}(|x|)dx$ が成り立つ．

(3) $Polya-Szeg\ddot{0}$の不等式．$1\leq p<\infty$ とする．このとき，任意の $f\in\dot{W}^{1,p}(\mathbb{R}^{n})$ に対

して

$\int_{\mathbb{R}^{n}}|\nabla f(x)|^{p}dx\leq\int_{\mathbb{R}^{\mathfrak{n}}}|\nabla f^{\#}(|x|)|^{p}dx$

が成り立つ．

(1), (2) の証明及び更に一般的な性質は Lieb-Loss [22] Section3, (3) Polya-Szeg\"o の不

等式の証明は例えば Talenti[26] を参照．$p=2$ の場合には，熱核を用いた証明が知られ
ている (例えば Lieb-Loss [22] Section 7.17, 堤誉志雄 [28] A5節参照)

さて，命題 1.2(1), (2) から，Hardy の不等式 (1.1) は球対称再配列関数に対してのみ示

せば十分である事がわかる．よってここでは

$( \frac{n-p}{p})^{p}\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{u^{\#}(|x|)^{p}}{|x|^{p}}dx\leq\int_{\mathbb{R}^{n}}|\nabla u^{\#}(|x|)|^{p}dx$ (1.2)

を証明する．

球対称再配列関数に対する Hardyの不等式 (1.2) の証明．

軟化子 $\rho_{k}$ を

$\rho_{k}(x):=\{\begin{array}{ll}Ck^{n}\exp(-\frac{1}{1-k^{2}|x|^{2}}) , |x|<\frac{1}{k},0, |x|\geq\frac{1}{k},\end{array}$
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で定める．ここで $C$ は $\Vert\rho_{k}\Vert_{L^{1}}=1$ とするための正規化定数である．このとき，$\rho_{k}$ は球対

称，動径方向に単調非増加であるから $u^{\#}$ と $\rho_{k}$ の合成積も球対称，動径方向に単調非増加
である．よって稠密性の議論から $u^{\#}\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ に対して (1.2) を示せば十分である．さ
て，$\omega_{n}$ を $n-1$ 次元球面の表面積とすると，極座標変換と H\"older の不等式を用いて

$\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{u\#(|x|)^{p}}{|x|^{p}}dx=\omega_{n}\int_{0}^{\infty}r^{n-1-p}u^{\#}(r)^{p}dr$

$=[ \frac{\omega_{n}}{n-p}r^{n-p}u^{\#}(r)^{p}]_{0}^{\infty}+\omega_{n}\frac{p}{n-p}\int_{0}^{\infty}r^{n-p}u^{\#}(r)^{p-1}(-\frac{du\#}{dr})dr$

$\leq\omega_{n}\frac{p}{n-p}(\int_{0}^{\infty}r^{n-1}\frac{u\#(r)^{p}}{r^{p}}dr)^{1-\frac{1}{p}}(\int_{0}^{\infty}r^{n-1}(-\frac{du\#}{dr})^{p}dr)^{\frac{1}{p}}$

$= \frac{p}{n-p}(\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{u\#(|x|)^{p}}{|x|p}dx)^{1-\frac{1}{p}}(\int_{\mathbb{R}^{n}}|\nabla u^{\#}(|x|)|^{p}dx)^{\frac{1}{p}}$

が成り立つ．最後に両辺を $( \int_{R^{n}}\frac{u\#(|x|)^{p}}{|x|^{p}}dx)^{1-\frac{1}{p}}$ で割つて $p$乗すれ $lf^{\backslash }$よ’ $\grave{}$ . 口

1.3 Sobolevの埋め込み定理との関連

球対称再配列関数に対する Hardy の不等式 (1.2) は Lorentz norm を用いて表現する
ことができる．ここで Lorentz norm とは

$\Vert u\Vert_{Lp,q(\mathbb{R}^{n})}=\{\begin{array}{l}(\int_{\mathbb{R}^{n}}(|x|^{\frac{n}{p}}u^{\#}(|x|))^{q}\frac{dx}{|x|^{n}})^{\frac{1}{q}} 1\leq p<\infty, 1\leq q<\infty,\sup_{x\in \mathbb{R}^{n}}|x|^{\frac{n}{p}}u^{\#}(|x|) , 1\leq p\leq\infty, q=\infty\end{array}$

で定義され，これから定まる Lorentz空間は Lebesgue空間の実補間空間として現れるこ
とが知られている (Bergh-L6fstr\"om [8] Theorem5.2. 1, 参照). Lorentz空間の基本性質と
して，

(1) 第二指数に関する単調性

$1\leq p<\infty, 1\leq\alpha\leq\beta\leq\infty\Rightarrow L^{p,\alpha}(\mathbb{R}^{n})arrow L^{p,\beta}(\mathbb{R}^{n})$,

(2) Lebesgue空間との同値性
$L^{p,p}(\mathbb{R}^{n})=L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ ,
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が知られている (例えば Ziemer[30]Lemma 1.8.13参照)

さて，この Lorentz norm を用いると，Hardy の不等式 (1.2) の左辺は

$\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{u^{\#}(|x|)^{p}}{|x|^{p}}dx=\Vert u\Vert_{L^{p^{*},p}(\mathbb{R}^{n})}^{p}$

と書ける．ここで $p^{*}$ は指数 $p$ に対するソボレフ指数 $\frac{1}{p}*=\frac{1}{p}-\frac{1}{n}$ である．以上から，
Hardy の不等式 (1.2) は Lorentz空間における Sobolev の埋め込み

$\dot{W}^{1,p}(\mathbb{R}^{n})arrow L^{p^{*},p}(\mathbb{R}^{n})$

と表すことができる．ここで $p^{*}>p$ に注意すると，基本性質の (1), (2) から

$L^{p,p}(\mathbb{R}^{n})arrow L^{p^{*}}(\mathbb{R}^{n})$

が成り立つ．この意味で，Hardyの不等式 (1.2) は Sobolevの埋め込み定理の改良となっ

ていることがわかる．

2 Hardyの不等式 $(p=n)$

本節では $p=n$ の場合における Hardy の不等式および，Sobolevの埋め込み定理との

関連性について述べる．指数が $p=n$ の場合，ポテンシャル項 1/国 n の原点での特異性

が強過ぎるため，通常の Hardy の不等式 (1.1) は成立しない．この場合には，次のように
対数型の補正項を用いた Hardy の不等式が知られている．

命題 2.1. $\Omega$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上の原点を含む有界領域とし，$u\in W_{0}^{1,n}(\Omega)$ とする．このとき，

$( \frac{n-1}{n})^{n}\int_{\Omega}\frac{|u(x)|^{n}}{|x|^{n}(\log\frac{eR^{-}}{|x|})^{n}}dx\leq\int_{\Omega}|\nabla u(x)|^{n}dx$
(2.1)

が成り立つ．ここで $\tilde{R}=\sup_{x\in\Omega}|x|$ である．また，左辺の定数 $( \frac{n-1}{n})^{n}$ は最良である．

命題 2. 1は (1.2) の証明と同様に，再配列関数と Polya-Szeg\"oの不等式を用いて議論を

一次元化した後に，部分積分と H\"older の不等式を組み合わせる事で証明できる．

本稿では $1\leq p<n$ の場合を劣臨界，$p=n$ の場合を臨界 Hardy の不等式と呼ぶ．劣
臨界の場合と同様に，臨界 Hardyの不等式は Sobolev の埋め込み定理 $(p=n$の場合は

Trudingerの不等式) を導く事が知られている．
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系 2.2. 命題 2.1と同じ仮定のもと，以下が成り立つ．正定数 $\alpha,$ $C>0$ が存在して，

$\int_{\Omega}\exp(\frac{\alpha|u(x)|}{||\nabla u||_{L^{n}}})^{\frac{n}{n-1}}dx\leq C|\Omega|$ (2.2)

が成立する．

系 2.2の証明．Polya-Szeg6の不等式から，$u\in W_{0}^{1,n}(\Omega)$ ならば $u\#\in W_{0}^{1,n}(\Omega)$ である．

よって命題 2.1と Polya-Szeg6の不等式から

$( \frac{n-1}{n})^{n}\int_{B_{R}}\frac{|u\#(|x|)|^{n}}{|x|^{n}(\log\frac{eR}{|x|})^{n}}dx\leq\int_{B_{R}}|\nabla u^{\#}(|x|)|^{n}dx\leq\int_{B_{R}}|\nabla u(x)|^{n}dx$

が成り立つ．ここで $B_{R}$ は $\Omega$ と同じ測度を持つ原点中心半径 $R$ の球である．一方，

$(u^{\#}(r))^{n}=(n-1)(u^{\#}(r))^{n}( \int_{0}^{r}\frac{1}{s(\log\frac{eR}{s})^{n}}ds)(\log\frac{eR}{r})^{n-1}$

$\leq(n-1)(\int_{0}^{r}\frac{u\#(s)^{n}}{s(\log\frac{eR}{s})^{n}}ds)(\log\frac{eR}{r})^{n-1}$

から，ある正定数 $C’$ に対して

$u^{\#}(r) \leq C’\Vert\nabla u\Vert_{L^{n}}(\log\frac{eR}{r})^{\frac{n-1}{n}}$

が成立．よって，球対称再配列の性質から，

$\int_{\Omega}\exp(\frac{\alpha|u(x)|}{||\nabla u||_{L^{n}}})^{\frac{n}{n-1}}dx=\int_{B_{R}}\exp(\frac{\alpha|u\#(|x|)|}{\Vert\nabla u||_{L^{n}}})^{\frac{n}{n-1}}dx$

$\leq\int_{B_{R}}$ exn $( \frac{\alpha C’\Vert\nabla u||_{L^{n}}(\log\frac{eR}{|x|})^{\frac{n-1}{n}}}{||\nabla u\Vert_{L^{n}}})^{\frac{n}{n-1}}dx$

$= \int_{B_{R}}(\frac{eR}{|x|})^{(\alpha C’)^{\neg_{n}}}dx\leq C|\Omega|$

れ

が成り立つ．最後の積分が収束するように $\alpha$ を適当に選べばよい 口

3 全空間における Hardyの不等式 $(p=n)$

臨界 Hardyの不等式を考える場合には，対数補正項がスケール不変性を持たないこと
から，(2.1) を全空間に拡張することは難しいと思われる．そこで全空間版の臨界 Hardy

137



の不等式を考察するために，対数補正項の代わりに再配列関数の平均振動を用いる．球
対称再配列関数 $u^{\#}$ の $B_{r}(=B_{r}(0))$ 上での積分平均を

$u^{\#\#}(r):= \frac{1}{|B_{r}|}\int_{B_{r}}u^{\#}(|y|)dy=\frac{n}{r^{n}}\int_{0}^{r}s^{n-1}u^{\#}(s)ds$

と定める．第二式は極座標変換を用いて一変数の積分で表示したものである．さらに，

$u\#\#(|x|)-u\#(|x|)$ を $u^{\#}$ の平均振動と呼ぶ．これを用いて次の全空間における Hardy型の

不等式が成り立つ事が知られている．

命題 3.1. (Bastero-Milman-Ruiz Blasco[7])
$u\in W^{1,n}(\mathbb{R}^{n})$ とする．このとき，

$(n-1)^{n} \int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{(u\#\#(|x|)-u^{\#}(|x|))^{n}}{|x|^{n}}dx\leq\int_{\mathbb{R}^{n}}|\nabla u^{\#}(|x|)|^{n}dx$ (3.1)

が成り立つ．

命題 3.1と関連する Sobolevの埋め込み定理の関係は論文 [7] を参照されたい．命題 3. 1

は，平均振動の各点評価と積分平均に対する不等式から直ちに導かれる。

命題 3.2 (AlvinxHombetti-Lions [3], Kolyada[21]).
$u\in W^{1,n}(\mathbb{R}^{n})$ とする．このとき，任意の $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$u^{\#\#}(|x|)-u^{\#}(|x|) \leq\frac{|x|}{n}(\nabla u^{\#})^{\#\#}(|x|)$

が成り立つ．

命題 3.2の証明．証明は部分積分による．$u\in W^{1,n}(\mathbb{R}^{n})$ とすると，

$u^{\#\#}(r)=u^{\#}(r)+ \frac{1}{r^{n}}\int_{0}^{r}s^{n}(-(u^{\#})’(s))ds$

$\leq u^{\#}(r)+\frac{r}{n}\frac{n}{r^{n}}\int_{0}^{r}s^{n-1}(-(u^{\#})’(s))ds$

$=u^{\#}(r)+ \frac{r}{n}\frac{1}{|B_{r}|}\int_{B_{r}}\nabla u^{\#}(|y|)dy$

$\leq u^{\#}(r)+\frac{r}{n}(\nabla u^{\#})^{\#\#}(r)$

が成り立つ．口
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命題 3.1の証明．命題 3.2と積分平均に対する不等式

$\int_{\mathbb{R}^{n}}(f^{\#\#}(|x|))^{n}dx\leq(\frac{n}{n-1})^{n}\int_{\mathbb{R}^{n}}(f^{\#}(|x|))^{n}dx$

から直ちに導かれる． 口

論文 [7] において，命題 3. 1の系として対数補正項付き Hardyの不等式および丑 udinger

の不等式が導かれている．しかし，命題 3.1の定数 $(n-1)^{n}$ は最良ではないために，最良
定数込みの対数補正項付き Hardy の不等式 (2.1) は導く事が出来ない．本研究において
は全空間臨界 Hardy型不等式の最良定数を求め，さらにそこから最良定数込みの対数補
正項付き Hardy の不等式 (2.1) が系として得られる事を示した．

定理 3.3 ( $I$ . [20]). 不等式 (3.1) の最良定数は $n^{n}$ である．

定理 3.3と同様に，平均振動を用いた臨界 Hardy の不等式は有界領域上でも考察可能
である．

定理 3.4 ( $I$ . [20]). $\Omega$ を $\mathbb{R}^{n}$上の有界領域とし，$B_{R}$ を $\Omega$ と同じ測度を持つ原点中心の球

とする．このとき，任意の $u\in W_{0}^{1,n}(\Omega)$ に対して

$n^{n} \int_{B_{R}}\frac{(u\#\#(|x|)-u\#(|x|))^{n}}{|x|^{n}}dx+n^{n-1}\omega_{n}(\frac{\Vert u||_{L^{1}(\Omega)}}{|\Omega|})^{n}\leq\int_{\Omega}|\nabla u(x)|^{n}dx$

が成立する．また，定数 $n^{n}$ は最良定数である．

また，以下の命題と定理 3.4の直接的な系として，対数補正項を用いた臨界 Hardy の

不等式が最良定数込みで得られる．

命題 3.5. 定理 3.4と同じ仮定のもと，

$( \frac{n-1}{n})^{n}\int_{B_{R}}\frac{(u\#\#(|x|))^{n}}{|x|^{n}(\log\frac{eR}{|x|})^{n}}dx$

$\leq(\frac{n-1}{n})^{n-1}\omega_{n}(\frac{\Vert u||_{L^{1}(\Omega)}}{|\Omega|})^{n}+n^{n}\int_{B_{R}}\frac{(u\#\#(|x|)-u^{\#}(|x|))^{n}}{|x|^{n}}dx$

が成り立つ．

証明は [20] を参照されたい．
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