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1. はじめに

不均質で複雑な構造を持った多孔質媒体の中を粒子が拡散する場合には，拡散する粒子が媒体
の表面に吸着や離脱をしたり，媒体が持つ空間的な構造によって粒子の運動が制限を受けるなど，
通常の拡散とは異なる拡散特性を示すことが予想される．その一例として，生体における細胞近
傍での物質の拡散においては，Bror運動に基づいた通常の拡散とは異なる，異常拡散 (Anomalous

diffusion) と呼ばれる現象が観測されている [1,2]. 異常拡散では，ある観測時間の領域で拡散係数
が時間変化に対してべき乗的に減少する拡散特性を示す．これは細胞近傍での物質拡散の場合に
限ったものではなく，高分子溶液のような不均質な媒体中での拡散，土壌中での汚染物質の拡散
においてなど，様々な物理現象の中で観測されている．

このような異常拡散の振る舞いは，媒体が持つ複雑な構造が拡散する粒子の運動を阻害するこ
とによりもたらされる効果だと考えられるが，本稿ではこれを，時間フラクタル性を伴った時間
発展による現象として捉え，拡散現象を記述する従来の微分方程式において，時間微分に非整数
階微分を導入した微分方程式により記述する方法について考えていく．拡散現象を記述する方法

としては，拡散方程式による方法と Lanngevin方程式による方法があるが，本稿ではこの 2つの側
面から見た異常拡散のモデリングについて紹介する．

2. 異常拡散と時間フラクタル性

拡散の特性を示す物理量の一つに拡散係数がある．Brown 運動に基づいた通常の拡散では，粒
子が移動していく軌跡の平均二乗変位$<X>$は時間 $t$ に対して線形に比例した$<x^{2}>=2Dt$ の関係にあ

る．このときの傾き $D$ が拡散係数であり Brown運動では一定値である．これに対して，平均二乗
変位や拡散係数が観測時間に関してべき乗に変化する $<x^{2}> \infty\oint^{I},$ $D\propto t^{a-1}$ , (0$<$a$<$ l)のような拡散特

性を異常拡散と呼んでいる．

異常拡散の例として，ここでは生体の細胞近傍での例について紹介する．生体の細胞外マトリ
ックスを構成する物質の代表的なものの一つにビアルロン酸があり，これは非常に長い高分子鎖
により網目構造を作ることが知られている．細胞外マトリックスを模擬する形でピアルロン酸水
溶液中に蛍光分子を入れて，蛍光分子の拡散係数を測定した実験報告があり [11, ある拡散距離や

時間領域で拡散係数が減少していく現象が観測されている．この実験報告では，ヒアルロン酸水
溶液の重量濃度 $WT$%との関係について観測されており，重量濃度が大きくなると，全体として拡
散係数が小さくなる傾向が示されている．これは水溶液中におけるヒアルロン酸の重量濃度が大
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きくなると，それに伴い高分子鎖が作る網目構造が密となるため，蛍光分子が移動できる領域が
より制限を受けることから拡散係数を減少させることなるものと考えられる．
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図 2.1 ヒアルロン酸水溶液中の拡散係数の測定例 [文献 1から引用 (一部改変)]

細胞近傍では様々な蛋白物質が混在し，それらが複雑に絡み合った組織の中を物質分子が拡散
運動することになる．拡散分子は，複雑な組織構造によって運動が阻害されることにより，Brown
運動とは異なった停留を伴うような軌跡の拡散運動になるものと考えられる．このような，分子
の軌跡が間欠的な変位となるような場合に異常拡散の現象が現れるものと考えられるが，本稿で
は，この過程を時間フラクタル性として捉えることにする．時間フラクタル性を伴った現象につ
いて時間発展方程式を記述する場合，時間に関する微分はこれまでの微分演算をそのまま用いる
ことはできない．そのため，本稿では，時間微分に関して非整数階微分を導入して運動を記述す
ることで，異常拡散の特性をモデル化することを考えていく．

図 2.2. 拡散分子の軌跡の例 [文献 2から引用 (一部改変)]

3. 非整数階微分積分

通常，数学や物理学あるいは工学などの分野で用いられる微分積分は整数の階数で実行される
演算であるが，非整数階微分積分は非整数値の階数に拡張したものである [3,4]. 非整数階微分積
分 (Fractional Calculus, Fractional Integrals/Derivatives) は，過去からの履歴を積算する演算によ
って導かれるため，記憶性履歴性のある現象やフラクタル性の特長であるべき乗特性を示す現
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象についての物理モデルを記述する場合に有効な手法であると考えられる．粘弾性力学や流体力
学での 1/2階微分や経済物理学での非整数 Brown運動など，多くの分野で応用が試みられている．

非整数階微分は，対象とする問題，理論解析や数値解析などのそれぞれの用途によって定義が

使い分けられることがある．ここではその中の代表的な定義である，Riemann-Liouv皿 e の定義

と Caputo の定義を紹介する．(非整数階微分積分に関する事項については，文献 11で紹介して

いるので参照願いたい．)

(1) Riemann-Liouville (R-$L$)の定養

Rieman-n-Liouville の定義は，整数階の Cauchy の積分公式を非整数階の積分に拡張したものであ

る．変数 $t$ をもつ関数 flt)について，$n$ 階の Cauchy 積分公式は，次のようにあらわされる．

$I^{n}f(t) \equiv\int_{0^{\ }} \sim\iota\int^{n-1}du_{m2}\cdots\int_{0^{f(u_{0}}}\mu_{0}=\frac{1}{(n-1\gamma}\int_{0}u=\frac{1}{\Gamma(n)}\int_{0}(t-u)^{n-1}f(u\mu$ (3.1)

ここで，$\Gamma(-)$はガンマ関数である．この式において整数値 $n$ を実数値 $a$ に置き換えることで，非整
数階の積分を定義する．

$0I_{t}^{a}f(t) \equiv\frac{1}{\Gamma(a)}\int_{0}u,$ $(\alpha\in R_{+})$ (3.2)

非整数階の微分の定義は積分の逆演算として考えることになるが，この式 (3.2)の定義で整数階の

微分をとった場合には $a$ が負の整数となりガンマ関数が発散してしまうため，整数階の微分との

整合性が保てない．そのため Riemam-Liouville 定義の微分では，次のような修正された定義を用

いることが一般的である．

$0t \frac{-d^{n}}{-dt^{n}}0a-n$

(3.3)

$\equiv\frac{1d^{n}}{\Gamma(n-a)_{dt^{n}}}\int_{0}(t-u)^{n-a-1}f(u\psi, (n-1\leq\alpha<n, n\in N_{+})$

(2) Caputo の定義

Caputo 定義は，Riemann-Liouville 定義において微分の順序を入れ替えた形式をとり，次のよう
に定義される．

$c_{D^{a},f(t\cong_{0}D_{t}^{()}\frac{d^{n}}{dt^{n}}f(t)\equiv\frac{1}{\Gamma(n-a)}\int_{0}(t-u\rangle^{n-\alpha-1}\frac{d^{n}}{du^{n}}f(\mu}0a-nu,$ $(n-1\leq a<n, n\in N_{+})$ (3.4)

この Caputo 定義は，Riemann-Liouville 定義に初期条件を組み込んだ関係となっている．ここでは，
Oq$<$ l(r$\ulcorner$-l)の場合を示しておくと，Caputo 定義と Riemaxm-Liouville 定義との関係は次のようにあ

らわされる．

$c_{D_{t}^{a}f(t\succ_{0}D_{t}^{a}[f(t)-f(0)]}0$ (3.5)

Caputo 定義は，flO)紛の場合には Riemann-Liouville 定義と一致する．

本稿では，解析を行う上で初期条件を導入しやすい Caputo の定義による非整数階微分を用い
ることにする．非整数階微分の表記方法は，ここで示したような表記を用いられることが多いが，
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本稿では，通常微分との理解性の観点から，次のような便宜的な表記を用いることにする．

$c_{D^{a}f(t)}0t$ $0$ $\frac{d^{a}}{(dt)^{a}}f(t)$ (3.6)

4. 拡散方程式に基づいた異常拡散モデル

拡散方程式をベースとした粒子拡散についてのモデルを考える．ここでは無限長で初期分布は
$W(O r)=\delta$(x)の場合を考え，拡散モデルが示す分布の基本解と拡散係数につぃて調べていく．(ここ
で紹介する内容は文献 11に基づいている．詳細についてはそちらを参照願いたい．)

4. 1 通常微分による拡散方程式 (Brown 運動)

一般に Bror 運動に従う粒子の拡散は，時刻 $t$ , 変位 $x$ での濃度分布を璃 (tx)としたとき，次
のような時間について 1階，空間について 2階の拡散方程式としてモデル化される．

$\frac{\partial}{\partial t}W_{1}(t_{X})=D_{1}\frac{\partial^{2}}{a^{2}}W_{1}(t_{X})$ (4.1)

ここで，$D_{1}$ は拡散係数であり Brown運動の場合は一定値である．この拡散方程式について，無限
長で初期分布 $W_{1}(0,x)=\delta(x)$とした場合の基本解は以下である．

$W_{1}(t,x)= \frac{1}{\sqrt{4\pi D_{i}t}}exp(-\frac{x^{2}}{4D_{1^{f}}})$ (4.2)

4.2 時間非整数階微分に基づいた拡散方程式

ここでは，式 (4.1)の時間微分について非整数階 $\alpha$ の微分を導入した拡散方程式を考え，この拡
散係数が時間のべき乗で変化する異常拡散の特性を示すことを見てぃく．

(1) 時間非整数階微分の拡散方程式

時間微分に非整数階微分を導入するにあたり，時間フラクタル性によって生じるスケー リング

を考えておく．一般にフラクタル性が成り立っ領域では，単位長さ $\epsilon$ を使ってフラクタル次元 $a$

のフラクタル曲線を被覆するとき，差し渡しの長さ $x$ とフラクタル曲線の実質的な長さ $x^{*}$との間

には，$x^{arrow-}\epsilon^{1-\alpha_{X}a}$ の関係が成り立つ．このスケール関係を，非整数の微分階数 $a$ の時間微分の場合

にあてはめて考えてみると，べき指数が微分階数 $a$ , 差し渡し長さが漉に相当する．時間に関す
る単位長さとして，時間フラクタル性が成り立つ (異常拡散が生じている) 観測時間 $\tau$ とする．
これは Brown運動が成り立つ限界の観測時間と考えても良い．非整数階の時間微分による実質的
な時間の変化量を $dt^{*}$とすると，先ほどのスケーリングの関係から漉 $*=\tau^{l-a}(dt)^{a}$ として評価するこ

とになる [5,6,11].

時間に関する非整数階微分は，フラクタル性によってスケーリングされた時間変化に対する物
理量の変化として考えることができる．時刻 $t$, 変位 $x$ での濃度分布 $W_{a}(t_{i}x)$に対して，時間の非整
数階微分を，フラクタル性をもった時間変化 $dt^{*}$との比 $dW_{a}(t,x)/dt^{*}$として考えると，濃度分布に関
する時間の非整数階微分は，次のように考えることができる．
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$\frac{\partial}{\partial t^{*}}W_{a}(t_{X})=\frac{\partial^{a}}{\tau^{1-a}(\partial 1)^{a}}W_{a}(t,x)$ (4.3)

これを用いて整理すると，以下のような時間についての非整数階微分による拡散方程式が得られ

る．ここでの非整数階微分は Caputo 定義とする．

$\frac{\partial^{a}}{(\partial t)^{a}}W_{a}(t,x)=D_{a}\frac{\partial^{2}}{a^{2}}W_{a}(t,x),$
$(0<\alpha<1, D_{a}\equiv D_{1}\tau^{1-\alpha)}$ (4.4)

ここで，$a=1$ とした場合は，通常の拡散 (Brown運動) となる．

(2) 基本解

時間非整数階微分の拡散方程式 (4.4)について，時間に対して Laplace 変換 $(演算子 L, 変数 s)$ ,

空間に対して Fourier変換 $(演算子 F, 変数 k)$ を行う．Caputo 定義による非整数 $a$階微分した関

数 Waく切の Laplaoe 変換は，

$L[ \frac{d^{a}}{(dt)^{a}}W_{a}(t,x)]=s^{a}W_{a}(s,x)-s^{a-1}W_{a}(0,x)_{J}$ $(0<\alpha<1)$ (4.5)

となる．Fourier 変換について，初期分布が鴎 (0 r)$\succ$-$\delta J$(x)であることに留意して整理すると，特性関

数として，

$W_{a}(s,k)= \frac{s^{a-1}}{s^{a}+D_{a}k^{2}}$ (4.6)

が得られる．この Wa(s)$C$)について逆 Fourier 変換および逆 Laplace 変換することにより，基本解
$W_{a}(t,x)$として次式が得られる．

$W_{a}(t,x)= \frac{1}{\sqrt{4D_{a}t^{a}}}\sum_{n\triangleleft_{-}}^{\infty}\frac{(-1r}{n^{/}\Gamma(1-\alpha(n+1)/2)}(\frac{x^{2}}{D_{a}t^{a}})^{n/2}$ (4.7)

(3) 拡散係数

Wa(s,k)から，次のように平均二乗変位 $<x$’を求めることができる [7].

$\langle x^{2}\rangle=r_{-\infty}^{2}t,X=L^{-1}[-\frac{\partial^{2}}{\partial k^{2}}W_{a}(s,kt_{k\triangleleft}-]=L^{-1}[\frac{2D_{a}}{s^{a+1}}] =\frac{2D_{a}}{\Gamma(1+\alpha)}t^{a}$ (4.8)

拡散係数はこの平均二乗変位の時間微分によって求めることができるので，拡散係数 $D$ は次式の

ように導出できる．

$D= \frac{1d}{2\#}\langle x^{2}\rangle=\frac{D_{a}}{\Gamma(\alpha)}t^{a-1}=\frac{D_{[}}{\Gamma(\alpha)}(\frac{t}{\tau})^{a-1}$ $(0<\alpha<1)$ (4.9)

ここで得られた拡散係数は，時間 $t$
$\dagger$こついて指数 a-l のべき乗関数となっており，$0<a<1$ であるか

ら，時間の経過に対して拡散係数は減少することになる．これは時間非整数階微分による拡散方
程式が異常拡散になることを示している．$a=1$ の場合には $D=D_{1}$ となり，拡散係数が一定値をとる

Brown運動になる．
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4.3 時間関数の拡散係数を持つ拡散方程式

異常拡散においては，拡散係数が時間に対してべき乗に変化する．そこで，拡散係数を次のよ
うな時間のべき乗関数として考えて，

$D=\Phi_{a}t^{a-1},$ $(0<\alpha<1, D_{\alpha}\equiv D_{1}\tau^{1-a})$ (4.10)

このような時間関数で拡散係数が与えられる拡散方程式として異常拡散のモデルを考えることも
できる．

$\frac{\partial}{\partial t}W_{t}(t,x)=\alpha D_{a}t^{a-1}\frac{\partial^{2}}{a^{2}}W_{t}(t,x)$ $(0<\alpha<1, D_{a}\equiv D_{1}\tau^{1-a}\rangle$ (4.11)

$\alpha=1$ の場合には $D=D_{1}$ であり通常の拡散方程式となる．この拡散方程式について，無限長で初期分
布 $W\langle 0,x\succ^{-}\delta(x)$とした場合の基本解は，以下にようになる [8].

$W_{t}(t,x)= \frac{1}{\sqrt{4_{J}\Phi_{a}t^{\alpha}}}exp(-\frac{x^{2}}{4D_{a}t^{a}})$ (4.12)

4.4 各モデルの拡散分布特性

ここでは，先に述べた 3つのモデルが示す分布特性の違いについて見ていくことにする．以降
では各モデルについて次のようにとる．式 (4.1)の通常微分の拡散方程式によるモデルを通常微分
モデルと呼び，その分布関数は式 (4.2)による．式 (4.4)の時間非整数階微分の拡散方程式によるモ

デルを非整数階微分モデルと呼び，その分布関数は式 (4.7)による．式 (4.11)の時間関数の拡散係数
を持つ拡散方程式によるモデルを時間関数の拡散係数モデルと呼び，その分布関数は式 (4.12)にょ
るものとする．

(1) 拡散分布の経時変化の比較

3つのモデルについての分布関数の時間推移 $(\ulcorner\triangleleft.1,0.5,1.0)$ の経時変化をみていく．非整数
階微分モデルと時間関数の拡散係数モデルでの計算条件として $a=0.5,$ $D_{a}=1$ とし，また式 (4.7)に
おける級数の総和は 100項までとした．図 4.1(a)は，通常微分モデルにおける分布関数につぃての

経時変化である．通常微分モデルで得られる分布の形状は，良く知られているように Gaussian の

分布を示している．図 4.1(b)は，非整数階微分モデルにおける分布関数の経時変化である．非整数

階微分モデルの分布は，Gaussian 分布とは異なり裾野が広がったロングティルの分布となってお
り，記憶性のある拡散過程の様相を示している．図 4.1(c)は，時間関数の拡散係数モデルの分布関

数についての経時変化である．非整数階微分モデルの分布がロングテイルの分布特性であるのに

対して，時間関数の拡散係数モデルの分布は，指数 $a$ によって分布の形状がスケーリングされて

いるものの，得られる分布形状は Gaussian 分布である．非整数階微分モデルと時間関数の拡散係

数モデルは，双方ともに時間について指数 l-a のべき乗関数となる拡散係数を持った異常拡散に

なっているが，拡散分布の特性としては本質的に異なったモデルである．
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$0$ 1 2 3 4 $0$ 1 2 3 4
$x$

(a)通常微分モデル (Gaussian) (b)非整数階微分モデル (c)時間関数の拡散係数モデル

図 4.1. 各モデルの分布関数の比較 [文献 11から引用]

(2) 指数 $\alpha$ の違いによる分布の比較

異常拡散となる非整数階微分モデルと時間関数の拡散係数モデルについて，指数 $a$ の違いによ

る分布特性について比較しておく．図 4.2(a)は非整数階微分モデルについて，図 4.2(b)は時間関数

の拡散係数モデルについて，$tarrow.1,$ $D_{a}=1$ の条件で計算したものである．非整数階微分モデルは，
指数 (微分階数) $a=1$ の場合では Gaussian 分布を示しているが，指数 $a$ が小さくなるにつれロン

グテイルの分布特性が顕著になっていくことがわかる．一方，時間関数の拡散係数モデルは，指

数 $\alpha$ が違うことにより分布の形状はスケーリングされるが，いずれの場合にも Gaussian分布とな

っている．

$-a=1.0-$cn.$S$ – 琴 0.6 $arrow\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT}.4$ $-\alpha=1.0$ $-\alpha\triangleleft-.8-a\triangleleft-.6-\alpha\triangleleft-.4$

(a)非整数階微分モデル (b)時間関数の拡散係数モデル

図 4.2.2つの異常拡散モデルでの指数による比較 [文献 11から引用 (一部改変)]

5. Langevin 方程式に基づいた異常拡散モデル

ここでは，粒子に作用する力の Newton力学的な運動方程式に基づいた拡散モデルについて考え

る．粘性を持った媒体の中を球形の粒子が運動する場合を考える．外力が作用しない場合，粒子
が受ける力としては，媒体の粘性がもたらす粘性抵抗力と媒体の分子が粒子に衝突することによ

って生じる揺動力が考えられる．ここでは一次元の問題として考えて，粒子の質量を $m$ とし，時

刻 $t$ での粒子の変位を $x(t)$ , 速度を $v(t)$とする．
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5. 1 Brown 運動 Langevin方程式

粒子に作用する粘性抵抗力について Stokes の法則が適用できるものとすると，媒体の粘性抵抗
を $\eta$ としたとき，速度に比例する力として-$\eta$v(t)となる．また揺動力は，時間に無相関な Gaussian
Noise の確率的な力 f(t)が作用するのもとする．揺動力のアンサンブル平均は$<Xt$)$>=0$ であり，時
間相関は訳 $t_{1}$)$\kappa t_{2})>=2\eta k_{B}T\delta(t_{1}- t2)$で，時間に無相関な関係にある．ここで，$k_{B}$はボルツマン定数，$T$

は温度である．このときの粒子の運動方程式は，

$\{\begin{array}{l}m\frac{d}{dt}v(t)=-\eta v(t)+f(t), \langle f(t)\rangle=0, \langle f(t)f(0)\rangle=2\eta k_{B}T\delta(t)\frac{d}{dt}x(t)=v(t)\end{array}$ (5.1)

となり，これは Brown運動を記述する最も基本的な Langevin 方程式である [9]. この場合の拡散係

数は次式で得られる．

$D(t)= \frac{k_{B}T}{m\lambda}[1-exp(-\lambda t)]$ (5.2)

ここで，$\lambda=\eta$加とした．

5. 2 一般化 Langevin方程式

粒子に作用する粘性抵抗力 $F_{v}$について，ここでは次のような記憶性のある力として考える．(こ

れは Riemann-Liouville 定義による $v$ 階の非整数階積分にように考えることができる．)

$F_{v}=- \eta\int_{0}\frac{1}{(t-t_{1})^{\gamma}}v(t_{1}\lambda it_{1}, (0<\nu<1)$ (5.3)

このときの揺動力 $F$(t)については，アンサンブル平均は$<F(t)>=0$ であり，時間相関は揺動散逸定
理の関係から，

$\langle F(t_{i})F(t_{2})\rangle=\eta k_{B}T\cdot|t_{1}-t_{2}|^{-\nu},$ $(0<\nu<1)$ (5.4)

の関係にある．この場合の粒子の運動方程式は，

$\{\begin{array}{l}m\frac{d}{dt}v(t)=-\eta\int_{0}\frac{1}{(t-t_{1})^{\nu}}v(t_{1})dt_{1}+F(t)_{\langle F(t)\rangle=0}, \langle F(t)F(0)\rangle=\eta k_{B}T\cdot t^{-\nu}, (0<\nu<1)\frac{d}{dt}x(t)=v(t)\end{array}$ (5.5)

のように記述できて，これは一般化 Langevin方程式と呼ばれている．

次に Laplace 変換法を用いてこの方程式の解析解を求めていく．式 (5.3)の粘性抵抗力の Laplace
変換は合成積の関係から次のように計算することができる．

$L[- \eta\int_{0}^{t}\frac{1}{(t-t_{1})^{V}}v(t_{1}\lambda it_{1}]=-\eta\cdot L[\frac{1}{t^{\nu}}]\cdot L[v(t)]=-\eta\cdot\frac{\Gamma(1-\nu)}{s^{1-\nu}}v(s)$ $(0<\nu<1)$ (5.6)
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これを用いて，式 (5.5)の Laplace 変換を行って整理すると，

$\{$ $\hat{x}(S)=\frac{\nu_{S^{-\nu}}v(0)+}{s^{2-\nu}+\lambda}\frac{+\lambda_{\nu}1s^{-V}\hat{F}(s)}{m_{s^{2-\nu}+\lambda_{v}}}\hat{F}(s)\hat{v}(s)=\frac{s^{1-\nu}}{\frac{1}{s}x(0)+s^{2-\nu}+\lambda}\frac{1s^{1-\nu}}{m_{s^{2-\nu}},\nu v(0)+}$ $\lambda\equiv\frac{\eta}{m},$
$\lambda_{\nu}\equiv\lambda\cdot\Gamma(1-\nu)$ (5.7)

のようになる．これを逆 Laplace 変換することで速度 $v(t)$と変位Xt)が得られる．このとき，Laplace

変数 $s$ の非整数のべき乗を含んだ分数式の逆 Laplace 変換が必要になるが，特殊関数の一般化
Mittag-Leffier 関数

$E_{a,\beta}[t] \equiv\sum_{k=0}^{\infty}\frac{t^{k}}{\Gamma(ak+\beta)},$
$(\alpha>0,\beta>0)$ (5.8)

を用いると，次の関係で変換することができる [4].

$L^{-1}[ \frac{s^{a-b}}{s^{a}\mp A}]=t^{b-1}E_{ap}bAr^{a}]$ (5.9)

これにより式 (5.7)から変位が得られる．

$X(t)=$面$)+v(0) \cdot tE_{2-\nu,2}\}\lambda_{v}t^{2-\nu}]+\frac{1}{m}\int_{0}(t-t_{1})E_{2-\nu,2}\}\lambda_{\nu}(t-t_{1})^{2-\nu}\theta(t_{1}\mathfrak{p}_{t}1$ (5.10)

得られた変位から平均二乗変位は，以下のように導出することができる．

$\langle(x(t)-x(0))^{2}\rangle=\frac{k_{B}T}{m}tE_{2-\nu,2}\}\lambda_{\nu}t^{2-\nu}\beta+\frac{2\lambda_{\psi}k_{B}T}{m}\int_{0}t_{1^{\succ\nu}}E_{2-\nu,2}f\lambda_{\nu}t_{1^{2-\nu}}b_{2-\nu k\nu}\}\lambda_{\nu}t_{1^{2-\nu}}bt_{1}$

(5.11)

この平均二乗変位を時間微分することで，拡散係数は次のように計算できる．

$1 Xt)=\frac{k_{B}T}{m}E_{2-\nu,2}|_{\lambda_{\nu}t^{2-\nu}}\beta_{E_{2-\nu,1}}|$ ろ $t^{2-\nu}]_{+\lambda_{\nu}t^{3-\nu}E_{2-\nu,3-\nu}}\}_{\lambda_{\nu}t^{2-\nu}}\#$ (5.12)

5. 3 非整数階微分 Langevin 方程式

ここでは Brown 運動 Langevin 方程式 (5.1)において，時間の微分に非整数階微分を導入した

Langevin 方程式を考える [10]. 時間に関して非整数階微分を用いることは，粒子に作用する力に
対して時間に関する記憶性の効果を入れることになり，これにより履歴性のある粘性抵抗力と時

間相関のある揺動力を伴った粒子の運動を記述することになる．(ここで紹介する内容は文献 5お

よび文献 12に基づいている．詳細についてはそちらを参照願いたい．)

時間微分を非整数階微分に拡張することによるスケーリングを考えておく．ここでは時間に関

するスケーリングのパラメタ (時間次元におけるフラクタル性の単位長さに相当する量) として

$1/\lambda$ をとる．非整数階の時間微分による実質的な時間の変化量を $dt^{*}$とすると，フラクタル次元 $a$

のとき，4.2項で示したスケーリングの関係から $dt^{arrow-}(1/\lambda)^{1*}(dt)^{a}$ として評価することになる．この
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ことに留意して式 (5.1)に非整数階微分を適用して整理すると，

$\{\begin{array}{ll}\frac{d^{a}}{(dt)^{a}}v(t)=-\lambda^{a}v(t)+\lambda^{(a-1)}\frac{f(t)}{m} (\lambda\equiv\eta/m, 0<\alpha,\beta<1) (5.13)\frac{d^{\beta}}{(dt)^{\beta}}x(t)=\lambda^{(\beta-1)}v(t) \end{array}$

となる．本稿ではこれを非整数階微分 Langevin 方程式と呼ぶことにする．ここで用いる非整数階
微分は Caputo 定義によるものとし，$a$ は速度 v(t)に対する微分階数で加速度への寄与，$\beta$ は変位
x(t)に対する微分階数であり速度への寄与を示すパラメタになる．$a=\beta=1$ のときは，Brown 運動の
Langevin 方程式 (5.1)に帰着することがわかる．
非整数階微分 Langevin方程式の解析においても，先と同様に Laplace変換による解法を用いる．

Caputo定義に基づく非整数階微分の Laplace 変換 $(演算子 L, 変数 s)$ は，

$L[ \frac{d^{a}}{(dt)^{a}}v(t)]=s^{\alpha}\hat{v}(s)-s^{a-1}v(0),$ $(0<\alpha<1)$ (5.14)

であるから，これを用いて式 (5.13)の Laplace変換を行って代数的に整理すると，

$\{\begin{array}{l}\hat{v}(s)=\frac{s^{a-1}}{s^{a}+\lambda^{a}}v(0)+\lambda^{(a-1)}\frac{1\hat{f}(s)}{s^{a}+\lambda^{\alpha}m}\hat{x}(s)=\frac{1}{s}x(0)+\lambda^{(\beta-1)s^{a-(\beta+1)}}v(0)+\lambda^{(a+\beta-2)}\frac{s^{-\beta}\hat{f}(s)}{s^{\alpha}+\lambda^{a}m}s^{\alpha}+\lambda^{a}\end{array}$ (5.15)

となる．次にこの式の逆 Laplace 変換を行うが，Laplace 変数 $s$ の非整数のべき乗を含んだ分数式
の逆 Laplace 変換は，前項と同様のやり方で実施する．結果として，式 (5.15)の逆 Laplace 変換か
ら変位は次のように得られる．

$X(t)=X(0)+v(0) \frac{1}{\lambda}(\lambda t)^{\beta_{E_{\alpha,(\beta+1)}}}\}(\lambda t)^{a}]+\frac{1}{m\lambda}\int_{0}^{t}\{\lambda(t-t_{1})\}^{(a+\beta-1)_{E_{\alpha,(a+\beta)}}\}-}\{\lambda(t-t_{1})\}^{a}]f(t_{1})dt_{1}$ (5.16)

この変位から平均二乗変位は，

$\langle(x(t)-x(0))^{2}\rangle=\frac{k_{B}T}{m\lambda^{2}}((\lambda t)^{\beta_{E_{\alpha,(\beta+1)}}}\}(\lambda t)^{\alpha}\beta+\frac{2k_{B}T}{m\lambda}\int_{0}k\lambda t_{1})^{(\alpha+\beta-1)_{E_{a,(a+\beta)}}\}(\lambda t_{1})^{a}\#^{2_{dt_{1}}}}$ (5.17)

として得られ，この平均二乗変位を時間微分することで，拡散係数は次のように導出することが
できる．

$D( \lambda t)=\frac{k_{B}T}{m\lambda}\beta_{\lambda t)^{2\beta-1}(\not\in(\lambda t)^{\alpha}\# E_{\alpha,\beta}[-(\lambda ty^{x}\#+k\lambda t)^{(\alpha+\beta-1)_{E_{a,(\alpha+\beta)}}}f(\lambda t)^{a}\beta]}E_{a,(\beta+1)}$ (5.18)

得られた解において，$a=r-1$ とした場合には，Brown 運動の解と一致することは容易に確かめら
れる．

ここで拡散係数の漸近特性について調べておく．緩和時間程度の短い時間経過の段階では，粒
子は慣性力の影響を強く受け直線的に運動するが，時間経過とともに慣性カが減衰し，粘性抵抗
力と揺動力との釣り合いの運動に移行していくものと考えられる．Bror 運動の長時間過程では，
粘性抵抗力と揺動力との釣り合い $\eta v(t)=Xt)$となり，このときの拡散係数は，$D_{1}=k_{B}T/m\lambda$ の一定値と

なる．同様に，非整数階微分 Langevin 方程式 (5.13)において，慣性力が減衰 (慣性項を省略) し

て，粘性抵抗力と揺動力とが釣り合った状態は，
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$\frac{d^{\beta}}{(dt)^{\beta}}[4t)]=\lambda^{(\beta-2)_{\frac{f(t)}{m}}}$ (5.19)

となり，このときは微分階数 $\beta$ の非整数階微分方程式で記述されることになる．これを先に行っ
た解析と同様の手法を用いて解いていくと，結果として拡散係数は，

$l \chi x)=D_{J}\frac{(\ovalbox{\tt\small REJECT})^{2(\beta-1)}}{\Gamma(\beta)^{2}}$ (5.20)

として導出できる．これは拡散係数が時間に関して 2($\beta$-1)のべき乗関数となっており，$0<\beta<1$ であ

るから，拡散係数は時間経過に対して減少する異常拡散になることを示している．

5. 4 各 Langevin方程式が示す拡散特性

これまでの解析によって得られた各 Langevin方程式モデルでの拡散係数について，それぞれの
解析式の挙動を調べる．図 5.1に一般化 Langevin 方程式モデルに基づいた拡散係数と，図 5.2に
非整数階微分 Langevin 方程式モデルに基づいた拡散係数の振る舞いを示している．Brown 運動
Lmgevin 方程式に基づく拡散係数は，それぞれの図中で $BM$ として示している．Brown 運動の拡
散係数は，初期段階で立ち上がり増加し，時間が経過するにしたがって一定値 $D_{1}=k_{B}T/m\lambda$ に収束

していく．図 5.1は，一般化 Langevin方程式モデルでの拡散係数について，指数 $v$ を 0.9から 0.6

まで 0.1毎に変化させた場合の挙動を示した結果である．初期の経過で立ち上がり増加した後，
時間経過とともに拡散係数が減少しており，これは異常拡散が示す特徴的な挙動である．図 5.2

は，非整数階微分 Langevin 方程式モデルでの拡散係数について，微分階数 $a,$ $\beta$ をパラメタとし

て，それぞれを 1.0から 0.8まで 0.05毎に変化させた場合の挙動を示した結果である．$a=r-1$ では

$BM$ (Brown運動) に一致し，$a=\beta<1$ の場合には，初期の経過で立ち上がり増加した後，時間経過
とともに拡散係数が減少していく異常拡散の挙動を示している．この場合，拡散係数は式 (5.20)

に示した解に漸近していく [5].

$-BM—\iota\Leftarrow 0.9--\tau\Leftarrow 0.s-\cdot\tau 0.7-\cdot)^{14.6}$

$0 2 4 6 s 10$
$t$ $u$

図 5. 1. 一般化 Langevhl方程式モデル 図 5.2. 非整数階微分 Langevin 方程式

に基づく拡散係数モデルに基づく拡散係数

[文献 5から引用]
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6. 時間非整数階微分による異常拡散モデルについてのまとめ

本稿では，拡散方程式による方法と Langevin方程式による方法の 2 っの側面から異常拡散モデ

ルについて考えてきた．拡散方程式に基づいた異常拡散モデルとして，非整数階微分モデルと時
間関数の拡散係数モデルを考えた．双方ともに，異常拡散の特性である時間経過ともに減少する
拡散係数となるが，拡散分布の特性は異なっていることを示した．Langevin方程式に基づいた異
常拡散モデルでは，一般化 Langevin方程式および非整数階微分 Langevin方程式に基づいた粒子の

拡散運動は異常拡散になることを示した．一般化 Langevin方程式では，粒子に作用する粘性抵抗
力は非整数階積分の形式で記述できることを述べた．っまり一般化 Langevin方程式の場合におい

ても非整数階の演算で記述した方程式として考えることができる．非整数階の微分積分は過去か
らの履歴を積算する演算になっている．粒子運動の記述に非整数階の時間微分積分の演算を導入
することは，履歴性のある力が作用する粒子の運動を記述することになり，これによりべき乗特
性を示す異常拡散の過程を表現できるものと考えられる．

表 6.1に，本稿で紹介した拡散方程式によるモデルと Langevin 方程式によるモデルについてま

とめた．各モデルの対応関係を表中で見てみる．通常拡散については，($A$-i) と ($B$-i)とが対応して

いる．異常拡散において，($A$-ii)は ($B$-ii)に対応していることが知られている [8]. 非整数階微分によ

るモデルについては，($B$ -iii)は ($B$-ii)の一般化に対応している
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7. おわりに

拡散現象を記述する従来の微分方程式モデルにおいて，時間微分に非整数階の演算を導入する
ことで，異常拡散となるモデルについて紹介した．非整数階の微分積分は，過去の経過が現時点

での振舞いに影響を与えるような，記憶性履歴性のある物理現象を記述するのに有効な手法で

あると考えられる．本稿では拡散現象を対象としたが，他の物理現象においても，これまで用い
られてきた現象方程式において，従来の微分積分を非整数階の演算に置き換えることでフラクタ

ル性を示すモデルに拡張することができるものと予想され，様々な領域での応用が期待される．

しかしながら，非整数階の微分積分は，対象とする問題によって異なった定義が使われる等の状

況であることからもわかるように，数学的にまだ整備されていない部分がある．これまでの微分

積分学に基づいて構築されてきたモデルと呼応した形で，統一的な定義のもと，非整数階微分積

分学として体系化されることがのぞまれる．
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