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1 Riemannゼータ関数と Hardy関数
$s=\sigma+it$ を複素数，$h(s)=\pi^{-s/2}\Gamma(s/2),$ $\theta(t)=\arg h(1/2+it),$ $\zeta(s)$ を Riemann

ゼータ関数とする。関数 $Z(t)$ を

$Z(t)=\zeta(1/2+it)e^{i\theta(t)}$

と定義する。 Riemannゼータ関数の関数等式

$h(s)\zeta(s)=h(1-s)\zeta(1-s)$

から $Z(t)$ は実関数であることが分かる。 また、 $Z(t)$ の零点は $\sigma=1/2$軸上の Rie-
mannゼータ関数の零点に 1対 1に対応することや $|Z(t)|=|\zeta(1/2+it)|$ であるこ

とが簡単に分かる。 このように関数 $Z(t)$ は Riemannゼータ関数の $\sigma=1/2$軸の情
報を多く含む実関数であり Riemannゼータ関数の $\sigma=1/2$軸の解析において非常
に重要な関数である。Riemannゼータ関数の情報を含み $\sigma=1/2$軸で実数をとる
関数として

$\xi(s)=\frac{s(s-1)}{2}h(s)\zeta(s)$

もよく知られている。関数等式から

$\xi(s)=\xi(1-s)$

であり、位数 1の整関数であることもよく知られている。1914年 Hardy [5] により
関数 $\xi(s)$ を使い $\sigma=1/2$軸に無限に零点が存在することが示された。 Hardy は

$\int_{0}^{\infty}\frac{\xi(\frac{1}{2}+it)}{t^{2}+\frac{1}{4}}t^{2n}\cosh\frac{1}{4}\pi tdt=\frac{(-1)^{n}\pi}{2^{2n}}\cos\frac{\pi}{8}$

を示し、 この式において $n$ を十分大きくとれば $\sigma=1/2$軸に無限に零点が存在す
ることが証明される。 Hardy の証明は Riemannゼータ関数の $\sigma=1/2$軸上の零点
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の情報を含む $\xi(1/2+it)$ という実関数の積分値を考察することにより得られたの
であるが、 同じように $\int Z(t)dt,$ $\int|Z(t)|dt$ という $Z(t)$ の積分値を考察することで
も得られることが知られている (詳しくは Titchmarsh[12] の 10章参照)。零点の
数値計算においても $Z(t)$ は非常に重要である。 もし $Z(t)$ がある場所で符号変化し
ていることが分かればその場所で少なくとも 1つ Riemannゼータ関数の零点が存
在することになる。 また関数 $\xi(s)$ の偏角を調べることにより領域の零点の個数が
分かるので、 これらを使い Riemannゼータ関数の零点が $\sigma=1/2$軸に分布してい
ることを数値的に確かめることが出来る。値が小さいところでは Euler-Maclaurin
の和公式で十分であるが値が大きくなるにつれ計算が困難になってくる。 1932年
Siegel [11] により Riemann の遺稿をもとに Riemann-Siegel公式と呼ばれる公式が
示された。 この公式は臨界領域の Riemannゼータ関数をよく近似する公式で特に
$\zeta(1/2+it)$ や $Z(t)$ の場合が重要である。 これにより数値計算において飛躍的な向
上をもたらし、 $\zeta(1/2+it)$ の平均値などにも応用されるなど $\sigma=1/2$軸の解析に
おいて非常に重要な式である。 このように初めて $\sigma=1/2$軸上に零点が無限にあ
ると証明した Hardy と $Z(t)$ の精密な公式である Riemann-Siegel公式の名前をと
り関数 $Z(t)$ は Hardy 関数や Riemann-Siegel 関数と呼ばれている。 Siegel [11] は
Riemann-Siegel公式の応用として $N_{0}(T)>3e^{-3/2}T/8\pi+o(T)$ を示したが 1942年
Selberg [10] によりある定数 $A>0$ が存在して $N_{0}(T)>AT\log$ $T$ が示された。 ま
た現在では H. Bui, B. Conrey and M. Young [2] により

$\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}\frac{N_{0}(T)}{N(T)}\geq 0.4105$

であることが示されている。数値計算では Gourdon [4] により実軸に近い方から
数えて 10兆個までの零点が全て $\sigma=1/2$軸にあることが確かめられている。

図 1: $Z(t)$ のグラフ。 $0<t<100$ 図 2: $Z(t)$ のグラフ。 $7003<t<7007$

Hardy関数の性質として Riemann予想を仮定すると $to>0$ が存在して $t>t_{0}$ な
らば $Z(t)$ の連続する零点の間にただひとつ $Z’(t)$ の零点が存在するということが
知られている。 つまり Riemann予想を仮定すると $t>t_{0}$ では負の極大値や正の極
小値を持たないのである。 この結果から分かるように Riemann予想は $Z(t)$ のグラ
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フの形に大きく影響していることが分かる。図 1は $Z(t)$ の $t=0$ から $t=100$ まで

のグラフである。図 1を見ると規則正しいグラフにも見えるが、図 2の $t=7003$

から $t=7007$ までのグラフを見ると $t=7005$付近にある連続する零点が非常に接
近していることが分かる。数値計算をすると零点は $t=7005.06$ と $t=7005.10$ 付

近にあり極値はおよそ 0.004である。 このようなことは $t=7005$ 付近以外の箇所
でも起こることが知られていて Lehmer現象と呼ばれる。 Lehmer現象という名前
は Lehmer [6], [7] により初めて考察されたことによる。 もし $t>t_{0}$ で負の極大値
や正の極小値が発見できれば Riemann予想が反証されるわけだがそのような例は
見つかっていない。 しかし、 Lehmer現象が起こる箇所での符号変化が非常に微妙
であり $Z(t)$ の挙動の難しさや Riemann予想の難しさを物語っている 1つの現象と
もいえる (Edwards [3] の 8章参照)。

2 Hardy関数の高階導関数の挙動
これまで $Z(t)$ の挙動について考えてきたが $Z(t)$ の一階導関数 $Z’(t)$ や一般の高

階導関数 $Z^{(n)}(t)$ の挙動を考える。図 3は $Z’(t)$ の $t=0$ から $t=100$ までのグラフ

で、 図 4は $Z”(t)$ の $t=0$ から $t=100$ までのグラフである。 この二つのグラフを
見ると $Z’(t)$ および $Z”(t)$ についても $Z(t)$ と同様に負の極大値や正の極小値を持つ
ことが無いということが期待され一般に全ての $Z^{(n)}(t)$ についても同様のことが考
えられる。

図 3: $Z’(t)$ のグラフ。 $0<t<100$ 図 4: $Z”(t)$ のグラフ。 $0<t<100$

さて $Z(t)$ の連続する零点の間にただひとつ $Z’(t)$ の零点が存在することを示す
ためには次の Mozer [9] の公式を用いる。Mozer の公式とは Riemann予想を仮定
すると

$\frac{d}{dt}\frac{Z’(t)}{Z(t)}=-\sum_{\gamma}\frac{1}{(t-\gamma)^{2}}+O(t^{-1})$

が成り立つという公式である (Mozer [9])。ここで $\gamma$ は $\sigma=1/2$軸にある Riemann
ゼータ関数の零点 $1/2+i\gamma$ を動くものとする。 この公式と Riemannゼータ関数の
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零点の個数の式を用いると $Z(t)$ の連続する零点の問で関数 $Z’(t)/Z(t)$ は単調減少
であることを示すことが出来るので $Z(t)$ の連続する零点の間にただひとつ $Z’(t)$

の零点が存在することが導かれる。 1986年 Anderson[1] により Riemann予想を仮
定すると $t_{1}>0$ が存在して $t>t_{1}$ ならば $Z’(t)$ の連続する零点の間にただひとつ
$Z”(t)$ の零点が存在することが示された。 これは Riemann予想を仮定すると $Z(t)$

と同様のことが $Z’(t)$ でも成り立つことを意味する。 $Z(t)$ の高階導関数 $Z^{(rn)}(t)$ に

ついては Matsumoto and Tanigawa [8] により $0<t<T$ を満たす $Z^{(m)}(t)$ の零点
の個数を $N_{m}(T)$ とおくと Riemann予想を仮定すれば

$N_{m}(T)= \frac{T}{2\pi}\log\frac{T}{2\pi}-\frac{T}{2\pi}+O(\log T)$

であることが示されている。 ここで $O$ 定数は $m$ に依存する。 この結果と Riemann
ゼータ関数の零点の個数の評価から容易に

$N_{m+1}(T)-N_{m}(T)=O(\log T)$

が全ての $m$で成り立つことが分かるので、 $Z^{(m)}(t)$ の連続する零点の間にただひと
つ $Z^{(m+1)}(t)$ の零点が存在するという命題は Riemann予想を仮定すれば全ての $m$

についてほとんどの場合正しいことが分かる。 ここで言う 「ほとんどの場合」 と

は $N_{m}(T)$ の零点のうち $O(\log T)$ を除いた場合という意味である。
次の定理は Mozer の公式の一般化である。

Theorem 2.1.
$\omega(s)=\log 2\pi+\frac{\pi}{2}\tan(\frac{\pi s}{2})-\frac{\Gamma’}{\Gamma}(s)$

とする。 $f_{0}(s)=\zeta(s)$ とし $f_{n}(s)$ を $f_{n+1}(s)=f_{n}’(s)-\omega(s)f_{n}(s)/2$ と帰納的に定義
する。 Riemann予想を仮定すると

$\frac{d}{dt}\frac{Z^{(n+1)}(t)}{Z(n)(t)}=-\sum_{\gamma_{n}}\frac{1}{(t-\gamma_{n})^{2}}+O(t^{-1})$

が成り立つ。 ここで $\gamma_{n}$ は $f_{n}(s)$ の $\sigma=1/2$軸上の零点 $1/2+i\gamma_{n}$ を全て動くものと
し、 $O$ 定数は $n$ に依存する。

Anderson [1] は定理を示す為に

$\eta(s)=\zeta(s)-\frac{2}{\omega(s)}\zeta’(s)$

という関数を定義し考察している。また Matsumoto and Tanigawa [8] は Anderson
[1] を一般化し $\eta_{n}(s)$ という関数を定義し考察している。 ここで $\eta_{1}(s)=\eta(s)$ が成
り立つ。 この関数を上の $f_{n}(s)$ で表すと

$f_{n}(s)=- \frac{\omega(s)}{2}\eta_{n}(s)$
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と書ける。 $\eta_{n}(s)$ の零点については Matsumoto and Tanigawa [8] により考察され
ているのでその結果と上の定理を用いると十分大きな $t$ に対して

$\frac{d}{dt}\frac{Z^{(n+1)}(t)}{Z(n)(t)}<0$

が成り立つ。 したがって例えば次のことが分かる。

Corollary 2.2. Riemann予想を仮定すると全ての非負整数 $n$ に対してち $>0$ が

存在して t $>$ t。ならば $Z^{(n)}(t)$ の連続する零点の間にただひとつ $Z^{(n+1)}(t)$ の零点
が存在する。

Corollary 2.3. Riemann予想を仮定し、 さらに $Z(t)$ の零点は全て 1位であると
仮定する。全ての非負整数 $n$ に対して $t_{n}>0$が存在して $t>t_{n}$ ならば $Z^{(n)}(t)$ の零
点は全て 1位である。

これらの結果を見ると Riemann予想や零点の重複度に関する予想などを仮定す
ると Hardy 関数のいくつかの性質はその高階導関数にも遺伝することが言える。
定理の証明のために補助的に関数 $h_{n}(s),$ $g_{n}(s)$ を導入する。 $h_{0}(s)=1$ とし $h_{n}(s)$ を

$h_{n+1}(s)=h_{n}’(s)-\omega(s)h_{n}(s)/2$ と帰納的に定義する。 また $g_{n}(s)=f_{n}(s)/h_{n}(s)$ と

する。

$f_{n}(s)= \sum_{k=0}^{n}a_{n,k}(s)\zeta^{(k)}(s)$

により $a_{n,k}(s)$ を $\omega(s)$ および $\omega(s)$ の高階導関数による多項式と定義すると容易に
分かるように $h_{n}(s)=a_{n,0}(s)$ が成り立つので

$g_{n}(s)= \zeta(s)+\sum_{k=1}^{n}\frac{a_{n,k}(s)}{h_{n}(s)}\zeta^{(k)}(s)$

となる。 ここで $g_{1}(s)=\eta(s)$ が成り立つ。 まず定理を証明する為に基本的な次の
2つの補題を示す。

Lemma 2.4.
$Z^{(n)}(t)=i^{n}f_{n}( \frac{1}{2}+it)e^{i\theta(t)}$

が成り立つ。

Proof. $n=0$ は $Z(t)$ の定義である。 $n$ で成り立つと仮定すると

$Z^{(n+1)}(t)=(i^{n+1}f_{n}’( \frac{1}{2}+it)+i^{n+1}\theta’(t)f_{n}(\frac{1}{2}+it))e^{i\theta(t)}$

であり
$\omega(1/2+it)=-2\theta’(t)$

であることから $n+1$ でも成り立つ。 口
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Lemma 2.5.
$\chi(s)f_{n}(1-s)=(-1)^{n}f_{n}(s)$

が成り立つ。 ただし
$\chi(s)=2^{s}\pi^{s-1}\sin\frac{s\pi}{2}\Gamma(1-s)$

である。

Proof. $n=0$ は Riemannゼータ関数の関数等式である。 $n$ で成り立つと仮定する
と定義から

$\chi(s)f_{n+1}(1-s)=i\chi(s)f_{n}’(1-s)-\frac{i}{2}\omega(1-s)\chi(s)f_{n}(1-s)$

$=i( \chi’(s)f_{n}(1-s)+(-1)^{n+1}f_{n}’(s))+\frac{i}{2}\omega(s)f_{n}(s)(-1)^{n+1}$

$=i((-1)^{n} \omega(s)f_{n}(s)+(-1)^{n+1}f_{n}’(s))+\frac{i}{2}\omega(s)f_{n}(s)(-1)^{n+1}$

$=(-1)^{n+1}f_{n+1}(s)$

となるので $n+1$ でも成り立つ。 口

ここで

$\omega(s)=\omega(1-s)$ (2.1)

であるから $h_{1}(s)=h_{1}(1-s)$ であるので

$g_{1}(s)=-\chi(s)g_{1}(1-s)$

が成り立つ。 これは Anderson [1] が示している式で、 この $g_{1}(s)$ の関数等式が An-
derson [1] の定理を証明する際に非常に重要である。一方、 $h_{2}(s)$ について考えると

$h_{2}(s)= \frac{\omega^{2}(s)}{4}-\frac{\omega’(s)}{2}$

であるが、 これは $h_{1}(s)$ の場合と違い $h_{2}(s)$ と $h_{2}(1-s)$ で簡単な等式が成り立つこ
とは期待できない。 したがって一般に $n\geq 2$ とするとき $g_{n}(s)$ が関数等式を満たす
とは必ずしも言えない。 これは $g_{n}(s)$ を解析する上で大きな問題であり、Anderson
[1] の証明と同じように出来ない箇所がいくつかあるが $h_{n}(s)$ と $h_{n}(1-s)$ は解析
的な性質が非常に似ていて解析がうまくいくのである。 $m=m(n)$ を $n$ に依存す
る十分大きい正の整数とし $\delta=\delta(m)$ を $m$ に依存する十分小さい正の数とする。
$s=1,3,5\cdots$ および $s=0,$ $-2,$ $-4\cdots$ を中心とする半径 $\delta$ の円を集めた領域を $D_{1}$

とし $\mathbb{C}-D_{1}=D$ とおく。 定義から

$\omega(s)=\log 2\pi+\frac{\pi}{2}\tan(\frac{\pi s}{2})-\frac{\Gamma’}{\Gamma}(s)$
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である。 また

$\log\Gamma(s)=(s-\frac{1}{2})\log s-s+\log 2\pi+\frac{1}{12s}-\int_{0}^{\infty}\frac{P(x)}{(s+x)^{3}}dx$

が知られている。 ここで $P(x)$ はある周期的な関数である。 したがって

$\frac{\Gamma’}{\Gamma}(s)=\log|s|+O(1) (\sigma>1/4)$

および

$\frac{f^{\iota}}{fs^{n}}\frac{\Gamma’}{\Gamma}(s)=O(|s|^{-n}) (n\geq 1, \sigma>1/4)$

を得る。 また $s\in D$ において

$\tan s=i+O(e^{-2t})$

および

$\frac{d^{n}}{ds^{n}}\tan s=O(e^{-2t}) (n\geq 1)$

であることと (2.1) を用いると $s\in D$ において

$\omega(s)=-\log|s|+O(1)$ (2.2)

および
$\omega^{(n)}(s)=O(1) (n\geq 1)$ (2.3)

となる。 したがって (2.2), (2.3) より $s\in D$ において

$a_{n,k}(s)=O((\log|s|)^{n-1}) (k\neq 0, n\geq 1)$ (2.4)

および

$h_{n}(s)=a_{n,0}(s)=( \frac{\log|s|}{2})^{れ}+O((\log|s|)^{n-1}) (n\geq 1)$ (2.5)

を得る。 また、
$\zeta(s)=1+O(2^{-\sigma}) (\sigma>2)$

および
$\zeta^{(n)}(s)=O(2^{-\sigma}) (n\geq 1, \sigma>2)$

と (2.4), (2.5) から $\sigma>2$ かつ $s\in D$ において

$f_{n}(s)=(( \frac{\log|s|}{2})^{n}+O((\log|s|)^{n-1}))(1+O(2^{-\sigma}))+\sum_{k=1}^{n}O(\frac{(\log|s|)^{n-1}}{2^{\sigma}})$

$=(1+O(2^{-\sigma}))( \frac{\log|s|}{2})^{n}+O((\log|s|)^{n-1}) (n\geq 1)$ (2.6)
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を得る。 Matsumoto and Tanigawa [8] により $\eta_{n}(s)$ の $-2m+1<\sigma<2m$ におけ
る零点の個数は

$\frac{T}{2\pi}\log\frac{T}{2\pi}-\frac{T}{2\pi}+O(\log T)$

であり Riemann予想を仮定すると零点は有限個を除いて全て $\sigma=1/2$軸にあると
いうことが示されている。 また (2.6) などを用いれば偏角の原理より $g_{n}(s)$ の零点
と極の位置が分かる。 $g_{n}(s)$ に Titchmarsh [12] の 3章にある LEMMA $\alpha$ を用いる
と $1-2m\leq\sigma\leq 2m$ において

$\frac{g_{n}’}{g_{n}}(\sigma+iT_{j})=O$ (log2 $T_{j}$ )

が成り立つような勾 $arrow\infty(jarrow\infty)$ となる $\{T_{j}\}$ が存在することがわかる。 $k\geq m$

とし、 $R_{k}$ を $1-2k\pm iT_{j},$ $2k$ 士鵜を頂点とする長方形として

$I= \frac{1}{2\pi i}\int_{\partial R_{k}}\frac{G_{n}’}{G_{n}}(w)\frac{\mathcal{S}}{w(s-w)}dw$

とおく。複素変数の Stirling の公式

$\log\Gamma(s)=\frac{\log 2\pi}{2}+(s-\frac{1}{2})\log s-s+O(|s|^{-1})$

および Lemma 2.5と (2.1) から

$I=O(kT_{j}^{-2}\log^{2}(k+T_{j}))+O(k^{-1}\log k)$ (2.7)

となる。 ここで $O$ 定数は $s$ に依存する。 この式と $I$ を留数定理を用いて表した式

$I=- \frac{G_{n}’}{G_{n}}(s)-\frac{1}{S}+A+\sum_{r}\frac{s}{a_{r}(s-a_{r})}-\sum_{r}\frac{s}{b_{r}(s-b_{r})}$ (2.8)

を用いる。 ここで $A$ は定数であり $a_{r},$
$b_{r}$ はそれぞれ $g_{n}(s)$ の零点、 $0$ 以外の極を全

て動くものとする。 (2.7), (2.8) と $g_{n}(s)$ の零点および極の分布から Riemann予想
を仮定すると

$i \frac{d}{dt}\frac{G_{n}’}{G_{n}}(\frac{1}{2}+it)=O(|t|^{-1})-\sum_{\gamma_{n}}\frac{1}{(t-\gamma_{n})^{2}}$

が成り立つことが分かる。最後に $h_{n}(s)$ を複素変数の Stirlingの公式などを用いて
評価すれば Lemma 2.4より Mozer の公式の一般化を得る。

3 関数 $f_{n}(s)$および $g_{n}(s)$ について

定理の証明で重要であったのは $g_{n}(s)$ の関数の性質であった。 定義から分かる
ように $g_{n}(s)$ は $f_{n}(s)$ と $h_{n}(s)$ で構成されているわけであるが $h_{n}(s)$ は基本的にガ
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ンマ関数と三角関数で構成されているので Stirling の公式などを用いれば解析的
な挙動などがある程度精密に評価できる。 一方 $f_{n}(s)$ は Riemannゼータ関数やそ
の導関数が含まれているので解析が難しい部分がある。つまり Riemannゼータ関
数の臨界領域の挙動の解析が難しいのと同様に $f_{n}(s)$ についても挙動の解析が難
しいということである。 $g_{n}(s)$ の零点と極について考えてみると $g_{1}(\mathcal{S})=\eta(s)$ の場

合は Anderson [1] により実数ではない極は 2つあり $\sigma=1/2$ 軸に存在することが
示されている。 また Riemann予想を仮定すると実数ではない零点は全て $\sigma=1/2$

軸に存在することも示されている。一方 $n\geq 2$ の場合は十分大きい $m$ としたとき

$\{s\in \mathbb{C}|-2m+1<\sigma<2m\}$ において $g_{n}(s)$ の極は有限個である。 さらに Riemann
予想を仮定すると有限個の零点を除いて $g_{n}(s)$ の零点は全て $\sigma=1/2$ 軸に存在す
る。 $g_{n}(s)$ の極は $h_{n}(s)$ の零点なのである程度解析が出来るが $g_{n}(s)$ の零点の解析
は簡単ではない。 しかし、 この零点を解析することは Hardy 関数の高階導関数を
考える上で非常に重要である。例えば定理の系におけるちを評価しようとしたと
き $g_{n}(s)$ の零点の位置が分からないために数値的に評価できないという問題が出て
くる。
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