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概要

The purpose of this paper is to report recent progress in geometry of submanifolds
in 3-dimensional homogeneous contact manifolds equipped with invariant Riemannian

metric. Particular attentions are paid for the following ambient spaces: the unit 3-
sphere $\mathbb{S}^{3}$ , the real special linear group $SL_{2}\mathbb{R}$ , the Heisenberg group $Ni1_{3}$ and the model
space $So1_{3}$ of solvgeometry in the sense of Thurston. We also study $SL_{2}\mathbb{R}$ equipped

with invariant Lorenztian metric of constant curvature $-1$ (The resulting Lorentzian
3-manifold is identified with anti de Sitter -spacetime). More precisely, we discuss (1)

loop group method for minimal surfaces in $\mathbb{S}^{3}$ and maximal surfaces in anti de Sitter
spacetime $AdS_{3},$ (2) timelike flat surfaces in $SL_{2}\mathbb{R}$ and $AdS_{3},$ (3) loop group method
for minimal surfaces in $Ni1_{3},$ (4) integral representation formula for minimal surfaces in
$So1_{3},$ (5) slant curves in $Ni1_{3},$ $\mathbb{S}^{3},$ $SL_{2}\mathbb{R}$ as well as the Berger 3-sphere.

はじめに

本稿では 3次元接触多様体の典型例である 3次元球面 $\mathbb{S}^{3}$ , ハイゼンベルグ群 $Ni1_{3}$ , 特殊線型群

$SL_{2}\mathbb{R}$ , 可解リー群 $So1_{3}$ の曲面の微分幾何について，これまで得られた研究成果について報告する．
とくに特殊線型群 $SL_{2}\mathbb{R}$ は 2つの計量を用いて考察する．第一の計量は左不変リーマン計量であ
り，その計量に関し $SL_{2}\mathbb{R}$ は佐々木空間形となるものである．もうひとつは定曲率 $-1$ の両側不変

ローレンツ計量である．どちらの計量についても $SL_{2}\mathbb{R}$ は等質接触擬リーマン多様体である．特に
後者は 3次元反 de Sitter 時空 $AdS_{3}$ と同一視できる．

$SL_{2}\mathbb{R}$ をリーマン計量・ローレンッ計量の双方について $\mathbb{S}^{3}$ と対比させることで $SL_{2}\mathbb{R}$ の曲面論

をどう展開していくべきかを考察したい $*$ 1.

$*1$ 本稿の内容の一部は 2010年 10月 8日『広島幾何学研究集会 $2010_{\lrcorner}$ (広島大学，2010年 10月 8 $B,$ $3$ 次元等質空

間の微分幾何 1,2) と『擬リーマン幾何の展開 $III_{\lrcorner}$ (お茶の水女子大学，2010年 12月 19 $B$ , 3次元反 de Sitter
空間の曲面論”) においても口頭発表した．
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1 3次元定曲率空間内の平均曲率一定曲面

$M^{3}(c)$ で 3次元単連結完備な定曲率 $c$ をもつリーマン多様体を表し，曲率 $c$ の空間形 (space
form) とよぶ．$M^{3}(c)$ は以下のリーマン多様体と同型である:

. $c>0$ : 球面 $\mathbb{S}^{3}(c)$ ,. $c=0$ : ユークリッド空間 $\mathbb{E}^{3},$. $c<0$ : 双曲空間 $*$ 2 $\mathbb{H}^{3}(-c^{2})$ .

2次元多様体 $M$ から $M^{3}(c)$ へのはめ込み $($rank$(df)=2$ の写像) のことを，$M^{3}(c)$ 内の曲面とよ

ぶ．曲面 $f$ : $Marrow M^{3}(c)$ に対し

$\bullet$ $I=\langle df,$ $df\rangle$ を第一基本形式とよぶ．
$\bullet$ II $=-\langle df,$ $dn\rangle$ を第二基本形式とよぶ．$n$ は単位法ベクトル場．. $H=$ tr( $I^{-1}$ II)/2を平均曲率とよぶ．. 局所複素座標 $z$ を用いて，$Qdz^{2}=\langle f_{zz},$ $n\rangle dz^{2}$ とおくと，これは $M$ 上大域的に定義された

2次微分である．Hopf微分という．

これらの定義において，M3(C) のリーマン計量を $\langle$ ., $\cdot$ $\rangle$ で表した．曲面の積分可能条件は次の 2式で
与えられる．

(Gauss 方程式) $u_{z\overline{z}}+ \frac{1}{2}(H^{2}+c)e^{u}-2|Q|^{2}e^{-u}=0,$

$($ Codazzi 方程式 $)$ $Q_{\overline{z}}=e^{u}H_{z}/2.$

コダッチ (Codazzi) 方程式から直ちに以下の事実が導ける．

命題 1.1 平均曲率 $H$ が一定 $\Leftrightarrow Q$ が複素正則，すなわち $Qdz^{2}$ は正則 2次微分．

さらに，次の事実も導ける．$H$ が一定のとき，$Q$ を $Q\mapsto Q_{\lambda}:=\lambda^{-1}Q,$ $($ただし $|\lambda|=1)$ と変形し

てもガウスコダッチ方程式はみたされる．実際，ガウス方程式

$u_{z\overline{z}}+ \frac{1}{2}(H^{2}+c)e^{u}-2|Q|^{2}e^{-u}=0$

において $|Q_{\lambda}|^{2}=|Q|^{2}$ なので，ガウス方程式が保たれる．
これは積分可能条件を保ったまま，データ $(u, H, Q)$ を $(u, H, Q_{\lambda})$ と変形できることを意味する．

定理 1.1 (Bonnet, 1867) 平均曲率一定曲面 $f$ : $Marrow M^{3}(c)$ に対し，第一基本形式と平均曲率
を保つ連続変形 $\{f_{\lambda}\}_{\lambda\in \mathbb{S}^{1}}$ が存在する．$\{f_{\lambda}\}$ を $f$ の同伴族とよぶ．

$*2$ 又曲空間/隻曲空間
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古典微分幾何においては，このような幾何学的性質を保つ連続変形をもつ曲面が研究対象のひとつ
であった．標語的に言えば「変形のパラメータの存在 $\Leftrightarrow$ 逆散乱法におけるスペクトル径数」で

あり，「連続変形可能な曲面」は無限可積分系の構造をもつ．
$Q\neq 0$ の点 (非騰点) のまわりでは 「$Q=$ 定数 $\neq 0$」 となるよう $z$ をとりかえられる．するとガ
ウス．コダッチの方程式は次のように規格化される ( $H\geq 0$ と向きづけしておく):

$\bullet$ $u_{z\overline{z}}+(H^{2}+c)\sinh u=0(H^{2}+c>0$ のとき $)$ ,
$\bullet$ $u_{z\overline{z}}-e^{-u}=0$ $(H^{2}+c=0$ のとき $)$ ,
$\bullet$ $u_{z\overline{z}}+(H^{2}+c)\cosh u=0(H^{2}+c<0$ のとき $)$ .

とくに極小曲面 $(H=0$ の曲面 $)$ の場合に述べると次のようになる．

. $\mathbb{S}^{3}(1)$ の極小曲面の構造方程式は $\sinh$-Gordon 方程式 $u_{z\overline{z}}+\sinh u=0.$

$\bullet$
$E^{3}$ の極小曲面の構造方程式は Liouville 方程式 $u_{z\overline{z}}-e^{-u}=0.$

$\bullet$ $\mathbb{H}^{3}(-1)$ の極小曲面の構造方程式は $\cosh$-Gordon 方程式 $u_{z\overline{z}}-\cosh u=0.$

ガウス．コダッチ方程式から直ちに得られるもう一つの事実を述べる．

定理 1.2平均曲率が一定値 $H$ である曲面 $f:Marrow M^{3}(c)$ に対し $M^{3}(\tilde{c})$ 内の平均曲率が一定値

且の曲面 $\tilde{f}:D\subset Marrow M^{3}(\tilde{c})$ で条件 $H^{2}+c=\tilde{H}^{2}+$ �をみたすものが存在する．ここで $D$ は

$M$ の単連結領域．$f$ を $(M, f)$ の Lawson 対応面とよぶ．

(証明) $M$ の単連結な複素座標近傍 $(D, z)$ をとり，ガウス方程式を書くと $u_{z2}+ \frac{1}{2}(H^{2}+c)e^{u}-$

$2|Q|^{2}e^{-u}=0$ であるから $D$ 上で $\tilde{I}=e^{u}dzd\overline{z},\tilde{H}$ を $H^{2}+c=H^{2}+\tilde{c}$ をみたす実数とし，$Q=Q$

とおくと $(I, \tilde{H},\tilde{Q}dz^{2})$ は積分可能条件をみたす．なぜなら $(i,\tilde{H},\tilde{Q}dz^{2})$ の積分可能条件は $(M, f)$

の積分可能条件 (ガウス コダッチ方程式) と同一だから．したがって題意の $\tilde{f}$ が存在する．$\blacksquare$

とくに $\mathbb{E}^{3}$ 内の平均曲率 $H=1$ の曲面と $\mathbb{S}^{3}(1)$ の極小曲面が対応する．この事実は 19世紀の微
分幾何学者によって知られていたと思われるが，現代で広く知られるようになったのは Lawson の

極小曲面に関する論文 [65] がきつかけである．

2 非線型変数分離法

2.1 変数分離法

$\mathbb{S}^{3}$ 内の極小曲面を構成するために 「非線型版の変数分離法」 を用いる．まず「線型」の場合を復

習しておく．

ラプラス方程式 $\triangle u:=u_{xx}+u_{yy}=0$ の解 (調和函数) を構成したい．そのために複素座標
$z=x+yi$ を導入する．つまり $u(x, y)$ を $z$ とその共輻 $\overline{z}=x-yi$ の 2変数函数と考える．ラプラ
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ス方程式は $u_{z\overline{z}}=0$ と書き直せるので，$u$ は変数分離される．すなわち $2u$ は

$2u(z,\overline{z})=f(z)+g(\overline{z})$

と $z$ だけの函数 $f(z)$ と $\overline{z}$ だけの函数 $g(\overline{z})$ の和として表せる．言い換えると，$f_{\overline{z}}=0$ をみたす函数
$f$ と $g_{z}=0$ をみたす函数 $g$ の和である．$u$ は実数値であるから $g(\overline{z})=\overline{f}(\overline{z})$ でないといけない．こ
れは $u$ が $f$ の実部 (real part) であることを意味する．条件 $f_{\overline{z}}=0$ は $f$ が複素正則函数であるこ
とにほかならない 以上を整理する．

定理 2.1 $\mathbb{R}^{2}$ の領域 $D$ で定義された調和函数 $u(x, y)$ は $D$ 上の複素正則函数 $f(z)$ を用いて，
$u=(f(z)+\overline{f}(\overline{z}))/2$ と表せる．

$\mathbb{E}^{3}$ 内の極小曲面 $f$ : $Marrow \mathbb{E}^{3}$ の位置ベクトル場 $f$ はベクトル値の調和函数であることから，上記
のようにベクトル値の複素正則函数の実部として表すことができる．平均曲率が $O$ でない一定の場

合は，単純な変数分離法は構成できないが次節で説明するように非線型版の変数分離法が得られて
いる．

2.2 非線型変数分離法 (DPW)

ここで述べる方法の源泉は Krichever[62] に遡れる．また 1980年代の日本で研究されていた
「リーマンヒルベルト問題を用いた解法」 (上野喜三雄・高崎金久・中村佳正) とも密接に関わる．

$\mathbb{S}^{3}$ の極小曲面と非線型変数分離法を結びつける出発点は次にあげる「平均曲率の一定性の特徴

づけ」である．

まず $\mathbb{S}^{3}:=\mathbb{S}^{3}(1)$ を特殊ユニタリー群 $SU_{2}$ に定曲率 1の両側不変リーマン計量 (Killing metric)

を与えたものとして取り扱う．$\mathbb{S}^{3}$ 内の曲面はリーマン面 $M$ から $\mathbb{S}^{3}$ への共形はめ込み (conformal
immersion) として取り扱う．$M$ 上大域的に定義された単位法ベクトル場を $n$ とする．$\mathbb{S}^{3}=SU_{2}$

の群構造を用いて $g:=f^{-1}n$ と定める．$g$ はリー環 $\mathbb{E}^{3}=\mathfrak{s}u_{2}$ 内の原点中心の単位球面 $\mathbb{S}^{2}$ への写

像である．これを $f$ の法ガウス写像 (normal Gauss map) とよぶ．

定理 2.2 (Ruh-Vilms の性質) 曲面 $f:Marrow \mathbb{S}^{3}(1)=SU_{2}$ の平均曲率が一定であるための必要

十分条件は法ガウス写像 $g:=f^{-1}n$ が $\mathbb{S}^{2}$ 値の調和写像 (harmonic map) であること．

ここで調和写像とは 2つのリーマン多様体の間の写像でエネルギー汎函数の停留点となるものを
いう．

註 2.1 (調和写像) リーマン多様体の間の写像 $f$ : $(M, g)arrow(N, h)$ に対しエネルギー汎函数は

$E(f)= \int\frac{1}{2}|df|^{2}dv_{g}$

で定められる．この汎函数に対するオイラーラグランジュ方程式は

$\tau(f)=tr(\nabla df)=0$
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で与えられる．$f$ が調和とは $\tau(f)=0$ をみたすことである．$\tau(f)$ を $f$ の tension 場とよぶ．

定義域が 2次元のときは，写像の調和性は「定義域の共形変換」で不変なのでリーマン面からの写
像に対しても意味をもつ．とくに共形的調和写像は極小はめ込みである．リーマン面からリーマン
対称空間への調和写像は非線型シグマ模型の一種であり理論物理学でも研究対象とされてきた．と
くにコンパクト・リー群が値域のときは主カイラル模型 (principal chiral model) とよばれるゲー

ジ理論のトイモデルである．Zakrzewski の本 [83] を参照．
$\mathbb{S}^{2}=SU_{2}/U_{1}$ はコンパクト・リーマン対称空間の典型例であることを注意しておく．ここで紹
介する非線型変数分離法 (DPW) はリーマン面から (コンパクト) リーマン対称空間への調和写像

に対して適用できる．

註 2.2 $\mathbb{S}^{3}$ 内の曲面でガウス曲率 $K$ が 1より小さいものを考える．第二基本形式はローレンッ計
量を定める．そこで $g$ が第二基本形式に関し調和であるための条件を求めるとそれは $K$ が定数で

あることとわかる．この事実に基づき $\mathbb{S}^{3}$ 内のガウス曲率 $K<1$ が一定である曲面を非線型変数分

離法で構成することができる．詳細は [9] を参照．

2.3 調和写像方程式の書き換え

$\mathbb{D}$ を $\mathbb{C}$ 内の単連結領域とする．写像 $\psi$ : $\mathbb{D}arrow SU_{2}/U_{1}$ に対し，そのリフト $\Psi$ : $\mathbb{D}arrow SU_{2}$ をとる．

$\Psi$ は $\psi$ の frame(または行列値波動函数) とよばれる．
$\alpha=\Psi^{-1}d\Psi$ とおく．$\alpha$ はリー環 $\epsilon u_{2}$ に値をもつ 1次微分形式で $\alpha$ は恒等式

$d\alpha+\frac{1}{2}[\alpha\wedge\alpha]=0$

をみたす (Maurer-Cartan 方程式). これは与えられた $\alpha$ に対し，偏微分方程式 $d\Psi=\Psi\alpha$ の解

$\Psi:\mathbb{D}arrow SU_{2}$ が存在するための条件 (積分可能条件) である．

もうひとつの大事な視点は $A:=d+\alpha$ が主ファイバー束 $\mathbb{D}\cross SU_{2}$ 上のゲージポテンシャル (接

続 $)$ を与えることである．$A$ の field strengh(曲率) $F_{A}$ は

$F_{A}= d\alpha+\frac{1}{2}[\alpha\wedge\alpha]$

であるから，Maurer-Cartan 方程式は $A=d+\alpha$ が平坦 (flat, 零曲率) であることを意味する．

ここで $\alpha$ を $\alpha=\alpha_{0}+\alpha_{1}$ と分解する．$\alpha_{0}$ は対角行列部分，$\alpha_{1}$ は反対角行列部分である．この
分解は $\epsilon u_{2}$ の線型空間としての分解 $\epsilon u_{2}=u_{1}\oplus \mathfrak{p}$ に沿うものである $(\mathfrak{p}$ は $\mathbb{S}^{2}$ の原点における接平

面 $)$ . さらに共形構造を用いて $\alpha_{1}=\alpha_{1}’+\alpha_{1}"$ と分解する．$\alpha_{1}’$ は $dz$ 成分，$\alpha_{1}"$ は $d\overline{z}$ 成分である．も
との写像 $\psi$ の調和性は以下のように書き換えられる．

命題 2.1 $\psi$ が調和写像 $\Leftrightarrow d(*\alpha_{1})+[\alpha\wedge*\alpha_{1}]=0$ . ( $*$ は Hodge star 作用素).
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ここまでを整理しよう．$\mathbb{D}$ で定義され，$\mathbb{S}^{2}=SU_{2}/U_{1}$ に値をもつ調和写像を構成するには，

$d\alpha+\frac{1}{2}[\alpha\wedge\alpha]=0, d(*\alpha_{1})+[\alpha\wedge*\alpha_{1}]=0$

をみたす $\epsilon u(2)$ 値の 1次微分形式 $\alpha$ をみつければよい 言い換えると $\mathbb{D}\cross SU_{2}$ 上の平坦な

ゲージポテンシャル $A=d+\alpha$ で $d(*\alpha_{1})+[\alpha\wedge*\alpha_{1}]=0$ をみたすもの (容認接続/admissible
connection) を探せということである．

註 2.3以上の考察は $SU_{2}/U_{1}$ を一般の擬リーマン対称空間 $G/K$ として成立する．

2.4 逆散乱法

調和写像 (シグマ模型) を構成するために「容認接続という特殊な平坦接続を求めよ」というこ

とが導かれたが，容認接続の方程式は非線型偏微分方程式であり難しさが残ったままである．とこ
ろが Pohlmeyer [73] が以下に述べる注目すべき事実を得た．
写像 $\psi$ : $\mathbb{D}arrow SU_{2}/U_{1}$ から作った 1次微分形式 $\alpha$ に補助的な径数 $\lambda\in \mathbb{S}^{1}\subset \mathbb{C}$ を

$\alpha_{\lambda}:=\alpha_{0}+\lambda^{-1}\alpha_{1}’+\lambda\alpha_{1}", \lambda\in \mathbb{S}^{1}$

という方法で挿入しスペクトル径数とよぶ．このとき次が成立する．

定理 2.3 (零曲率表示; Pohlmeyer) $\psi$ が調和写像であるための必要十分条件は $A_{\lambda}:=d+\alpha_{\lambda}$ が

すべての $\lambda$ について平坦 $(F_{A_{\lambda}}=0)$ であること，すなわち

$d\alpha_{\lambda}+\frac{1}{2}[\alpha_{\lambda}\wedge\alpha_{\lambda}]=0, \forall_{\lambda\in \mathbb{S}^{1}}.$

この事実により，調和写像の構成問題が，特殊な平坦接続の 1径数族 (loop) を求めることに書き換
えられた．

ところで $F_{A_{\lambda}}=0$ ということから，$\Psi_{\lambda}^{-1}d\Psi_{\lambda}=\alpha_{\lambda}$ の解 $\Psi_{\lambda}$ が存在することに注意されたい．$\Psi_{\lambda}$

は $\mathbb{D}$ で定義され $SU_{2}$ に値をもつ写像の 1径数族であるから，$\Psi_{\lambda}$ : $\mathbb{D}\cross \mathbb{S}^{1}arrow SU_{2}$ という写像が定

まったことになるのだが，$\Psi_{\lambda}$ は $\mathbb{D}$ から

$\Lambda SU_{2\sigma}=\{\gamma:\mathbb{S}^{1}arrow SU_{2}|\sigma(\gamma(\lambda))=\gamma(-\lambda)\}$

への写像と見ることができる．ここで $\sigma$ はリーマン対称空間 $\mathbb{S}^{2}=SU_{2}/U_{1}$ を定める対合

(involution) であり，具体的には $\sigma=$ Ad$(diag(1, -1)$ ) で与えられる．$\Lambda SU_{2\sigma}$ は $SU_{2}$ 内の loop が
つくる (無限次元リー) 群であり，$SU_{2}$ の twisted loop group とよばれる．$\Psi_{\lambda}$ は $\psi$ の extended
frame とよばれる．
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2.5 Lax 方程式

前節で登場した extended frame $\Psi_{\lambda}$ とは一体どういうものなのだろうか．$\Psi_{\lambda}$ は偏微分方程式

$d\Psi_{\lambda}=\Psi_{\lambda}\alpha_{\lambda}$ の解であった．ここで $\alpha_{\lambda}=U_{\lambda}dz+V_{\lambda}d\overline{z}$ とおくと $\Psi_{\lambda}$ は

$\frac{\partial}{\partial z}\Psi_{\lambda}=\Psi_{\lambda}U_{\lambda}, \frac{\partial}{\partial\overline{z}}\Psi_{\lambda}=\Psi_{\lambda}V_{\lambda},$

と書き直せる．これは調和写像 $\psi_{\lambda}:=\Psi_{\lambda=1}\cdot U_{1}$ に対する Lax 表示とよばれるものである．$\psi_{\lambda}$ を

ガウス写像にもつ $\mathbb{E}^{3}$ 内の平均曲率が一定値 $H\neq 0$ の曲面の Hopf微分を $Qdz^{2}$ とすると

$U_{\lambda}=(\begin{array}{ll}u_{z}/4 -\lambda^{-1}He^{u/2}/2\lambda^{-1}Qe^{-u/2} -u_{z}/4\end{array}), V_{\lambda}=(\lambda HQe^{u/2}/2-u_{\overline{z}}/4 -\lambda\overline{Q}e^{-u/2}u_{\overline{z}}/4)$

にゲージ同値であることが確かめられる．

extended frame を構成する非線型変数分離法 (DPW の方法) とは以下の手続きをいう

(Dorfmeister-Pedit-Wu[27]).

(1) $SU_{2}$ の twisted loop algebra $\Lambda \mathfrak{s}u_{2\sigma}$ , すなわち $\Lambda SU_{2\sigma}$ のリー環 $*$3に値をもつ $\mathbb{D}$ 上の 1次微

分形式

$\xi=\sum_{j=-1}^{\infty}\xi_{j}(z)\lambda^{j}dz,$

で条件: 「各 $\xi_{j}(z)$ は $z$ について複素正則で，$\xi_{2j}$ は対角行列，$\xi_{2j+1}$ は反対角行列」 をみた
すものをとる．$\xi$ をポテンシャルとよぶ．

(2) 常微分方程式 $dC=C\xi$ を指定された初期条件の下で解く．

(3) twisted loop group の岩澤分解 (Riemann-Hilbert 分解) を用いて $C=\Psi_{\lambda}V+$ と分解すれ

ば，$\Psi_{\lambda}$ は extended frame である．

定理 2.4 (岩澤分解 (DPW)) twisted loop group $\Lambda SL_{2}\mathbb{C}$ は

$\Lambda SL_{2}\mathbb{C}_{\sigma}=\Lambda SU_{2,\sigma}\cdot\Lambda_{*}^{+}SL_{2}\mathbb{C}_{\sigma}$

と分解できる．ただし

$\Lambda_{*}^{+}SL_{2}\mathbb{C}_{\sigma}=\{\gamma(\lambda)=I+\sum_{j>0}\gamma_{j}\lambda^{j}\in\Lambda SL_{2}\mathbb{C}_{\sigma}\}.$

3次元単位球面 $\mathbb{S}^{3}$ はリーマン対称空間として $SU_{2}\cross SU_{2}/SU_{2}$ と表示され，射影は $(g, h)\mapsto$

$gh^{-1}$ で与えられる．このことに注意すると，extended frame から平均曲率一定曲面，とくに極小
曲面が次の式で得られることがわかる．

$f:=\Psi_{\lambda_{1}}\Psi_{\lambda_{2}}^{-1}.$

$\mathbb{H}^{3}$ の極小曲面については，別種の DPW の方法が必要になる．[24] 参照．

$*3A_{1}^{(1)}$ 型アフィンリー環は $\Lambda\epsilon n_{2\sigma}$ を 2度中心拡大したものであることに注意．
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3 3次元幾何学

3.1 Thurston 幾何

W. Thurston [78] によれば 3次元幾何学には以下の 8つのモデル空間がある:

$\bullet$ 等長変換群の次元が 6のとき: 空間形 (space forms) $\mathbb{S}^{3},$ $\mathbb{E}^{3},$ $\mathbb{H}^{3}$ . これらはリーマン対称
空間．. 等長変換群の次元が 4のとき: 可約リーマン対称空間 $\mathbb{S}^{2}\cross \mathbb{R},$ $\mathbb{H}^{2}\cross \mathbb{R},$. 等長変換群の次元が 4のとき: 佐々木空間形: $Ni1_{3}$ と $\overline{SL}_{2}\mathbb{R},$

$\bullet$ 等長変換群の次元が 3のとき: $So1_{3}.$

これらの 8つのリーマン多様体は $So1_{3}$ 以外すべて標準簡約等質空間 (naturally reductive homo-
geneous space) である．3次元単連結な標準簡約等質空間は Tricerri と Vanhecke[79] にょり分類

されている．これらの空間のリーマン計量は Bianchi により発見され，のちに Cartan が等質性を
証明した．$So1_{3}$ と $\mathbb{H}^{3}$ 以外の 6つの空間は等質リーマン空間の 2径数族に属することが知られてい
る (Vranceanu/Tzitzeica の弟子). その族は Bianchi-Cartan-Vranceanu family とよばれている
([5] 参照).

3.2 接触構造

3次元多様体 $M$ 上の 1次微分形式 $\eta$ が $d\eta\wedge\eta\neq 0$ をみたすとき接触形式とよぶ．接触形式を備
えた 3次元多様体 $(M^{3}, \eta)$ を (強い意味での)3次元接触多様体とよぶ $*$ 4. 接触多様体 $(M^{3}, \eta)$ 上で

$\eta(\xi)=1, d\eta(\xi, \cdot)=0$

をみたすベクトル場 $\xi$ が唯一定まる．これを Reeb ベクトル場とよぶ．さらに以下をみたす
endomorphism 場 $\phi$ とリーマン計量 $g$ が存在する．

$\phi^{2}=-I+\eta\otimes\xi, g(\phi X, \phi Y)=g(X, Y)-\eta(X)\eta(Y)$ ,

$g(X, \phi Y)=d\eta(X, Y)$ .

3次元接触多様体 $M$ にこれらのテンソル場 $(\phi, \xi, g)$ を併せたもの $(M, \eta, \xi, \phi, g)$ を 3次元接触

リーマン多様体とよぶ．より一般に 3次元多様体 $M$ 上のテンソル場の組 $(\phi, \xi, \eta, g)$ が条件

$\phi^{2}=-I+\eta\otimes\xi, \eta(\xi)=1,$

$g(\phi X, \phi Y)=g(X, Y)-\eta(X)\eta(Y)$

$*4$ 接触リーマン幾何では大域的に定義された接触形式を接触構造とよび，$\eta=0$ で定まる超平面場を接触分布とよぶ．
接触幾何接触トポロジーでは積分不可能な超平面場を接触構造とよぴ，大域的な接触形式の存在は仮定しない．本
稿で扱う接触多様体は大域的な接触形式をもつものばかりなのでこの定義を採用した．
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をみたすとき $(M, \phi,\xi,\eta,g)$ を 3次元概接触リーマン多様体 (almost contact Riemannian 3-

manifold) とよぶ．$\nabla$ で $g$ の Levi-Civita接続を表すことにする．
任意の 3次元リーマン多様体 $(M^{3}, g)$ に対し $(M, \phi, \xi, \eta, g)$ が概接触リーマン多様体となる

$(\phi, \xi, \eta)$ が存在することを注意しておく．

定義 3.13次元概接触リーマン多様体 $(M, \phi, \xi, \eta, g)$ は次のようによばれる :

$\bullet$ $g(X, \phi Y)=d\eta(X, Y)$ をみたすとき接触リーマン多様体．. $\nabla\xi$ が $\phi$ と可換なとき正規概接触リーマン多様体 (normal almost contact Riemannian

$3-manifo1d^{*5})$ .
$\bullet$ 正規接触リーマン多様体のとき佐々木多様体 (Sasakian manifold) $*6.$

命題 3.13次元概接触リーマン多様体 $(M, \phi, \xi, \eta, g)$ に対し

. 正規 $\Leftrightarrow(\nabla_{X}\phi)Y=\alpha(g(X, Y)\xi-\eta(Y)X)+\beta(g(\phi X, Y)\xi-\eta(Y)\phi X)$ . $(\alpha, \beta は函数)$ .. 佐々木多様体 $\Leftrightarrow$ 正規で $\alpha=1,$ $\beta=0\Leftrightarrow\nabla\xi=-\phi.$

$\bullet$ cosymplectic 多様体 $\Leftrightarrow\nabla\phi=0.$

$\bullet$ 劔持多様体 (Kenmotsu manifold) $\Leftrightarrow$ 正規で $\alpha=0,$ $\beta=1$ ([55]).

Thurston 幾何のモデル空間の場合，それぞれのリーマン計量に標準的に同伴する概接触リーマ
ン構造は以下の性質をもっている．

$\bullet$ $E^{3},$ $\mathbb{S}^{2}\cross \mathbb{R}.$ $\mathbb{H}^{2}\cross \mathbb{R}$ は cosymplectic 多様体．
$\bullet$

$\mathbb{S}^{3},$ $Ni1_{3}.\overline{SL}_{2}\mathbb{R}$ は佐々木多様体．. $\mathbb{H}^{3}$ は劔持多様体．. $So1_{3}$ は佐々木でない接触リーマン多様体で，$CR$ 対称空間．. $So1_{3}$ 以外すべて正規．

完備連結な佐々木多様体で断面曲率 $\mathcal{H}(X)$ $:=K(X\wedge\phi X)$ $($ただし $X\perp\xi)$ が定数であるとき，そ
の佐々木多様体は佐々木空間形 (Sasakian space form) とよばれる．3次元の単連結な佐々木空間
形は以下で与えられる (具体的な表示は [5] を参照).

. $\mathcal{H}>1$ のとき，$SU_{2}$ に特殊な左不変接触リーマン構造を与えたもの (Berger 球).
$\bullet \mathcal{H}=1$ のとき，$\mathbb{S}^{3}.$

$\bullet$ $-3<\mathcal{H}<1$ のとき，$SU_{2}$ に特殊な左不変接触リーマン構造を与えたもの．. $\mathcal{H}=-3$ のとき，Heisenberg 群 $Ni1_{3}.$

$\bullet$ $\mathcal{H}<-3$ のとき，$\overline{SL}_{2}\mathbb{R}$ に特殊な左不変接触リーマン構造を与えたもの．

$*5$ 本来の定義は Blair の本 [6] を参照．ここでは Olszak の定理 [70] を定義の代用とした．
$*6$ 佐々木重夫．錐計量を使った定義については [8] を参照．
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したがって Thurston 幾何におけるモデル空間 $\mathbb{S}^{3}$ , Ni13, $\overline{SL}_{2}\mathbb{R}$ は共通した性質「佐々木空間形」を

もつことがわかった (Ni13については [7] も参照されたい).

註 3.1(リッチ曲率の観点から)3次元リーマン多様体が定曲率であるための必要十分条件は主
リッチ曲率 (リッチテンソル場の固有値) がすべて一致することである．この観点に基づき，空間
形の一般化としてリーマン局所擬対称空間 (locally pseudo-symmetric space) という概念が提案
された (Deszcz[22]). 3次元リーマン多様体の主リッチ曲率の 2つが一致するとき，そのリーマン
多様体をリーマン局所擬対称空間とよぶ．この場合，一致する主リッチ曲率は定数になるとは限ら
ない．Thurston 幾何のモデル空間はすべてリーマン局所擬対称空間である $*$ 7.

3.3 $\mathbb{S}^{3}$ の佐々木構造

$H$ で四元数体を表す:

$H=\{X=X_{0}+X_{1}i+X_{2}j+X_{3}k|X_{0}, X_{1}, X_{2}, X_{3}\in \mathbb{R}\}.$

$\mathbb{S}^{3}$ は $H$ 内の単位ベクトル全体である．

$\mathbb{S}^{3}=\{X\in H||X|=1\}\cong SU_{2}.$

$i$ を左移動して得られる左不変ベクトル場を $\xi$ とする．$\xi$ の双対 1次微分形式を $\eta$ とすると，$\eta$ は

左不変接触形式で $\mathbb{S}^{3}$ の左不変佐々木構造を定める．とくに佐々木空間形．
$\xi$ は完備ベクトル場であり，$\xi$ の定める 1次元リー群 $\mathbb{S}^{1}$ の作用にょる $\mathbb{S}^{3}$ の商空間を $\mathbb{S}^{3}/\xi$ と

表すとこの商空間は 2次元球面 $\mathbb{S}^{2}$ である．射影 $\pi$ : $\mathbb{S}^{3}arrow \mathbb{S}^{2}$ は $\mathbb{S}^{2}$ 上の円周東を定めている

(Boothby-Wang 束). これは Hopf束に他ならない．
Hopf束をもう少し詳しく調べよう．Ad 作用

Ad: $SU_{2}\cross\epsilon u_{2}arrow \mathfrak{s}u_{2}$ ; Ad $(a)X=aXa^{-1}$

による $i$ の軌道は $\mathbb{S}^{2}=\{X\in\epsilon u_{2}||X|=1\}$ であり $\mathbb{S}^{3}/\xi=$ Ad$(SU_{2})i$ であることがわかる．Ad
軌道をとることが Hopf束を定めることと同義である．

4 $SL_{2}\mathbb{R}$ の幾何

4.1 岩澤分解

Thurston 幾何における $SL_{2}\mathbb{R}$ について詳しく調べる．まず $G=SL_{2}\mathbb{R}$ の岩澤分解 $G=NAK$
を復習する．

$*73$ 次元局所擬対称な概接触リーマン多様体については [12, 13, 14, 17] を参照．
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$\bullet$ nilpotent part
$N=Ni1_{1}=\{(01^{J}x1)|x\in \mathbb{R}\},$

$\bullet$ abelian part
$A=SO_{1,1}=\{ (\sqrt{y}0 1/^{0}\sqrt{y})|x\in \mathbb{R}\},$

. compact part
$K=SO_{2}=\{(\begin{array}{ll}cos\theta sin\theta-sin\theta cos\theta\end{array})|0\leq\theta<2\pi\}.$

したがって $g\in SL_{2}\mathbb{R}$ は

$g=(\begin{array}{ll}1 x0 1\end{array}) (\sqrt{y}0 1/\sqrt{y}0)(\begin{array}{ll}cos\theta sin\theta-sin\theta cos\theta\end{array})$

と一意的に分解できることから $SL_{2}\mathbb{R}$ は $SL_{2}=\mathbb{R}(x)\cross \mathbb{R}^{+}(y)\cross \mathbb{S}^{1}(\theta)$ にリーマン計量

$\frac{dx^{2}+dy^{2}}{4y^{2}}+(d\theta+\frac{dx}{y})^{2}$

を与えたものと同一視できる．このリーマン計量は左不変だが右不変ではない．等質リーマン空間
として $SL_{2}\mathbb{R}\cross SO_{2}/SO_{2}$ と表示される．

4.2 標語 : 接触構造 $rightarrow Hopf$ 束 $rightarrow$ 岩澤分解

$SL_{2}\mathbb{R}$ の接触形式 $\eta$ を

$- \eta:=d\theta+\frac{dx}{y}$

で与えると $SL_{2}\mathbb{R}$ は $\mathcal{H}=-7$ の佐々木空間形である．$\xi$ の定める 1次元リー群の作用による商空間

$SL_{2}\mathbb{R}/\xi$ は双曲平面 $\mathbb{H}^{2}=SL_{2}\mathbb{R}/SO_{2}$ である．これは Hopf束 $S^{3}arrow \mathbb{S}^{2}$ の類似である．

$\mathbb{S}^{3}=SU_{2}$ の場合，Hopf 束 (Boothby-Wang 束) は $SU_{2}arrow SU_{2}/U_{1}$ であり，その類似として
$SL_{2}\mathbb{R}arrow SL_{2}\mathbb{R}/SO_{2}$ がある．$SL_{2}\mathbb{R}$ においては，ほかにも $SL_{2}\mathbb{R}arrow SL_{2}\mathbb{R}/SO_{1,1}$ や $SL_{2}\mathbb{R}arrow$

$SL_{2}\mathbb{R}/Ni1_{1}$ といった射影がある．これらも Hopf束の類似と思えるだろうか．しかしながらこれら
の射影とリーマン計量はあまり相性がよくない．

4.3 Best metric?

$SL_{2}\mathbb{R}$ 上のリーマン計量でもつと対称性が高いものは等長変換群の次元が 4のとき，すなわち
標準簡約等質空間を与えるリーマン計量 (左 $SL_{2}\mathbb{R}$ 不変かつ右 $SO_{2}$ 不変) である．一方，$SL_{2}\mathbb{R}$ の

Killing 計量は両側不変のローレンツ計量であり，とくに負定曲率である．対称性の高さから言えば
Killing 計量が最もよい計量と言える．以下，断面曲率が $-1$ となるように Killing 計量を調整して
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おく．すると $SL_{2}\mathbb{R}$ は 3次元反 de Sitter 時空 $AdS_{3}$ と同一視できる．またこの Killing 計量は岩
澤分解をっかうと

$\frac{dx^{2}+dy^{2}}{4y^{2}}-(d\theta+\frac{dx}{y})^{2}$

と表せる．$AdS_{3}$ はローレンツ対称空間として $SL_{2}\mathbb{R}\cross SL_{2}\mathbb{R}/SL_{2}\mathbb{R}$ と表示される．さらにローレ
ンツ計量版の佐々木空間形である これらのことから $AdS_{3}$ は $\mathbb{S}^{3}$ の類似と思えそうである．そこ
で $\mathbb{S}^{3}$ と比較しながら $AdS_{3}$ の曲面について考察してい $\langle$ . Killing 計量を用いた場合，リー環 $\epsilon \mathfrak{l}_{2}\mathbb{R}$

はミンコフスキー時空 $\mathbb{E}^{1,2}$ と同一視されることを注意しておこう．

4.4 Hopf fibrations, revisited

Hopf束 $\pi$ : $SU_{2}arrow \mathbb{S}^{2}$ をリーマン沈め込みにするため，底空間の曲率を 4に調整する．$\pi$ : $\mathbb{S}^{3}arrow$

$\mathbb{S}^{2}(4)_{-}$ による $\mathbb{S}^{2}(4)$ 内の弧長径数表示された曲線 $\gamma$ の逆像 $\Sigma_{\gamma}:=\pi^{-1}\{\gamma\}$ は $\mathbb{S}^{3}$ 内の平坦曲面で平
均曲率は $H=\kappa/2$ ( $\kappa$ は $\gamma$ の曲率) で与えられる．$\Sigma_{\gamma}$ を $\gamma$ 上の Hopf柱面とよぶ．

$\pi$ : $AdS_{3}arrow \mathbb{H}^{2}(-4)$ に対しては，曲線 $\gamma\subset \mathbb{H}^{2}(-4)$ の逆像 $\pi^{-1}\{\gamma\}$ は時間的平坦曲面 $*$ 8で
$H=\kappa/2$ となる．$H$ が一定となる Hopf柱面の分類は $\mathbb{H}^{2}(-4)$ 内のリーマン円 (曲率一定の曲線，
ケーラー磁場の軌道) に帰着する $*$ 9.

命題 4.1 $\gamma\subset \mathbb{H}^{2}(-4)$ 上の Hopf柱面で平均曲率が一定であるのは以下の場合である．. $\kappa=0$ のとき測地線上の Hopf柱面．これは Magid[68] にょり minimal complex circle と

よばれていた ( $\mathbb{S}^{3}$ の Clifford torus のまねと思える).
$\bullet$ $0<\kappa^{2}<4$ のとき開円上の Hopf柱面または $y=\pm\sqrt{1-4\kappa^{2}}/(2\kappa)x$ 上の Hopf柱面．. $\kappa^{2}=4$ のとき，境円 (horocycle) 上の Hopf柱面または $y=$ const 上の Hopf柱面．. $\kappa^{2}>4$ のとき，閉円上の Hopf輪環面．

リーマン計量の場合の対応する結果は國分雅敏による [59]. 國分はこの場合の Hopf柱面を回転面

とよんでいた．$SO_{2}$ 不変な平均曲率一定曲面については Gorodski[32] も参照されたい．
$SL_{2}\mathbb{R}/SO_{1,1}=\mathbb{S}^{1,1}(4)$ は 2次元の de Sitter 時空である．この場合，$\mathbb{S}^{1,1}(4)$ がローレンツ多様

体なので曲線の causal character によって Hopf柱面の符号が影響される．
曲線 $\gamma\subset \mathbb{S}^{1,1}(4)$ が空間的曲線であれば，Hopf柱面の計量は時間的平坦曲面である．$\gamma$ が時間的

であれば Hopf柱面の計量は $(-, -)$ の符号をもつ．$\mathbb{H}^{2}(-4)$ のときと同様に $H$ が一定の場合の分

類が得られる．詳細は [35] を参照．

リーマン計量の場合に，このケースの Hopf柱面を國分はコノイド (conoid) とよんでいる．コノ
イドは一般に平坦ではないことが Killing 計量の場合との大きな違いである 國分は極小コノイ

$*83$ 次元ローレンツ時空内の曲面で誘導計量がローレンッ計量であるものを時間的曲面 (timelike surface), リーマン
計量であるとき空間的曲面 (spacelike surface) とよぶ．時間的曲面については [51] を参照．

$*9$ 概接触リーマン多様体で fundamenta12-form $g(\cdot, \phi)$ が閉形式であるものではケーラー磁場の類似として接触磁場
を考えることができる [23,33]. 最後の節も参照．
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ドを分類している．

問題 4.1 $\mathbb{S}^{1,1}(4)$ 内の光的曲線 $\gamma$ の逆像 $\pi^{-1}\{\gamma\}\subset AdS_{3}$ はどんな曲面か．

最後の Hopf 束は $SL_{2}/(Ni1_{1}\mathbb{Z}_{2})=\Lambda+$ で与えられるが，$\Lambda+$ は $\mathbb{E}^{1,2}=\epsilon \mathfrak{l}_{2}\mathbb{R}$ 内の未来的光錐

(future lightcone) である．

命題 4.2 ([35]) 曲線 $\gamma\subset\Lambda_{\dagger}$ の逆像は時間的平坦曲面で平均曲率は $\pm 1$ . この Hopf柱面の主曲

率は各点で一致するが，全膀的ではない．

この Hopf柱面は $\mathbb{S}^{3}(1)$ のときに類似物をもたない．時間的な曲面では主曲率 (shape operator の

特性根) は実数値と限らない．また主曲率が重根であっても曲面が膀的であるとは言えないことに
注意が必要である $*$ 10. この Hopf柱面は平坦かつ平均曲率の絶対値が 1であることから，むしろ
$\mathbb{H}^{3}(-1)$ の境球 (horosphere) のローレンツ版と思える．Dajczer と野水 [20] により B-scroll とよ

ばれていた時間的曲面と一致することが確かめられる．

定理 4.1 (Dajczer-野水) $f$ : $\mathbb{E}^{1,1}arrow AdS_{3}$ が平均曲率が $0$ でなく一定な等長はめこみ (したがっ

て平坦) ならば $f$ は $B$-scroll に合同．

この曲面をリーマン計量のときに考えると，いろいろな意味で例外的なものである．たとえ
ば Espinar と Rosenberg[28] による Bianchi-Cartan-Vranceanu family 内の完備平均曲率一定で

ファイバー方向と定角をなす曲面の分類で最初に公開された preprint (arXiv: 0903. $2439v1$ ) で

はこの曲面が漏れていた．Steven Verpoort[81] は独立にこの曲面を発見し parabolic helicoid とよ

んでいた．また内藤博夫により導入された軌道型グラスマン幾何を $SL_{2}\mathbb{R}$ で展開した場合に例外

的なものとして登場する [50]. 3次元等質リーマン空間内の曲面に対する軌道型グラスマン幾何に
ついては [39,50,63] を参照．

Hopf 束を Ad-軌道の観点から再検討しておこう．まず $2\cross 2$ の実行列全体に次のような基底

$\{1, i,j’, k’\}$ をとる:

$\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{2}\mathbb{R}=\{X=X_{0}1+X_{1}i+X_{2}j’+X_{3}k’\}, X=(\begin{array}{ll}X_{0}+X_{3} X_{1}+X_{2}-X_{l}+X_{2} X_{0}-X_{3}\end{array}).$

$\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{2}\mathbb{R}$ は亜四元数代数 (split-quaternion, para-quaternion) とよばれる代数系 (Clifford 代数) $H’$

と同型である．スカラー積は
$\langle X, X\rangle=-\det X$

で与えられる．このスカラー積に関し $\mathfrak{g}t_{2}\mathbb{R}$ は符号が $(-, -, +, +)$ の擬ユークリッド空間である．

$AdS_{3}$ は $\det X=1$ で定義される超曲面であり $SL_{2}\mathbb{R}$ と一致する．また $\epsilon 1_{2}\mathbb{R}$ は $X_{0}=0$ で定まる

$\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{2}\mathbb{R}$ の超平面であるからミンコフスキー時空 $\mathbb{E}^{1,2}$ と同一視される．

$*103$ 次元ローレンツ空間形内の時間的曲面が全贋的であるための必要十分条件は主曲率が実であり各点で一致し，対応
する固有空間が 2次元であること．
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例 4.1 (真空解) $\{X, Y\}$ を $\epsilon(_{2}\mathbb{R} の空間的正規直交基底として f(x, y)=e^{xX}e^{yY}$ と定めると，
$f$ : $\mathbb{R}^{2}arrow AdS_{3}$ は平坦で $H=0$ の空間的曲面になる．

Ad-orbits の分類を述べよう．$\mathcal{O}_{c}:=\{X\in\epsilon \mathfrak{l}_{2}\mathbb{R}|\det X=c\}$ とおく．

命題 4. $3$ $SL_{2}\mathbb{R}$ の Ad-orbits は次のどれか. $\mathcal{O}_{c}=\mathbb{S}^{1,1}(-c)=SL_{2}\mathbb{R}/SO_{1,1}$ for $c<0,$
$\bullet$ $\mathcal{O}_{c}^{\pm}:=\{X\in \mathcal{O}_{c}|\pm X_{1}>0\}=\mathbb{H}^{2}(-c)$ for $c>0,$. $\mathcal{O}_{0}=A_{+}\cup\{0\}\cup A_{-}.$

$\mathbb{S}^{3}$ における 「Hopf束と Ad 軌道の関係」 は $SL_{2}\mathbb{R}$ においても成立しているのだが，$SL_{2}\mathbb{R}$ は $\mathbb{S}^{3}$ の

場合にはない曲面をもつことが大事な点である．

5 $AdS_{3}$ の平坦曲面

5.1 $\mathbb{S}^{3}$ の平坦曲面

$\mathbb{S}^{3}$ の平坦曲面の構成法は 19世紀から 20世紀初頭にかけて Bianchi によって研究が創始された
ようである．その後，佐々木重夫，Spivak, Cecil にょる現代的記述が与えられた．佐々木重夫の論
文 [74] では高木亮一による問題 (質問) が述べられている．

$\mathbb{S}^{3}$ 内の完備平坦曲面は Clifford 輪環面のみか．

答えは否である．$\mathbb{S}^{2}(4)$ 内の閉曲線上の Hopf柱面は平坦であり，位相的には輪環面である (Hopf
torus とよぶ $*$ 11). 佐々木構成法は局所理論としては Bianchi 構成法と等価であり，Cliffford輪環面
以外にも多くの完備平坦曲面が構成できることがわかっていた．

$\mathbb{S}^{3}$ 内のコンパクトな平坦曲面の種数は 1に限ることに注意しょう．
Yau(1975) が提出した問題のひとつに $\mathbb{S}^{3}$ 内の平坦輪環面を分類せよ”があった．この問題が提

起された当時知られていた平坦輪環面は Hopf輪環面のみであった．この問題は北川義久 [57] にょ
り解答が与えられた．Hopf輪環面以外にも多くの平坦輪環面が存在する．北川は $\mathbb{S}^{3}$ 内のすべての
平坦輪環面を得る構成法も与えている．

$\mathbb{S}^{3}$ 内の平坦曲面も可積分系の構造をもつ．実際，漸近チェビシェフ網で径数表示すると

$I=dx^{2}+2\cos udxdy+dy^{2}$ , II $=2\sin$ udxdy

となりガウス コダッチ方程式は線型波動方程式 $u_{xy}=0$ である．各径数曲線は漸近線で振率が
$+1$ と $-1$ であることもわかる．

$\mathbb{S}^{3}=SU_{2}$ というモデルの下で北川構成法 [57] は以下のように述べられる．

$*11$ Lawson による指摘，Pinka11[72] 参照．
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. (Bianchi-佐々木-Spivak の言い換え) $(0,0)$ を含む単連結領域で定義された平坦曲面 $f$ :
$\mathbb{D}arrow \mathbb{S}^{3}$ は

$f(x, y)=f(x, 0)f(0,0)^{-1}f(0, y)$

と表せる．
$\bullet$

$\mathbb{S}^{2}=$ Ad$(SU_{2})i$ と表示し，$\mathbb{S}^{2}$ の単位接ベクトル束を

$U\mathbb{S}^{2}=\{(X, Y)\in \mathbb{S}^{2}\cross \mathbb{S}^{2}|\langle X, Y\rangle=0\}\subset\epsilon u_{2}\cross \mathfrak{s}u_{2}$と表示する．

$\bullet\pi:\mathbb{S}^{3}=SU_{2}arrow U\mathbb{S}^{2}$ を
$\pi(g)=($Ad$(g)i$ , Ad$(g)j)$

で定める．. $\mathbb{S}^{2}$ 内の曲線 $c_{1},$ $c_{2}$ で初期条件 $c_{i}(0)=i,$ $c_{i}’(0)=j,$ $\kappa_{1}\neq\kappa_{2}$ をみたすものを取る．

$\pi(a_{i})=(c_{i}, c_{i}’/|c_{i}’|)$ で $\mathbb{S}^{3}$ へのリフト $a\iota$ を定める．.
$f(x, y)$ $:=a_{1}(x)a_{2}(y)^{-1}\ovalbox{\tt\small REJECT} f\mathbb{S}^{3}$ の flat surface.

$c_{1},$ $c_{2}$ を periodic admissible pair とよばれる組にとれば $f$ は平坦輪環面である．

$\mathbb{S}^{3}$ の平坦輪環面については北川の総説 [58] を参照．

北川構成法をまねて $AdS_{3}$ 内の時間的平坦曲面の構成法を考えるのは想像に難くない．実際
Leon-Guzman, Mira, Pastor [66] がそのような表現公式を与えている．

さて，$AdS_{3}$ は $\mathbb{S}^{3}$ の類似と言い切ってしまってよいだろうか．$B$-scroll はむしろ $\mathbb{H}^{3}$ 内の境球の

ローレンッ版のように思える点もあった．$AdS_{3}$ は $\mathbb{H}^{3}$ にも似た性質 (幾何) をもつているのかもし

れない．ひとつの例として次の結果を紹介する．

定理 5.1 (時間的平坦曲面の別の表現公式 (I-Ionel-Lee)) $F=(F_{1}, F_{2})$ : $D\subset \mathbb{E}^{1,1}arrow SL_{2}\mathbb{R}\cross$

$SL_{2}\mathbb{R}$ を

$F_{1}^{-1}dF_{1}=(\begin{array}{ll}0 1u(x) 0\end{array})dx, F_{2}^{-1}dF_{2}=(\begin{array}{ll}0 1v(y) 0\end{array})dy$

をみたすものとする．
$f(x, y)=F_{1}(x)F_{2}(y)^{-1}$

は
$\langle df, df\rangle=u(x)^{2}dx^{2}+v(y)dy^{2}+(u(x)v(y)-1)dxdy$

をみたす．したがって，$\det\langle df,$ $df\rangle\neq 0$ であれば $f$ は時間的平坦曲面を与える．

$F_{1}(x),$ $F_{2}(y)$ は
$\det(F^{-1}dF)=0$

をみたしているので，holomorphic null curve (lightlike curve) とよばれるものである ([41]). これ

は $\mathbb{H}^{3}$ の平坦曲面の表現公式の類似である．
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註 5.1 Musso-Nicolodi[69] は $AdS_{3}$ の holomorphic null curve を EDS(外微分式系) を用いて研
究している．とくに

$\int(m+k_{\gamma})ds$

という汎函数の臨界点となる閉曲線を EDS(外微分式系) と楕円函数を用いて具体的表記を与えて

いる．また $AdS_{3}$ 内の平均曲率が 1である時間的曲面についても $\mathbb{H}^{3}$ 内の平均曲率が 1の曲面と類

似の表現公式が得られている ([41] 参照). この意味でも $AdS_{3}$ が $\mathbb{H}^{3}$ の類似をもつと言える．

6 $AdS_{3}$ の極大曲面

$f$ : $Marrow AdS_{3}$ の空間的で $H=0$ をみたす曲面 (極大曲面/maximal surface) の構成法はどう
考えたらよいだろうか．ガウスコダッチ方程式を書いてみよう．

空間的曲面 $f$ : $Marrow AdS_{3}$ の単位法ベクトル場を $n$ とする．$(M, f)$ の第一基本形式，第二基本
形式，平均曲率，Hopf微分は次で与えられる．

$I=\langle df, df\rangle=e^{u}dzd\overline{z}, I=\langle df, dn\rangle, Q=-\langle f_{zz},n\rangle, H=-2e^{u}(f_{z\overline{z}}, n\rangle.$

ガウス曲率 $K$ はリーマン計量 I だけで決まる内的量である．一方，第二基本形式と第一基本形式を
用いて $K$ が計算できる．$K$ は次の式で求めることができる (負号に注意).

$K=-\det$ ( $I^{-1}IF$ ).

ガウスコダッチ方程式は次で与えられる．

$u_{z\overline{z}}- \frac{1}{2}(H^{2}+1)e^{u}+2|Q|^{2}e^{-u}=0, Q_{\overline{z}}=\frac{e^{u}}{2}H_{z}.$

膀点のない領域では符号違いの $\sinh$-Gordon 方程式 $u_{z\overline{z}}-(H^{2}+1)\sinh u=0$ が得られる．この
場合にも Lawson対応があり，$AdS_{3}$ の極大曲面はミンコフスキー時空 $\mathbb{E}^{1,2}$ の空間的平均曲率一定

曲面 $(H=1)$ に対応する．また $\mathbb{S}^{3}$ のときと同様に次が成立する．

定理 6.1空間的曲面 $f:Marrow AdS_{3}$ が単位法ベクトル場 $n$ をもつとする．$g;=f^{-1}n$ : $Marrow$

$\mathbb{H}^{2}(-1)\subset\epsilon \mathfrak{l}_{2}\mathbb{R}$ と定め，$(M, f)$ の法ガウス写像とよぶ このとき次が成立する．$f$ の平均曲率が

一定 $\Leftrightarrow g$ は調和写像．

この事実に基づき，DPW の方法を $AdS_{3}$ に対しても $\mathbb{S}^{3}$ のときと同様に与えることができる．
$\mathbb{E}^{1,2}$ の空間的平均曲率一定曲面に対する DPW 法については [10] を参照．

7 $Ni1_{3}$ の極小曲面

$SL_{2}\mathbb{R}$ のリーマン計量を正則断面曲率が $-1/2$ , 鉛直断面曲率が $1/\sqrt{8}$ となるよう調整しておく

と $H=1\sqrt{8}$ の曲面に対し，Heisenberg 群の極小曲面が対応する (Lawson 対応の拡張). したがっ
て $Ni1_{3}$ の極小曲面も $AdS_{3}$ の極大曲面と同時に構成できることが期待される．
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7.1 $Ni1_{3}$ の幾何

Thurston の幕零幾何のモデル空間 $Ni1_{3}$ は $\mathbb{R}^{3}$ にリー群の構造を

$(x_{1}, x_{2}, x_{3})\cdot(xi, x_{2}’, x_{3}’)=(x_{1}+x_{1}’, x_{2}+x_{2}’, x_{3}+x_{3}’+2\tau(x_{1}x_{2}’-x_{1}’x_{2}))$

で定め (Heisenberg 群), この構造に関し左不変なリーマン計量

$ds_{\tau}^{2} :=dx_{1}^{2}+dx_{2}^{2}+\eta_{\tau}\otimes\eta_{\tau}, \eta_{\tau}:=dx_{3}+\tau(x_{2}dx_{1}-x_{1}dx_{2})$

で与えたものである ( $\tau$ は $0$ でない定数). $\tau=1$ のとき，$(\eta_{1}, ds_{1}^{2})$ は Ni13に佐々木構造を定める．

とくに $\mathcal{H}=-3$ の佐々木空間形である．本稿では以下 $\tau=1/2$ と選ぶ．

$Ni1_{3}$ の向きを保つ等長変換群は左移動と $x_{3}$ 軸のまわりの回転で生成される．Ni13は Gromov の

意味で概平坦 (almost flat) であることを注意しておく．

正規直交フレームとして

$e_{1}=\partial_{x_{1}}-x_{2}\partial_{x_{3}}/2, e_{2}=\partial_{x2}+x_{1}\partial_{x3}/2, e_{3}=\partial_{x3}.$

をとる．

7.2 スピン幾何 Dirac 作用素

曲面 $f:Marrow Ni1_{3}$ に対し $\alpha=f^{-1}df$ とおき $\alpha’=(\phi_{1}e_{1}+\phi_{1}e_{2}+\phi_{3}e_{3})dz$ と表す．$\phi_{3}=$
$f^{*}\eta_{1/2}(\partial_{z})$ と表せることに注意．曲面のスピン構造を用いて

$\phi_{1}=(\overline{\psi}_{2})^{2}-\psi_{1}^{2}, \phi_{2}=i\{(\overline{\psi}_{2})^{2}+\psi_{1}^{2}\}, \phi_{3}=2\psi_{1}\overline{\psi}_{2}.$

でスピノル場 $(\psi 1 \sqrt{dz}, \psi_{2}\sqrt{d\overline{z}})$ を定める．$I=\langle df,$ $df\rangle=e^{u}dzd\overline{z},$ $h:=e^{u/2}\eta_{1/2}(n)$ とおくと，曲
面の構造方程式は次の非線型 Dirac 方程式で与えられる．

$D(\begin{array}{l}\psi_{1}\psi_{2}\end{array})=0$ with $D=(\begin{array}{ll}0 \partial_{z}-\partial_{\overline{z}} 0\end{array})+(\begin{array}{ll}\mathcal{U} 00 \mathcal{V}\end{array}),$ $\mathcal{U}=\mathcal{V}=-\frac{H}{2}e^{u/2}+\frac{i}{4}h.$

この非線型 Dirac 方程式は Lax 方程式 $\Psi_{z}=\Psi U,$ $\Psi_{\overline{z}}=\Psi V$ に書き換えられる．ただし

$U= (w_{z}/4+H_{z}\exp(-wB\exp(-w/2)2+u/2)/2 \exp(w/2)-w_{z}/4)$ ,

$V= (\exp(w/2)-w_{\overline{z}}/4 w_{\overline{z}}/4+H_{\overline{z}}\exp(-w/2+u/2)/2\overline{B}\exp(-w/2))$ ,

$B= \frac{1}{4}(2H+i)(A+\frac{\phi_{3}^{2}}{2H+i}), Adz^{2}=II^{(2,0)}.$

この Lax 方程式にスペクトル径数を次のようにして挿入できる．

$U_{\lambda}:= (w_{z}/4+H_{z}\exp(-w/2+u/2)/2\lambda^{-1}B\exp(-w/2) -\lambda^{-1}\exp(w/2)-w_{z}/4)$ ,
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$V_{\lambda}:= (\lambda\exp(w/2)-w_{\overline{z}}/4 w_{\overline{z}}/4+^{-\lambda\overline{B}\exp(-w/2)}H_{\overline{z}}\exp(-w/2+u/2)/2)$ .

定理 7.1(零曲率表示) 次の 3つの性質は互いに同値．. $f$ は CMC 曲面．
$\bullet$ $\alpha_{\lambda}=U_{\lambda}dz+V_{\lambda}d\overline{z}$ とおくと，すべての $\lambda\in \mathbb{C}^{\cross}$ に対し，$d\alpha_{\lambda}+[\alpha_{\lambda}\wedge\alpha_{\lambda}]/2=0.$. Ad(F)diag$(i, -i)$ : $\mathbb{D}arrow GL_{2}\mathbb{C}/GL_{1}\mathbb{C}$ は調和写像．

系 7.1(零曲率表示) 次の 3つの性質は互いに同値．

$\bullet$ $f$ は極小曲面．
$\bullet\alpha\lambda=U\lambda$dz $+V\lambda$而とおくと，すべての $\lambda\in \mathbb{S}^{1}$ に対し，$d\alpha_{\lambda}+[\alpha_{\lambda}\wedge\alpha_{\lambda}]/2=0$ で $\alpha_{\lambda}\in\epsilon u_{1,1}.$. Ad(F)diag $(i, -i):\mathbb{D}arrow SU_{1,1}/U_{1}=\mathbb{H}^{2}$ は調和写像．

曲面 $f:Marrow Ni1_{3}$ に対し，法ガウス写像 $g:=f^{-1}n:Marrow \mathbb{S}^{2}\subset ni\mathfrak{l}_{3}=\mathbb{E}^{3}$ を考える 立体射影
$p:\mathbb{S}^{2}arrow\overline{\mathbb{C}}$ による $g$ の像も同じ記号 $g$ で表すことにする．$f$ が「x3軸に平行な平面でない」 とい

う仮定の下では，$|g|\neq 1$ であり，$|g|<1($または $|g|>1)$ と仮定できる 今，上半球面にボアンカ
レ計量を与えよう．すると $f$ が極小であることと $g$ が調和であることが同値である．さらに上半球
面を Ad$(SU_{1,1})$ diag$(i, -i)$ と同一視すれば $g$ は Ad$(F)$diag $(i, -i)$ と一致する．

定理 7.2 (Dorfmeister- $I$-小林) 以下の手順で $Ni1_{3}$ の極小曲面が得られる．. Lie 環 $\mathfrak{s}u_{1,1}$ をリー環 $ni\mathfrak{l}_{3}$ と線型空間として同一視する．. $\Psi_{\lambda}$ を $\mathbb{H}^{2}=SU_{1,1}/U_{1}$ への調和写像に対する extended frame とする．

$m_{\lambda}$
$:=-i \lambda\partial_{\lambda}\Psi_{\lambda}\cdot\Psi_{\lambda}^{-1}-\frac{1}{2}$ Ad $(\Psi_{\lambda})$diag$(i, -i)$ .

を計算する．. 続けて
$\tilde{m}_{\lambda}$ $:=$ (off diagonal part of $m_{\lambda}$ ) $- \frac{i}{2}\lambda$ (diagonal part of $\partial_{\lambda}m_{\lambda}$ )

とすれば $f_{\lambda}=\exp\tilde{m}_{\lambda}$ は $Ni1_{3}$ の極小曲面である．

一般化された Lawson 対応により $SL_{2}\mathbb{R}$ の $H=1/\sqrt{8}$ 曲面も得られるが，immersion formula が

まだ見つかっていない．$Ni1_{3}$ の場合の詳細については [25] を参照されたい．

例 7.1 ポテンシャルとして

$\xi=-\lambda^{-1}(\begin{array}{ll}0 i0 0\end{array})dz$

を選ぶ．初期条件 $C(z=0, \lambda)=$ diag $(1/\sqrt{i}, \sqrt{i})$ を指定すると

$f(z,\overline{z};\lambda)=(\lambda^{-1}z+\lambda\overline{z}, i(\lambda\overline{z}+\lambda^{-1}z), 0)$
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が得られる (horizontal plane). 初期条件を変えて，horizontal umbrella とよばれる曲面

$x_{3}=ax_{1}+bx_{2}+c$

も得られる．horizontal plane と horizontal umbrella は負で一定でない曲率をもつことを注意し

ておく．

例 7.2 ポテンシャルとして

$\xi=-\lambda^{-1}(\begin{array}{ll}0 ii 0\end{array})dz/4$

を選ぶ．初期条件 $C(z=0, \lambda)=$ diag $(1/\sqrt{i}, \sqrt{i})$ の下で

$f(z,\overline{z}, \lambda)=(-2i(p-\overline{p}), -\sinh(2(p+\overline{p})), 2i(p-\overline{p})\sinh(2(p+\overline{p})))$ .

を得る．これは双曲放物面 (又曲放物面？) $x_{3}=x_{1}x_{2}/2$ である 初期条件を変えることで極小移

動曲面 (極小線織面) も得られる．極小移動曲面については [48] 参照．平坦な移動曲面については
[36] 参照．

例 7.3 ポテンシャルとして

$\xi=(\begin{array}{ll}c a\lambda^{-1}+b\lambda-a\lambda-b\lambda^{-1} -c\end{array})dz,$

を選ぶ．ただし $a=-b,$ $c=1/2$ . 初期条件を適切に選ぶと回転極小曲面が得られる．

[29] において canonical example とよばれている例はすべて [25] において非線型変数分離法

(DPW 法) で再構成してある．

8 $So1_{3}$ の極小曲面

可解幾何のモデル空間 $So1_{3}$ 内の極小曲面の構成法についても述べておく．$\mathbb{S}^{3}$ は単純リー群の構

造をもち，佐々木空間形でもあった．一方，$\mathbb{H}^{3}$ は可解リー群の構造をもち，劔持多様体でもあった．
$So1_{3}$ は可解リー群の構造と等質接触構造を備えている $*$ 12. $\mathbb{H}^{3}$ の極小曲面に対しては $G\’{o} es-Sim\tilde{o}es$

と國分による表現公式が知られている．そこで $So1_{3}$ についても $\mathbb{H}^{3}$ をお手本として極小曲面の構成

法を考えることにしよう．
$(\mu_{1}, \mu_{2})\in \mathbb{R}^{2}$ とし $\mathbb{R}^{3}(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ にリー群の構造を

$(x_{1}, x_{2}, x_{3})\cdot(x_{1}’, x_{2}’, x_{3}’)=(x_{1}+e^{\mu_{1}x_{3}}x_{1}’, x_{2}+e^{\mu_{2}x2}x_{2}’, x_{3}+x_{3}’)$ .

$*12$ So13は佐々木多様体の構造も劔持多様体の構造ももたず，$\mathbb{S}^{3},$
$\mathbb{H}^{3}$ に比べ扱いにくい空間である．断面曲率は正の値

も負の値もとる．接触リーマン多様体としては contact $(\kappa, \mu)$ -space とよばれる等質接触リーマン空間の例になっ
ている．3次元等質接触リーマン空間については [37] を参照．
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で定め，この構造に関し左不変なリーマン計量を

$ds_{\mu,\mu_{2}}^{2_{1}}:=e^{-2\mu_{1}x_{3}}dx_{1}^{2}+e^{-2\mu_{2}x_{3}}dx_{2}^{2}+dx_{3}^{2}$

で与える [79]. $G(\mu_{1}, \mu_{2})$ $:=(\mathbb{R}^{3}, ds_{\mu,\mu_{2}}^{2_{1}})$ は等質リーマン空間であり線型リー群

$\{(\begin{array}{llll}1 0 0 x_{3}0 e^{\mu_{1}x_{3}} 0 x_{1}0 0 e^{\mu_{2}x_{3}} x_{2}0 0 0 1\end{array}) x_{1}, x_{2}, x_{3}\in \mathbb{R}\}$

と同型である．とくに $(\mu_{1}, \mu_{2})\neq(0,0)$ のときは

$\{(\begin{array}{lll}e^{\mu_{1}x_{3}} 0 x_{1}0 e^{\mu_{2}x_{3}} x_{2}0 0 1\end{array}) x_{1}, x_{2}, x_{3}\in \mathbb{R}\}$

と同型である．$G(\mu_{1}, \mu_{2})$ は以下の例を含む．

例 8.1 (ユークリッド空間) $G(O, 0)$ はユークリッド空間 $\mathbb{E}^{3}=(\mathbb{R}^{3}, +)$ と同型かつ等長である．

例 8.2 (双曲空間) $\mu_{1}=\mu_{2}=c\neq 0$ のとき $G(c, c)$ は $\mathbb{H}^{3}(-c^{2})$ の warped product model:

$\mathbb{H}^{3}(-c^{2})=(\mathbb{R}^{3}(x_{1}, x_{2}, x_{3}), e^{-2cx_{3}}\{dx_{1}^{2}+dx_{2}^{2}\}+dx_{3}^{2})$ .

である．とくに $c=\pm 1$ のとき，$\eta:=dx_{3}$ と選ぶと $\mathbb{H}^{3}(-1)$ は劔持多様体である．

例 8.3 (可約対称空間 $\mathbb{H}^{2}(-c^{2})\cross \mathbb{E}^{1}$ ) $(\mu_{1}, \mu_{2})=(0, c)$ , ただし $c\neq 0$ のとき $G(O, c)$ はユーク

リッド直線 $\mathbb{E}^{1}(x^{1})$ と双曲平面

$\mathbb{H}^{2}(-c^{2})=(\mathbb{R}^{2}(x_{2}, x_{3}), e^{-2cx_{3}}dx_{2}^{2}+dx_{3}^{2})$

のリーマン積である．

例 8.4 (Solvmanifold) Thurston 幾何における可解幾何のモデル空間 $So1_{3}$ は $G(1, -1)$ で与え

られる．$G(1, -1)$ は光錐座標 $(u, v)$ で表示されたミンコフスキー平面 $\mathbb{E}^{1,1}=(\mathbb{R}^{2}(u, v), dudv)$ の

等長変換群の連結成分

$E(1,1):=\{(\begin{array}{lll}e^{x_{3}} 0 x_{1}0 e^{-x_{3}} x_{2}0 0 1\end{array}) x_{1}, x_{2}, x_{3}\in \mathbb{R}\}$

と同型である．$So1_{3}$ の等長変換群は $So1_{3}$ 自身である．$So1_{3}=G(1, -1)$ において

$\eta:=-\frac{1}{2}(e^{-x_{3}}dx_{1}+e^{x_{3}}dx_{2}) , g:=\frac{1}{4}ds_{1,-1}^{2}$

と調整すると $(G(1, -1), \eta, g)$ は接触リーマン多様体である．また $So1_{3}$ は $\mathbb{H}^{4}$ 内の type number 2
の超曲面として実現できる $(高橋の B-$manifold, $[76])$ . Kowalski は $So1_{3}$ が 3 次元で唯一のリーマ
ン対称空間でないリーマンー般対称空間であることを示した [61].

91



國分は [60] においては $G$ (c, c) を用いて $E^{3}$ 内の極小曲面に対する Weierstrai3-Enneper の表現公

式を $\mathbb{H}^{3}(-c^{2})$ の極小曲面に対する劔持型表現公式を得た (劔持の表現公式については [56] を参照).

G\’oes と $Sim\tilde{o}es[31]$ でも同様な表現公式が得られているが，[60] では 3次元のときにデータの意

味 (法ガウス写像) を明らかにしている．さらに一般の次元でも考察している ([31] は 3次元と 4次

元のみ).

國分のアイディアを $G(\mu_{1}, \mu_{2})$ に対して一般化してみよう．曲面 $f$ : $Marrow G(\mu_{1}, \mu_{2})$ に対し，い
ままでと同様に法ガウス写像 $g$ を考える．さらに立体射影 $p$ : $\mathbb{S}^{2}\subset \mathfrak{g}(\mu_{1}, \mu_{2})arrow \mathbb{C}$ による $g$ の像

も同じ記号 $g$ で表すことにする．

定理 8.1 ([34]) $F$ と $g$ を単連結領域 $\mathbb{D}\subset \mathbb{C}$ で定義された $\overline{\mathbb{C}}$値の函数で

(8.1) $\frac{\partial F}{\partial\overline{z}}=\frac{1}{2}|F|^{2}g\{\mu_{1}(1-\overline{g}^{2})-\mu_{2}(1+\overline{g}^{2})\},$

(8.2) $\frac{\partial g}{\partial\overline{z}}=-\frac{1}{4}\{\mu_{1}(1+g^{2})(1-\overline{g}^{2})+\mu_{2}(1-g^{2})(1+\overline{g}^{2})\}\overline{F}$

をみたすものとする．このとき

(8.3) $f(z, \overline{z})=2\int_{z0}^{z}{\rm Re}(e^{\mu_{1}x_{3}}\frac{1}{2}F(1-g^{2}), e^{\mu_{2}x_{3}}\frac{\sqrt{-1}}{2}F(1+g^{2}), Fg)dz$

は $G(\mu_{1}, \mu_{2})$ への弱共形的な調和写像を与える．

(8.1) と (8.2) から $F$ を消去し，法ガウス写像 $g$ についての偏微分方程式が得られる．

(8.4) $g_{z\overline{z}}- \frac{2g\{\mu_{1}(1-\overline{g}^{2})-\mu_{2}(1+\overline{g}^{2})\}g_{z}g_{\overline{z}}}{\mu_{1}(1+g^{2})(1-\overline{g}^{2})+\mu_{2}(1-g^{2})(1+\overline{g}^{2})}$

$+ \frac{4\overline{g}(1-g^{4})(\mu_{1}^{2}-\mu_{2}^{2})|g_{\overline{z}}|^{2}}{(\mu_{1}^{2}+\mu_{2}^{2})|1-g^{4}|^{2}+\mu_{1}\mu_{2}\{(1+g^{2})^{2}(1-\overline{g}^{2})^{2}+(1+\overline{g}^{2})^{2}(1-g^{2})^{2}\}}=0.$

(8.4) は何らかの計量に関する調和写像の方程式と思えるだろうか．

定理 8.2 ([40]) 偏微分方程式 (8.4) が $\overline{\mathbb{C}}(w,\overline{w})$ 上の何らかの (特異) リーマン計量に関する調和

写像方程式であるのは $\mu_{1}^{2}=\mu_{2}^{2}$ のときに限る．

(1) $\mu_{1}=\mu_{2}\neq 0$ のとき (8.4) は

(8.5) $\frac{\partial^{2}g}{\partial z\partial\overline{z}}+\frac{2|g|^{2}\overline{g}}{1-|g|^{4}}\frac{\partial g}{\partial z}\frac{\partial g}{\partial\overline{z}}=0$

となる．これは國分計量 (dwdw) $/|1-|w|^{4}|$ に関する調和写像方程式である．

(2) $\mu_{1}$ $=$ - $\mu$2 $\neq$ 0のとき (8.4) は

(8.6) $\frac{\partial^{2}g}{\partial z\partial\overline{z}}-\frac{2g}{g^{2}-\overline{g}^{2}}\frac{\partial g}{\partial z}\frac{\partial g}{\partial\overline{z}}=0$

となる．これは特異リーマン計量 (dwdw$-$ ) $/|w^{2}-\overline{w}^{2}|$ に関する調和写像方程式である．
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この事実により國分の公式の類似の表現公式が $So1_{3}$ に対して得られる．

系 8.1 $g:\mathfrak{D}arrow(\overline{\mathbb{C}}(w,\overline{w}), (dwd\overline{w})/|w^{2}-\overline{w}^{2}|)$ を調和写像とする．$F$ を

$F= \frac{2\overline{g}_{z}}{g^{2}-\overline{g}^{2}}$

で定めると

$f(z, \overline{z})=2\int_{z_{0}}^{z}{\rm Re}(e^{x_{3}}\frac{1}{2}F(1-g^{2}), e^{-x_{3}}\frac{\sqrt{-1}}{2}F(1+g^{2}), Fg)dz$

は So13への弱共形的調和写像を与える

Desmontes は上の調和写像方程式の特殊な解を用いて単連結でなく有限位相をもつ $So1_{3}$ 内の極小

曲面の例を与えた [21].

註 8.13次元空間形の主曲率一定曲面 (等径曲面/isoparametric surface) の分類はよく知られて
いる (Levi-Civita などによる). これらは第二基本形式が平行な曲面のクラスと一致する．3次元
単連結等質リーマン空間の全測地的曲面は塚田和美により分類されている [80]. 3次元単連結等質

リーマン空間内の第二基本形式が平行な曲面は等長群の次元が 4の場合が [4,5] で分類された．等
長群の次元が 3の場合については Van der Veken と筆者により分類された [52, 53].

9 曲線論

3次元接触多様体の曲線で，重要なものは，Reeb flow(レーブベクトル場の積分曲線) と

Legendre 曲線である．どちらも接触構造のみで定義される概念である．3次元接触リーマン多様体
において，計量と接触構造の両方に依存して定まる曲線のクラスで研究する価値意義のあるもの
を探してみたい．

空間曲線の古典的な話題のひとつに定傾曲線 (constant slope curve) がある ([64, 75]). 接ベク

トルが定方向と定角をなす曲線のことである．

定理 9.1 (Bertrand-Lancret-de Saint Venant) 3次元ユークリッド空間 $\mathbb{E}^{3}$ 内の曲線が定傾

曲線であるための必要十分条件は曲率と振率の比が一定であること．

Barros [2] はこの結果を 3次元空間形に拡張した (ローレンツ空間形への一般化も知られている

[30] $)$ .
この古典的結果を参考にして，3次元接触リーマン多様体を考えよう．レーブベクトル場 $\xi$ と曲

線 $\gamma$ のなす角 $\theta$ を $\gamma$ の接触角とよぶ．接触角が $0,$ $\pi$ であれば $\gamma$ は $\pm\xi$ の積分曲線 (Reeb flow) で

あり，$\theta=\pm\pi/2$ のときは Legendre 曲線である ([3]). 接触角が定数であるとき，$\gamma$ を slant curve
とよぶ [15]. この名称は B. Y. Chen による slant はめ込みをまねたものである．
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3次元佐々木多様体においては slant curve がいろいろな場面で登場する．ここでは 2つ例を紹
介する．

例 9.1 (接触磁場) 3次元佐々木多様体において $\phi$ をローレンツカと考える．

$\nabla_{\gamma’}\gamma’=\phi\gamma’$

をみたす曲線 $\gamma$ を contact magnetic flow とよぶ．contact magnetic flow は slant helix であり接

触角，曲率，涙率は
$(\tau-1)/\kappa=\cot\theta$

をみたす (Cabrerizo, Fern\’andez, G\’omez [11]).

Taubes [77] は 3次元の場合に Weinstein 予想 [82] を解決した $*$ 13. すなわちコンパクトな 3次

元有向接触多様体 $*$ 14のレーブベクトル場は閉軌道をもつことを証明した．Weinstein予想のミニ

チュア (接触リーマン幾何版) として「3次元接触リーマン多様体の接触磁場は閉軌道をもつか」を

提案することができる ([49] 参照).

例 9.2 (重調和曲線) 正則断面曲率 $\mathcal{H}$ の 3次元佐々木空間形 $M^{3}(\mathcal{H})$ 内の (測地線でない) 重調和
曲線 (biharmonic curve) は slant helix で

$\kappa^{2}+\tau^{2}=1+(\mathcal{H}-1)\sin^{2}\theta$

をみたす．3次元佐々木空間形内の重調和曲線は [16] で分類されている．

註 9.1 (重調和写像) リーマン多様体の間の写像 $f$ : $(M, g)arrow(N, h)$ に対し重エネルギー (bi-

energy) を

$E_{2}(f)= \int\frac{1}{2}|\tau(f)|^{2}dv_{g}$

で定める．この汎函数の臨界点となる $f$ を重調和写像 (biharmonic map) とよぶ．$f$ が調和ならば

重調和である．$f$ が等長はめ込みで，変分を法変分 (normal variation) に制限したときの変分問題

の解は重極小はめ込みとよばれる (Loubeau, Montaldo [67]). 2次元空間形の重極小曲線は [44] で

分類してある (曲率がヤコビの楕円函数 cn で書かれる．初等函数の場合もある). 曲線に関する変

分問題は一般には大域解を持たない．実際，重極小曲線で曲率が有限時間で blow-up する例が存在

する．それらは大域解に拡張できない．キルヒホッフ弾性棒の大域解については川久保哲の研究が

ある [54].

註 9.23次元接触リーマン多様体は同伴する $CR$構造 (Cauchy-Riemann structure) が積分可能

であり，強擬凸 $CR$ 多様体になっている．そこで Levi-Civita接続の代わりに田中 Webster 接続
を用いて曲線論曲面論を展開することが考えられる．田中 Webster 接続を用いた 3次元佐々木

多様体内の曲線論曲面論についての試論が [18,19,42,43,45] にある．

$*13$ 「コンパクト接触多様体 $M^{2n+1}$ が $H^{1}(M^{2n+1};\mathbb{R})=\{0\}$ をみたせばレーブ．ベクトル場は閉軌道をもつ」．とく
に Taubes は $H^{1}(M^{3};\mathbb{R})$ に関する条件は不要であることを証明した．

$*143$ 次元有向の仮定の下では大域的な接触形式が存在する．
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