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グラフはすべて有限かつ単純な無向グラフとし，グラフ $G$ の頂点集合を $V(G)$ , 辺集合
を $E(G)$ で表す．また，グラフの頂点 $u$ と $v$ を結ぶ辺を $uv$ と書くことにする．空でない，あ
る集合族 $\mathcal{F}$ に対して，頂点集合が $\mathcal{F}$ で，辺集合が

$\{F_{1}F_{2}|F_{1}, F_{2}\in \mathcal{F}, F_{1}\neq F_{2}, F_{1}\cap F_{2}\neq\emptyset\}$

で定義されるグラフを集合族 $\mathcal{F}$の intersectionグラフと呼ぶ．特に，$\mathcal{F}$が実数直線上の閉区
間からなるある集合族のとき，この intersection グラフを interual グラフと呼ぶ．また，あ
るグラフ $G$ が $\mathcal{F}$ の intersection グラフで表現できるとは，$V(G)$ と $\mathcal{F}$の間に全単射があっ
て，「 $G$の 2頂点が $u$ と $v$ が辺で結ばれること」 と「 $u$ と $v$ に対応する集合族 $\mathcal{F}$の元凡と
瓦の共通部分が空でないこと」が必要十分であるときとする．
実数直線上の $k$ 個の閉区間 $I_{1},$ $I_{2},$

$\ldots,$
$I_{k}$ の直積 $I_{1}\cross I_{2}\cross\cdots I_{k}$ のことを $k$ 次元ユーク

リッド空間内の box と呼ぶ．一般に，$n$個の頂点を持つグラフ $G$ は $n$次元ユークリッド空間
の box からなるある集合族の intersection グラフで表現できる ([8], Chapter 5, Theorem
5.3). そこで，

「グラフ $G$ が $k$次元ユークリッド空間の boxからなるある集合族の intersection
グラフで表現できるときの最小値 $k$」

をグラフ $G$ の $bo$鋭 city と呼び，box$(G)$ で表す．グラフ $H$ が $G$ の誘導部分グラフならば，
box$(G)\geq$ box$(H)$ である．
グラフの boxicity の概念は，Roberts [7] によって紹介され，生態学における生態ニッ

チの交差やオペレーションズリサーチにおける艦隊維持等，様々な分野へ応用されている
([6, 9]). また，Roberts は $n$個の頂点を持つグラフの最大 boxicity が $\lfloor\frac{n}{2}\rfloor$ であることを示
した．具体的には，完全多部グラフ $K_{2,2,\ldots,2}$ または $K_{2,2,\ldots,2,1}$ の boxicity が最大 boxicity に
達することがわかっている．なお，講演内で紹介したが，文献 [2] にはグラフの boxicity を
計算に役立つ強力なツールが記されている．近年，Chandran [1] らが boxicity box$(G)$ と

chromatic number $\chi(G)$ との間に，次の関係があることを発見した．

Theorem 1 ([1]). $s\geq 0$ とする．box$(G)= \frac{|V(G)|}{2}-s$ ならば，$\chi(G)\geq\frac{|V(G)|}{2s+2}$ である．
Theorem 1は「グラフ $G$ の boxicity が最大 boxicity に近ければ，$G$ の chromatic number
も大きくなること」を示している．これにより，boxicity と chromatic number の挙動が似
ているかもしれないと期待できるが，一般には期待できない．また，これまでに多くの研究
者が良く知られたグラフの boxicityの上界下界を調べたが，そもそも，boxicity を大きく
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するグラフの構造に関する情報は多くない．本講演の目的は，boxicityを大きくする新た
なグラフの族を紹介することである．例えば，chromatic number を大きくするようなグラ
フの再構成法は，boxicity を大きくするかもしれない．グラフ $G$ の focalization $G^{f}(G$ に 1

頂点を加えて，$G$ のすべての頂点と辺で繋いで得られるグラフ) は，chromatic number を
大きくするが，boxicityを大きくしないことを注意しておく．そこで，グラフの focalization
の一般化に相当する，[3, 5] で紹介されたグラフの再構成法「generalized Mycielski’s con-
struction$\rfloor$ を紹介する．

$G$をグラフとし，$r$ を 2以上の整数，$z\not\in V(G)$ とする．$V(G)_{i}(i=1,2, \ldots, r)$ を頂点集
合 $V(G)$ のコピーとし，$v_{i}$ を $V(G)$ の元 $v$ に対応する $V(G)_{i}$ の元とする．また，

$E_{1}=\{u_{1}v_{1}|uv\in E(G)\},$

$E_{i}=\{u_{i-1}v_{i}, v_{i-1}u_{i}|uv\in E(G)\}$ $(i=2,3, \ldots, r)$ ,
$E_{r+1}=\{zu_{r}|u\in V(G)\}$

とする．頂点集合を $\{z\}\cup\bigcup_{i=1}^{r}V(G)_{i}$ とし，辺集合を $\bigcup_{i=1}^{r+1}$瓦とするグラフを，$G$ の genaral-

ized Mycielski グラフと呼び，$M_{r}(G)$ で表す．$M_{2}(\cdot)$ は chromatic number が十分に大きい，

$C_{4} M_{2}(C_{4})$

Fig. 1: Cycle $C_{4}$ and its Mycielski graph $M_{2}(C_{4})$ .

triangle-free グラフの構成のために，Mycielskiが考案した有名なグラフである．また，$V(G)_{1}$

が誘導する $M_{r}(G)$ の部分グラフは元のグラフ $G$ だから，box$(M_{r}(G))\geq$ box$(G)$ であるこ
とがわかる．

Lemma $A$ ([4], cf. [2], Corollary 3.6). $H_{1},$ $H_{2}$ をグラフ $G$ の補グラフ $\overline{G}$の誘導部分グラ
フとする．2つのグラフ $H_{1}$ と $H_{2}$ の距離 $d_{\overline{G}}(H_{1}, H_{2})$ が 2以上ならば，次が成り立つ:

box$(G)\geq$ box$(H_{1})+$ box$(H_{2})$ .

$G^{f^{n}}$ をグラフ $G$ に対する $n$ 回の focalization
$\frac{n}{(\ldots((G^{f})^{f})^{f}\ldots)^{f}}$ とする．Lemma A を使え

ば，次の結果を得ることができる．次の定理の証明は，$r=2$ の場合に示しておけば十分で
あることがわかる．

Theorem $B$ ([4]). 自然数 $n$ に対して，box$(M_{r}(G^{f^{n}}))\geq$ box$(G^{f^{n}})+ \lceil\frac{n}{2}\rceil$ が成り立つ．

グラフの focalization と Mycielski’s construction を繰り返すことで，あらかじめ指定して
おいた定数を超えるような boxicity と chromatic number を持つグラフを構成することが
できる．
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Corollary $C$ ([4]). どんな整数 $k$および，どんなグラフ $G$が与えられても，box$(X(G))>k$
かつ $\chi(X(G))>k$ を満たすグラフ $X(G)$ を $G$ から再構成できる．
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