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1 Introduction

近年，$IT$ 技術の発展と共に金融市場において取引の高頻度化や自動化が急速に進展しており，
それと共に，大口取引の効率化最適化に関わる理論研究も活発に行われている．特に，大量証券
の売却 (流動化) あるいは購入に関する最適執行スケジュール策定 (最適執行問題) に関して様々

な観点から数多くの研究がなされているが，そのような問題の考察においては市場流動性，特に
「取引主体 (トレーダー) 自身の取引行動が証券価格自体に影響を与えてしまう」というマーケッ
トインパクト (Market Impact: 以下 $MI$ と略記する，価格インパクトとも呼ばれる) を考慮する事
が重要となる．本稿では $MI$ 関数の形状に焦点を当て，特に $MI$ 関数の convexity 及び concavity
に関して理論面及び実証面の双方から分析を行う．

2 $MI$ 関数と最適執行間題

今，大量の証券を保有しているトレーダーが金融市場において売却執行を行おうとしていると
しよう 2. この時，一度に大きな売却を行うと，自身の売却行動が需給バランスを崩してしまい
(即ち $MI$ を引き起こし) 証券価格の大幅下落を引き起こしてしまうかもしれない．そのため，ト
レーダーは $MI$ を避けながら時間をかけて売却を進めていく必要がある．しかし，時間をかけ過
ぎると今度は証券価格の変動に伴うタイミングリスクに曝される事となってしまう．トレーダー
は，$MI$ とタイミングリスクのトレードオフを考慮しながら自身にとって最適な執行スケジュール
を策定しなければならない．

このような最適執行問題に関する理論研究の中で最も古典的なものとして [7] がある．そこで
は，証券価格が算術的ランダムウォークに従う場合の，離散時間モデルにおける線形 $MI$ 関数の

下での期待執行コスト最小化問題が扱われている．その後，[4] によって [7] の拡張にあたるモデ
ルが提案され，線形恒久的 $MI$ と線形一時的 $MI$ 3の下での執行コストに関する平均分散問題が離
散時間モデルの枠組みで扱われ，彼等のモデルは実務においても幅広く用いられる事となった．
その他の研究として，やはり離散時間モデルの枠組みで証券価格の時間変動に平均回帰性を

持たせて一時的 $MI$ を表現した [29], 執行戦略の形状を一定速度執行 (TWAP (Time Weighted
Average Price) 執行) 4に制限した上で，執行に伴う総時間を制御変数とした最適化問題を離散

1本稿は将来公刊予定の論文の簡約版である
$\circ$

2大量購入に関しても同様の問題が考えられるが本稿では売却執行に焦点を当てる事とする．
3一般に，$MI$ は執行後に消滅する部分とその後も影響が残存する部分とに分解されると言われており ([26] 参照) ,

前者を一時的 (temporary) $MI$ , 後者を恒久的 $(_{P}$ermanent) $MI$ と呼ぶ．また，執行後に時間をかけて減衰していく
$MI$ の事を一時的 $MI$ と区別して過渡的 (transient) $MI$ と呼ぶ事もある ([18]).

4時間軸が出来高によって重み付けされている状況で考えるならばこれはVWAP(Volume Weighted Average Price)
執行と解釈出来る．
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時間及び連続時間モデルの両方で考察した [25], large trader と多数の small agent からなる離散
多期間市場モデルにおける数理経済的動的均衡アプローチを研究した [30] 等がある．
連続時間モデルを用いた研究としては，証券価格が Black-Scholes モデル (幾何 Brown 運動)

に従う場合の対数線形恒久的 $MI$ の下での幕効用最大化問題を扱った [24], 多期間平均分散アプ
ローチによって執行問題における効率的フロンティアを考察した [15]5, 算術モデルにおける線形
$MI$ 及び幾何モデルにおける対数線形 $MI$ の下でのリスク回避的トレーダーの最適執行戦略を扱っ
た [37], CARA 型効用関数を持つトレーダーの最適執行戦略とリスク回避度の関係性について調
べた [53] 等がある．
他，リミットオーダーブック (Limit Order Book: LOB), 所謂 「板」 というものを数学

的にモデル化し，オーダードリブン型あるいはハイブリッド型の市場を想定した最適執行問題を
扱う研究も盛んに行われている ([1], [50], [51] 等). これらの研究では所与の LOB に対する成行
注文 (market order) に関する執行を考察するのが一般的となっているが，それ以外にも指値注
文 (limit order) を用いた最適執行を考察している研究も行われている ([22] 等). 指値注文に関
する最適戦略に関する研究はマーケット・メーカーの在庫管理問題という観点においても [27] に

よってなされ，その後 [6], [23] によって拡張がなされている．
上で見てきたように，最適執行問題に関するモデルは離散時間モデルと連続時間モデルと大別

する事が出来る．最適執行問題とは，執行に関する効用最大化あるいはコスト最小化のためにど

のようなタイミングでどれだけの量の執行を行うか，という「動的な」最適化問題であり，時間
の概念のモデル化は重要なポイントの一つとなっている．

近年の金融市場は取引の高頻度化が進んでおり，取引のタイミングは無数にあるため，実際の
市場においてもあたかも連続的に取引が可能であると考える事も出来る．しかし，例えば古典的
Merton 問題 ([43], [44]) における最適解のように「証券の保有比率を一定に保つように連続的に
取引する」というのは (たとえ取引コストや取引の流動性の問題を無視したとしても) 現実的で

はなく，連続時間モデルとはあくまで近似モデルに過ぎない．また，後で述べるように最適執行問
題ではモデルの微細な設定の差が得られた結果に大きな違いをもたらす事もあり，「執行問題」と

いう非古典的な問題に対する数理モデルの連続時間のフレームワークにおける構築は慎重になさ
れるべきである．

一方，離散時間モデルは実際の市場参加者の行動を数学的に記述するのに優れている．但し，

離散時間モデルにおける計算は一般に煩雑になりやすく，そこから理論的示唆を得る事が難しい
場合も多い．

[33] では，最適執行問題における適切な数理モデルの構築を行うためにまず離散時間モデルの
枠組みにおいてトレーダーの売却執行とそれに伴う価格下落，及びその後の時間経過による価格
変化の状況を記述し，極限移行によって連続時間モデルの最適執行問題を確率制御問題の値関数
(value funciton) として導出している．また多くの理論研究では $MI$ 関数の形状として (特に恒

久的 $MI$ については) 線形関数を仮定しているのに対し，[33] では一般の形状，特に広義凸な $MI$

関数を扱っている．

ここで，$MI$ 関数の数学的な定義を与えておこう．トレーダーが $\psi$ 枚数の証券を市場において
売却執行したとする．この時，$MI$ によって証券価格は下落するが，その度合いを収益率ベースで
表したものをここでは $MI$ 関数と呼ぶ事にする．具体的には，執行前の証券価格を $S_{b}$ , 執行後の

5執行問題における効率的フロンティアは [4] によって提案され，[39] でも分析がなされている．
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価格を $S_{a}$ とすると，$\psi$ 枚数の執行に伴う $MI$ 関数 $g(\psi)$ は，算術収益率べースでは

$g( \psi)=-\frac{S_{a}-S_{b}}{S_{b}}=1-\frac{S_{a}}{S_{b}}$ , (2.1)

幾何べース (対数収益率ベース) では

$g( \psi)=-\log\frac{S_{a}}{S_{b}}=\log S_{b}-\log S_{a}$ (2.2)

と表される (購入執行に対しても同様に定義出来る). またこの時，事後証券価格 $S_{a}$ を事前価格
$S_{b}$ と $MI$ 関数 $g(\psi)$ で表すと以下の様に書ける:

$S_{a}=S_{b}(1-g(\psi))$ (算術べース), $S_{b}\exp(-g(\psi))$ (幾何ベース).

[14] で指摘されているように，$MI$ に関する多くの研究，とりわけ実証分析においては計測対
象として複数の $MI$ の概念が扱われている事には注意する必要がある．上で定義した $g(\psi)$ は，$\psi$

枚の証券を「成行」で「一度に」執行した時の $MI$ を表しており，ここではこれをワンショット $MI$

と呼ぶ事にする．その他，例えば適切な戦略に基づく執行に伴うインプリメンテーション・ショー
トフォール ( $IS$ ) を $MI$ の尺度と考える事もある 6. これは，[31], [35] においてリスク中立トレー
ダーの最適執行戦略に伴う執行コストとして扱われているものと同様であり，そこではトータル
$MI$ コストという表現がなされている 7:

$TC(\psi)=-\log\frac{V(\psi,S_{0})}{\psi S_{0}},$

但し $V(\psi, S_{0})$ は最適執行問題の値関数 (今の場合は最適期待執行コスト) であり，So は現時点
における証券価格である．

本稿で対象としているのはワンショット $MI$ 関数 $g(\psi)$ であり，単に $MI$ 関数と呼んだ時はこ

れを表すものとする．$g(\psi)$ は，執行後の一時的 $MI$ (あるいは過渡的 $MI$ ) が回復する前の $MI,$

即ち恒久的 $MI$ と一時的 $MI$ の和を表している．

3 $MI$ 関数の Convexity/Linearity/Concavity

3.1 $MI$ 関数の形状に関する実証分析

$MI$ 関数の形状に関しては実証的に様々な研究がなされている．多くの研究では $MI$ 関数の線
形性あるいは concavity が支持されているが，一方で convexity を主張する研究も知られている．
[36] はニューヨーク証券取引所における取引データから一時的 $MI$ 関数の形状を推定し，それが

$\psi$ の幕型関数で近似出来る事，またその幕指数値は 0.1 $\sim$ 0.4程度である事を報告している．一方
[9] は一時的 $MI$ 関数は執行量の線形関数が当てはまると主張している．[5] はシティーグループ

6インプリメンテーションショートフォールとは執行の意思決定をした時点で想定される (市場流動性等を考慮し
ない) 理想的な執行収益と実際の執行によって得られた収益との差の事であり，$MI$ コスト，ダイナミックコスト，タ
イミングコストを合わせたものである．また，執行の事後評価を $IS$ を指標として行う事も多く，そのような手法は $IS$

法と呼ばれる．
7動的執行戦略にともなうトータルコストは [56] ではアダプティブ・ショートフォール ( $AS$ ) と呼ばれ，$IS$ とは区

別されている．しかし，リスク中立トレーダーの最適執行問題においては戦略のクラスを静的なものに制限して良い場
合が多く，今の場合は両者に本質的な差異は生じない．
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の大規模取引データを用いた推定により，恒久的 $MI$ は線形関数，一時的 $MI$ は $\psi^{0.6}$ 程度のオー
ダーの concave な形状の関数である事を報告している．これらの論文は全てが必ずしもワンショッ
ト $MI$ を推定しているとは限らず，([14] の指摘の通り) 対象としている $MI$ の区別には注意すべ

きであるが，いずれにしても $MI$ 関数は以下の様な幕型関数

$g(\psi)=\alpha\psi^{\gamma}$ (3.1)

で近似され，また幕指数パラメーターは $\gamma=1$ (線形) あるいは $0<\gamma<1$ (concave) である傾

向が強い事が報告されている．一方，[40], [48] では $\gamma>1$ , 即ち $MI$ 関数が convex となるような
事象も紹介されている．(3.1) の形状の $MI$ 関数は実務的にも多くの証券会社によって用いられて
いる事が [49] において紹介されている．
また，[11], [36] では (3.1) の形状の関数を $g(\psi)$ に当てはめるのは必ずしも良い近似とはなら

ず，小規模執行と大規模執行とで $\gamma$ の水準は変化する事も指摘されており，[49] では (3.1) の形
の複数の幕型関数の加重平均によって $MI$ 関数を表現する事が提案されている．なお，[36] では，
大規模執行の方が小規模よりもより $\gamma$ が小さい，即ち concavity が強い傾向がある事が主張され
ているが，[47] によると，実務家は「小規模執行では concave, 大規模執行では convex」 となる

ような $S$ 字型 ( $S$-shape) $MI$ 関数を想定している事が多いという (図 1参照) 同様の $S$ 字型
$MI$ 関数に関しては [52] でも指摘がなされている．

Figure 1: Form of an $S$-shape $MI$ function.

後に述べるように，オーダードリブン型あるいはハイブリッド型の市場においては板 (複数気

配 $)$ 情報を用いて $MI$ 関数の形状を推定する事も考えられる．これに関しては後の 6章で紹介す
るが，$S$ 字型 $MI$ 関数が支持される結果がいくつか得られている．

以上のように，$MI$ 関数の形状，特に線形性/非線形性，convexity/concavity について様々な
実証研究がなされているが，未だ普遍的な結論は得られておらず，現在も精力的に研究が進めら
れている．

一方，執行理論において $MI$ 関数の線形性/非線形性，あるいは convexity/concavity はどの
ような意味を持つのであろうか．以下，いくつかの理論的観点から $MI$ 関数の形状が執行戦略に
もたらす影響について紹介していく．

3.2 理論分析 I: 一括執行 vs. 分割執行

[32] では，$MI$ のどのような性質が分割執行を引き起こすのかについて [33] で構築されたモデ
ルを用いたケーススタディーを扱っている．その結果を紹介する前に，数理ファイナンスにおけ
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る代表的なトピックである最適投資問題に関して，市場流動性がどのような影響をもたらすのか
について簡単に説明をしておきたい．

既に触れたように，古典的 Merton 問題 [43], [44] において投資家の最適ポートフォリオ戦略
は「投資比率を一定値 (Merton 比率) に保つ事」 であった．これは市場流動性が存在しない理想
的な市場における最適戦略であるが，取引コストや低流動性といった現実的な問題を考慮すると
状況は変化する．

取引コスト下での最適投資問題の解は，大まかに言って「ポートフォリオ比率が No Transaction
領域 ( $NT$ ) に収まっている時は何もせず，はみ出した時にリバランスを行う」という戦略となる 8.
言い換えるならば，取引コストが無い場合の Merton 問題においては $NT$ 領域が定数 (Merton 比
率 $)$ となっており，その定数から乖離が生じないように連続的に取引を続ける必要があった，と
解釈出来る．

また，取引を行う金融商品の流動性が低い場合の最適投資問題の研究として，[41], [42] では
「希望する取引が必ず成立 (約定) するとは限らない」という状況の下での最適投資問題を扱い，
取引成立時刻を所与の Poisson 過程のジャンプが起こった時のみに制限した場合の最適戦略を導
出し，Poisson 過程の強度 (intensity) を大きくする，即ち取引成立の機会を増やすと最適戦略は
古典的 Merton 問題の解に収束する事を示した 9.

このように，市場流動性を考慮した場合の投資家の最適行動は Merton 問題という理想的な市
場におけるものから変化する．言い換えれば，市場流動性の無い Merton 問題を 「ベンチマーク
モデル」として考えた時に，市場流動性を考慮した時の最適戦略とベンチマークモデルにおける
それを比較する事によって，市場流動性が与える影響を推し量る事が出来るのである 10.
同様の考察を最適執行問題で行う場合，ベンチマークモデルに相当するものは何であろうか．

一つの候補は，Merton 問題と同様の，証券価格の変動が Black-Scholes モデルとして与えられる
場合の (即ち証券価格が幾何 Brown 運動に従うとした時の) 対数効用あるいは幕効用の最適化問
題であるが，実は執行問題においてはこのような，所謂 HARA 型効用関数最適化問題においても
陽な解を得る事は難しい事が知られており，[24] では最適解の数値計算が扱われてぃる．
そこで [32] では，トレーダーがリスク中立である場合に着目し，$MI$ が存在しない理想的な市

場におけるトレーダーの期待 (売却) 執行コスト最小化問題をベンチマークモデルとして扱って
いる．この場合，更に証券のリスク調整済みの期待収益率が負である場合，トレーダーの最適執
行戦略は初期時点における一括執行 (block liquidation), 即ち 「$t=0$ において保有している全

ての証券をまとめて売却」である事が容易に分かる．これは直観とも整合的な結果であり，今後平
均的な価格下落が見込まれる証券に対して $MI$ コストや流動性リスクが無視出来るのならば，ト
レーダーはタイミングリスクを避けるために出来る限り早く執行を完了させようとするのが自然
と言える．

ここに $MI$ の影響を導入した場合にはどうなるであろうか．この場合，トレーダーは $MI$ コス

トを避けるべく時間をかけて執行を行う，即ち分割執行 (gradual liquidation) 戦略を取ろうとす
る，と考えられる．しかし実は，(恒久的) $MI$ 関数として (対数) 線形な関数 $g(\psi)=\alpha\psi(\alpha>0)$

を導入した場合には最適執行戦略はやはり初期時点における一括執行となってしまう 11. 即ち，線

8取引金額に比例するコストがある場合の最適投資問題は [12], [54], [57] 等によって研究がなされてぃる．また取引
金額によらない固定コストが生じる場合の研究としては [10], [38], [46] 等がある．

9同様のモデルにおいて不完全情報の概念を導入した研究として [16], [17], [45] 等がある．
10詳細は [32] の Section 2を参照されたい．
11厳密には $\epsilon$-一括執行となる．
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形な $MI$ 関数をモデルに導入するだけではトレーダーが分割執行を行うためのインセンテイブに
は繋がらないのである 12.

[32] では，トレーダーに分割執行のインセンティブをもたらす主要な要因として「 (恒久的)

$MI$ 関数の convexity」 と「価格回復効果」 を挙げている．前者に関して，[33] の具体例において
$g(\psi)=\alpha\psi^{2}$ の場合の期待執行コスト最小化問題の解が紹介されているが，この場合 「大量のまと
まった執行は甚大な $MI$ を引き起こす」ために，細かく分割して執行を行う必要性が生じる事と
なる 13. 一方後者は過渡的 $MI$ と本質的な繋がりを持つ概念である．[34] では，特に証券価格が
幾何 Ornstein-Uhlenbeck ( $OU$ ) 過程に従う場合のリスク中立トレーダーの最適執行戦略を陽的

に導出している．この場合，たとえ恒久的 $MI$ 関数が線形であった場合についても期中分割執行
が生じる事が分かる 14. これは，「執行後に時間と共に $MI$ の影響が減衰する」という現象を，$OU$

過程の平均回帰性によって記述したものと解釈する事が出来る．即ち，恒久的 $MI$ がさほど強く

無い場合でも，$MI$ の減衰効果 15が時間をかけて執行する事の要因となるのである．

3.3 理論分析 II: 価格操作逆執行

3.2節では「分割執行のインセンティブをもたらす効果」 として恒久的 $MI$ 関数の convexity
が最適執行問題において本質的な役割を果たす事を紹介した．一方，他の理論研究において「恒久
的 $MI$ は線形関数でなければならない」とするものもいくつか存在する．ここでは，[1], [18$|$ , [28]
等によって研究がなされている価格操作 (price manipulation) と $MI$ 関数の形状の関係性につい

て紹介する．

価格操作戦略とは，「 $MI$ を巧みに利用する事によって，初期時点でコストをかける事無く将来
時点で正の期待収益を得るような戦略」の事を言う 16. これは数理ファイナンスの一般論におけ
る裁定 (arbitrage) 戦略に類似した概念であり 17, 健全な金融市場においてはこのような戦略の
可能性は排除されるのが自然と言えよう 18.

[28] では，Almgren-Chriss [4] 型の離散時間執行モデルにおいて価格操作が生じないためには
恒久的 $MI$ 関数が線形でなければならない事が示されている．また同様の結果は連続時間モデル
において [18] によっても示されている 19. 一方，[1] や [2] では非線形な LOB における成行注文
によるリスク中立トレーダーの最適執行問題を扱い，比較的一般的な条件の下で，たとえ (恒久

12実は，リスク調整済みドリフトが負である場合には，トレーダーがリスク回避的であったとしてもやはり線形 $MI$

関数の下での最適戦略は初期時点一括執行となってしまう事が分かる．詳細は [33], [37] を参照せよ．
13更に興味深い現象として，実はこの場合の最適執行戦略の形状は証券保有量の規模に応じて大きく変化する事が分

かっている．

14具体的には，初期期末における $\epsilon$-一括執行と期中分割執行の混合戦略が最適となる．またこの解の形状は [39] や
[50] といった異なるモデルにおいて得られる最適解と類似している事は興味深い現象である．

15あるいは価格弾性効果 (resilience) と言っても良い．
16数学的に厳密な定義は [19] を参照せよ．
17Quasi-arbitrage とも呼ばれる．また，所謂統計的裁定取引 (statistical arbitrage; stat. arb.) と捉える事も出来

るが，市場の非効率性によって生じる収益機会と解釈するのは必ずしも適切では無い．
18これまでは執行戦略として「購入のみ」あるいは「売却のみ」の場合を想定した議論を進めてきたが，価格操作と

は買いと売りを組み合わせた戦略であるためモデルの中では必然的に購入と売却の両方を許容する戦略のクラスを扱う
事となる．

$19[18]$ では，$MI$ による価格変動が「執行量に伴う $MI$ 関数」 と「 $MI$ の減衰 (decay kernel) 」 の累積で表されるよ

うな，即ち恒久的 $MI$ と過渡的 $MI$ の混合によって表現されているモデルが提案され ([19] では $JG$ model と呼ばれ
ている), その中で価格操作が生じないための条件を導いている．結果として，やはり恒久的 $MI$ の線形性が無ければ

価格操作戦略を実行出来る事が示唆されている．
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的 $)$ $MI$ 関数が非線形であったとしても価格操作は起こらない，という結果を導いている 20. 特に，
彼等の結果によると “convex” な $MI$ 関数の下でも価格操作は生じない事が分かる．
このように，価格操作の可能性に関してはモデルの構造の差異によって結果が大きく変化する

ため慎重に議論がなされるべき問題である．しかしいずれにしても，$MI$ 関数の線形性/非線形性
の構造が価格操作戦略の存在，言い換えれば金融市場の健全性において本質的な概念であると言
える．

なお，価格操作が出来ない場合であったとしても，例えば売却執行スケジュールの中に購入取
引が含まれるべきではない．無論，収益獲得のために購入を行う事も考えられるであろうが，そ
れは元来の執行の目的とは異なる．あるいは，もしそのようなインセンティブを許したとしても，
保有証券流動化のために頻繁に買いと売りを繰り返すような戦略は不自然と言えよう．ここでは，
そのような「購入 (または売却) 行動が含まれるような売却 (または購入) 戦略」の事を逆執行
(reverse execution) 戦略と呼ぶ事にする．これは，[3], [19] において transaction-triggered price
manipulation と呼ばれている概念と本質的に同一のものである．[20] では，恒久的 $MI$ 関数が線
形である場合に逆執行の可能性と過渡的 $MI$ に関する decay kernel の形状の関係について調べ，
decay kernel が単調非減少かつ convex である時に (その他いくつかの技術的仮定の下で) 最適執

行戦略は逆執行とはならない事を示している．即ち，過渡的 $MI$ の convexity/concavity は逆執行
が最適執行戦略となる可能性に関して重要な役割を果たしていると言える．

4 LOB と $MI$ 関数に関する注意

前章では $MI$ 関数の線形性/非線形性や convexity/concavity が理論的にも実証的あるいは実
務的にも重要な意味がある事について見てきた．本章では，オーダードリブン型あるいはハイブ
リッド型の取引所において証券取引がなされている場合の板の厚さと $MI$ 関数の関係について解
説する．

LOB とは市場において発注が成されている指値注文をひとまとめにしたものである (LOB の

概要については [21] 等を参照されたい) 実際の市場においては証券価格は呼値毎の離散的な値
となっているが，ここでは扱いやすさのために連続的な値に対して指値注文が蓄積されている状
況を考える．

今，最良買い気配値を $p$ 円とし，ここから $x\in(0,p)$ 円離れた値，即ち $p-x$ 円の水準に発
注がなされている指値注文の総数を $f(x)(\geq 0)$ と書き，これを $x$ における板の厚さと呼ぶ．この
時，「$p-x,p]$ の価格帯に存在する指値注文の総量は

$F(x)= \int_{0}^{x}f(y)dy$ (4.1)

で表される．さて，この板において $\psi$ 枚の成行注文を行った場合，板上の指値注文は最良気配か
ら順番に 「喰われていく」事となり，最終的に価格は $F(v)=\psi$ を満たす $v$ の金額分だけ下落す

る．即ち，簡単のため $F$ は真に単調増加とすると，枚数 $\psi$ の執行後の証券価格は $p-F^{-1}(\psi)$ に

減少する事となる．

買い執行についても同様である．即ち，最良売気配値から $x$ 円離れた板の厚さを $f(x)$ とし

$(売却の場合と異なり，f の定義域は (0, \infty)$ となる) $F(x)$ を (4.1) で定義すると，$\psi$ 枚の購入執

20彼等のモデル 連続時間型であるが，執戦略に関しては 「 $N$ 回のみの執行が可能」 という離散時間型の戦略の
クラスに制限しており，その後 $Narrow\infty$ という極限移行を行う事で近似的に連続的な執行戦略を記述している．
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行後の証券価格は $p+F^{-1}(\psi)$ となる．

以上の設定の下で算術ベースのワンショット $MI$ 関数を (2.1) に従い計算すると，売却購入
どちらについても

$g_{A}( \psi)=\frac{F^{-1}(\psi)}{p}$ (4.2)

となる．この時次の命題が成立する．

Proposition 1 $I\subset[0, \infty)$ を任意の区間とする．この時，$g_{A}$ が $I$ 上で convex (あるいは concave)

である事は $f$ が $F^{-1}(I)$ 上単調減少 (あるいは単調増大) である事と同値．

Proof. $F$ が真に単調増大である事及び逆関数の convexity/concavity に関する一般論から明らか
である 口

上の命題の主張は直観的にも自然なものと考えられる: 執行枚数が増加するにつれて板が薄く
なるならば，大規模 (一括) 執行による価格変化はより大きなものとなり，結果として $MI$ 関数

に convex な形状が生じる．逆に，最良気配から離れたところで板が厚くなっているならば，大量
の執行を行ったとしても価格の変化はその厚い板で食い止められるため，$MI$ 関数は concave な
形状を帯びる事となる．

次に幾何ベースで計算した場合について考察する．この場合，(2.2) から $MI$ 関数は以下で与

えられる事が分かる (売却執行と購入執行とで関数の形状が異なるため，ここでは $g_{G}^{a},$ $g_{G}^{b}$ をそれ

ぞれ売却，購入に関する $MI$ 関数として区別して与える事にする)

$g_{G}^{a}( \psi)=-\log(1-\frac{F^{-1}(\psi)}{p}) , g_{G}^{b}(\psi)=\log(1+\frac{F^{-1}(\psi)}{p})$ .

Proposition 2 $I\subset[0, \infty)$ を開区間とし，また $f$ は $F^{-1}(I)$ 上 $C^{2}$ -級とする．この時，

(i) $g_{G}^{a}$ が $I$ 上で convex (あるいは concave) である事の必要十分条件は $f’(q)\leq(p-q)^{-1}f(q)$

(あるいは $\geq$), $q\in F^{-1}(I)$ .

(ii) $g_{G}^{b}$ が $I$ 上で convex (あるいは concave) である事の必要十分条件は $f’(q)\leq-(p+q)^{-1}f(q)$

(あるいは $\geq$), $q\in F^{-1}(I)$ .

Proof. $g_{G}^{a}$ 及び $g_{G}^{b}$の二階導関数を計算すれば良い．口
上の命題から，$MI$ 関数の convexity/concavity に関して算術べースの時とは異なった状況が

生じている事が分かる．まず購入執行について考察すると，Proposition 1 と同様にして，区間 $I$

に対して $F^{-1}(I)$ 上 $f’\geq 0$ ならば，即ち $f$ が単調増大であるならば $g_{G}^{b}$ が concave になる事は
Proposition $2(ii)$ から容易に分かる．一方，$g_{G}^{b}$ が convex になるための自然な十分条件を記述す
るのは困難であるが，例えば $f(q)=1/q$ や $f(q)=e^{-q}$ の場合は $g_{G}^{b}$ の convexity を確認する事

が可能である．一方，売却執行に関しては以下が成り立つ．

Proposition 3 $f$ は $[0,p)$ 上 $C^{2}$ -級とする．

(i) 任意の $v\in(0, F(p))$ を固定し $I_{v}=(v, F(p))$ と置く．この時，$f\in L^{1}((F^{-1}(v),p))$ ならば

$g_{G}^{a}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま I。上決して concave にならない．
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(ii) $|f’(p-)|<\infty$ ならば，$F(p)$ に十分近い $v<F(p)$ に対して $9_{G}^{a}$ は $I_{v}$ 上 convex となる．

Proof (i) について，まず $f\in L^{1}((F^{-1}(v),p))$ より $F(p)<\infty$ である事に注意する．もし $g$ が

ん上で concave となったとすると，Proposition 2(i) から

$(p-r)f’(r)\geq f(r) , r\in(F^{-1}(v),p)$

となる．この両辺を $(F^{-1}(v),p)$ 上積分してから部分積分公式を適用すると

$\int_{F^{-1}(v)}^{p}(p-r)f’(r)dr=-(p-F^{-1}(v))f(F^{-1}(v))+F(p)-v\geq F(p)-v$

となり，ここから $p<F^{-1}(v)$ が得られるがこれは $v$ の定義と矛盾．
(ii) について，まず $f’$ の連続性から明らかに $(0\leq)f(p-)<\infty$ である事が分かる．ここ

で，もし $f’(p-)<0$ であるとすると，ある $q0\in(0,p)$ が存在して $f’(q)<0\leq(p-q)^{-1}f(q)$ ,
$q\in[q0,p)$ となるため，Proposition 2(i) から $g_{G}^{a}$

$|$ま $I_{F(qo)}$ 上 concave となる．$f’(p-)\geq 0$ の場
合は $f(p-)>0$ である事が分かるので，ある $q_{1}\in(0,p)$ が存在して $f(q)\geq f(p-)/2,$ $q\in(q_{1},p)$ .
更に $\lim_{qarrow p}f(q)(p-q)=0$ である事から，ある $q_{2}\in(q_{1},p)$ が存在して

$f’(q)(p-q)< \frac{f(p-)}{2}\leq f(q) , q\in(q_{2},p)$ .

よって再び Proposition 2(i) から $g_{G}^{a}$ が $I_{F(q_{2})}$ 上 convex となる事が分かる．□
本命題の主張については注意が必要である．即ち，$v$ が十分大きい時，比較的緩い条件の下で

$g_{G}^{a}$ は自然に convex となってしまうのである．執行量が小さい時には $g_{G}^{a},$ $g_{G}^{b}$ は $g_{A}$ と近い値に

なる，言い換えれば $g_{A}$ は $g_{G}^{a},$ $g_{G}^{b}$ の一次近似となっていたために関数の形状に大きな差は見られ
ないが 21, 執行量が大きい場合には状況が一変し，$g_{G}^{a}$ の定義に表れる対数関数等の影響によって
「歪み」が生じ，直観と異なるような状況が産まれるのである．

これは単に，LOB を算術モデルで，$MI$ 関数を幾何モデルで記述したが故に生じた現象であ
り，本質的な問題点とは言えないかもしれない．しかし，数理ファイナンスにおいて証券価格過
程に幾何モデルを適用するのは標準的であり従って最適執行問題において幾何的 $MI$ 関数を用い
るのが自然である一方，LOB を幾何モデルによって記述する事が自然とは言えない (例えば呼値
を対数価格によって与える事は現実の市場と整合的でない) 状況に鑑みると，LOB の分析と最適
執行問題の「橋渡し」の部分を考える上で注意しなければならない現象と言えよう．

5 簡易実証分析: 東証株式市場 LOB における小 $\square$執行に対する $MI$ の

関数形

本章では，東京証券取引所 (以下東証) における LOB データを用いて $MI$ 関数の形状に関す

る簡単な実証分析を行う．より具体的には，東証一部上場銘柄 $5O$ 銘柄 (規模の偏りを無くすため，

推計期間において時価総額順に並べてそこから等間隔に銘柄を選択した) の 1分足 5本複数気配
データを用いて，4.2式によって「執行枚数」と「対応する $MI$」のデータを集計し，回帰分析に
よって $MI$ 関数が convex, concave のどちらになりやすいのかを調べる．以下，分析方法及び推
計結果に関して順に解説していく．

21執行量が小さい場合，Proposition $2(i)$ において，$p-q(>0)$ は小さな値となり，$(p-q)^{-1}f(q)\approx O$ と解釈すれ
ば Proposition 1の主張と対応している事が分かる．
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5.1 データ

上述の通り，分析対象のユニバースは企業規模の偏りを持たない東証一部上場 50銘柄とする．
推計期間は 2010年 3月 1 日から 3月 5日までの一週間とし，前場における 1分間隔の 5本複
数気配データ (買い指値のみ) を用いる．なお寄付引けの影響を避けるため，観測時刻は 9:05
から 10:55のものに制限している 22. これにより観測時点数は 111となり 23, 各時点で 5つの複
数気配データが得られるので，回帰分析に用いる観測データ総数は 1銘柄あたり (最大)555と

なる．

各時点 $t$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおいて，データは「気配値 $q_{i}^{t}$」 と「買い指値枚数 $\psi_{i}^{t}$ 」 $(i=1, \ldots, 5)$ となっている

が，これを次の式によって 「 (ワンショット) 執行枚数 $x_{i}^{t}J$ と「 $MI$ コスト $y_{i}^{t}$ 」 $(i=1, \ldots, 5)$ に

変換する:

$x_{i}^{t}= \sum_{j=1}^{i}\psi_{j}^{t}, y_{i}^{t}=1-\frac{q_{i}^{t}}{p^{t}},$

但し $p^{t}$ は $t$ 時点における mid-price (最良買い気配値と最良売り気配値の平均値) である．図 2
はこの変換の概要を表している．

Limlt Order Book $(LO8)$

$(x_{1}, y_{1})$

$(q_{1}, (x_{2}, y_{2})$
$((l2\cdot$ $(X_{3,y_{3})}$

$(q_{3}. (a:_{4}, y_{4})$
$((14\cdot$ $(x5\cdot y_{5})$

$(q_{5}.$

Figure 2: Image of the transformation from $(q_{i}^{t}, \psi_{i}^{t})$ to $(x_{i}^{t}, y_{i}^{t})$ .

5.2 推計式

上で得られたデータのペア $(x_{i}^{t}, y_{i}^{t})(i=1, \ldots, 5, t=0, \ldots, 110)$ を用いて，以下の 3通りの
推計式を用いて回帰分析を行う．なお $\epsilon_{i}^{t}$ は誤差項を表す．

$(a.)y_{i}^{t}=\alpha+\beta x_{i}^{t}+\gamma(x_{i}^{t})^{2}+\epsilon_{i}^{t}$ (切片あり多項式回帰)

$(b.)y_{i}^{t}=\beta x_{i}^{t}+\gamma(x_{i}^{t})^{2}+\epsilon_{i}^{t}$ (切片無し多項式回帰)

$(c.)\log y_{i}^{t}=\alpha+\gamma\log x_{i}^{t}+\epsilon_{i}^{t}$ (対数線形回帰)

22本推計期間においては東証の前場引け時刻は 11:OO であった
23欠損値がある場合はデータ数は減少する．
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$(a.),$ $(b.)$ の場合，二次係数 $\gamma$ の符号によって $MI$ 関数の convexity/concavity の判別が可能で
ある $(\gamma>0 の時は$ convex, $\gamma<0 の時は$ concave $となる)$ $(c.)$ の場合，対応する推計式は
$y_{i}^{t}=C(x_{i}^{t})^{\gamma}$ $($但し $C=e^{\alpha}>0)$ であり，$\gamma>1$ の時は convex, $(0<)\gamma<1$ の時は concave と判
別される．なお (a), (b) の場合，$\gamma$ の正負は二次係数に関する $t$ 値の正負と対応している事に注
意しておく．

5.3 推計結果

上記の手法に従い実際に回帰分析を行った結果が図 3-5である．横軸は銘柄を表しており，縦
左軸は二次回帰係数の $t$ 値 ( $(a.),$ $(b)$ の場合) あるいは $\log x_{i}^{t}$ の係数値 ( $(c)$ の場合) を表し

ている．縦右軸は修正決定係数値である．$t$ 値あるいは $\gamma$ の値が破線 (図 3-4では $0$ , 図 5では
1 $)$ を上回っている場合は $MI$ 関数は convex, 下回っている場合は concave となるが，いずれの
推計式を用いた場合においてもほとんどの銘柄において $MI$ 関数が concave である傾向が見て取
れる 24.

10 1101151$08 08 08$$0$

$0$ $06 06 1 06$$-10$

$\dashv 0$ $04 04 04$$a5$

$02 \ovalbox{\tt\small REJECT} 02$ 02
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Figure 3: $t$-values of the coeffi- Figure 4: $t$-values of the coeffi- Figure 5: Coefficients $\gamma$ in the
cient $\gamma$ in the regression $(a.)$ . cient $\gamma$ in the regression $(b.)$ . regression $(c.)$ .

6 LOB に対するシミュレーション分析

6.1 LOB 及び $MI$ 関数の形状に関する先行研究

前章の分析において，執行枚数が少ない場合の $MI$ 関数が concave な形状となる傾向を見る事
が出来た．一方，最良気配を離れて大きく価格を変化させるような大口執行に対してはこのよう
な傾向が見られるとは限らない．実際，現値から大きく価格の離れた位置にある指値注文は，市
場じかより有利な価格で注文が執行される事によるメリットよりも，市場への注文情報提示に伴
うリスクや非約定リスク，また約定までの資金拘束に伴う機会損失等にょるデメリットの方が上
回るかもしれない．

4章で示したように，もし最良気配から離れた価格帯における板の厚さが価格差と共に薄く
なっていく傾向が見られるならば，$MI$ 関数は convex な形状を帯びてくる事となる．もし最良気
配から何 tick も離れた価格帯における精緻な高頻度複数気配情報を用いる事が出来れば前章と同
様の手法によって $MI$ 関数の形状を調べる事が出来るかもしれないが，データ入手が困難である
だけでなく，そのような指値注文情報は約定の可能性の低さも相侯って信頼性に欠ける可能性も
ある．

24推計期間や時間帯を変えてみた場合もほ同様の傾向が見られた事を注記しておく．
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また，オーダードリブンあるいはハイブリッド型の市場における LOB 及び $MI$ 関数に関して

は，3.1節でも触れたように $S$ 字型の $MI$ 関数を支持しているものが多い．代表的なものとして，

[8] では板の厚さを表す関数 $f$ が

$f(q)=e^{-q} \int_{0}^{q}\frac{1}{r^{1+\alpha}}\sinh rdr+\sinh q\int_{q}^{\infty}\frac{1}{r^{1+\alpha}}e^{-r}dr$ (6.1)

という関数によって近似される事が示されている．ここで $\alpha$ は指値注文流入数に関する幕乗指数

を表すパラメーターである:[8] や [58] では，最良気配からの価格の乖離差 $\delta$ とその価格帯におけ
る指値注文流入数 $M(\delta)$ の間に幕乗則 (power-law) の関係が見られる事が指摘されており，(6.1)
はそれを用いて導かれた関数形である．図 6は (6.1) によって定義される LOB 関数を図示したも
のである．この場合，$f(q)$ は $q=0.9$ 近辺で最大値を持つ “hump-shaped” な関数となっている事

が分かる．この $f$ を用い，(4.2) に従って計算した $MI$ 関数を図示したものが図 7-8である．執
行枚数が少ない時は図 8のように concave な形状となっており前章の結果と整合的であるが，執
行枚数が大きい時は図 7のように convex な形状を帯びている．

$0 5 10 15$$q$

Figure 6: Form of $f(q)$ defined by (6.1). $\alpha$ is set as 0.1.

$0$ 1 2 3 4 $0$ 0. $05$ 0. $1$ 0. $15$ 0. $2$ 0. $25$ 0.3
$\psi$ $\psi$

Figure 7: $MI$ function defined by (4.2) and (6.1). Figure 8: Enlarged view of Figure 7 with small
$\alpha$ is set as 0.1. $\psi.$
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6.2 拡張型 Delattre-Robert-Rosenbaum モデルを用いた分析

前節で紹介した先行研究では，実際の市場での観測に従い最良気配との価格差とその価格帯へ
の指値到着数の間に幕乗則を仮定して $S$ 字型の $MI$ 関数を構築した．この指値注文の到着の仕方
と $MI$ 関数の形状には一般にどのような関係があるであろうか．
本節では，Delattre, Robert 及び Rosenbaum (以下 DRR) による efficient price の推計モデ

ル [13] を一般化させ，複数気配指値注文や成行注文の到着も考慮した拡張型 DRR モデルを提案
し，これを用いて注文到着の分布と $MI$ 関数の形状の関係をシミュレーション分析によって調べる．

6.2.1 拡張型 DRR モデル

[13] では，実際の市場では (呼値の存在や市場流動性の影響等により) 直接観測出来ない証券
の efficient price の動きを調べるために，最良気配における指値注文到着を COX 過程を用いて表
現している．そして，その強度関数を推定するための漸近正規性を持つ推定量が提案されている．
まず時刻 $t$ における efficient price $P_{t}$ はドリフト $0$ , ボラティリティー $\sigma$ を持っブラウン運

動に従うと仮定する 25. この時，$t$ 時における最良買い気配値は $\lfloor P_{t}\rfloor$ となる ( $\lfloor\cdot\rfloor$ は床関数). こ

こで，$t$ 時点までに最良気配値に到着した買い指値注文の総数を $N_{t}^{b}(0)$ と書き，これが強度関数
$\mu^{b}h^{b}(Y_{t})$ を持つ Cox 過程であるとする．但し巧 $=P_{t}-\lfloor P_{t}\rfloor\in[0,1)$ . また $\mu^{b}>0$ であり，$h^{b}$ は
$\int_{0}^{1}h^{b}(y)$ dy $=1$ を満たす非負値関数である 26. ここで $\mu^{b}$ の値及び $h^{b}(\cdot)$ の形状が分かっていたと

するならば，最良気配値への指値注文到着の様子を調べる事で巧がどのあたりの値を取っている
のか，即ち efficient price が最良買い気配からどの程度乖離しているのかに関する情報を得る事が
出来る．

[13] ではいくつかの数学的仮定の下で $\mu^{b}$ 及び $h^{b}(\cdot)$ を推定するための適切な手法が提案され
ているが，本稿ではそこには踏み込まず，代わりに DRR モデルを拡張して LOB のシミュレー
ション分析に用いられるよう，複数気配値への指値注文及び成行注文の到着も合わせてモデル化
する事とする．

DRR モデルと同様に，$N_{t}^{b}(k)$ (または $N_{t}^{a}(k)$ ) を，「最良気配から $k$ 本離れた価格帯における $t$

時までの買い (または売り) 指値注文到着数」 とする ( $k=0$ の時が最良気配に対応している). そ

して，$N_{t}^{b}(k)$ (または $N_{t}^{a}(k)$ ) は強度関数 $\mu^{b}h^{b}(Y_{t}+k)$ (または $\mu^{a}h^{a}(\tilde{Y}_{t}+k)$ , 但し $\tilde{Y}_{t}=\lceil P_{t}\rceil-P_{t},$

鴬は天井関数) を持つ Cox 過程であると仮定する $(k=0,1,2, \ldots)$ ここで $\mu^{b},$ $\mu^{a}>0$ は上と

同様であるが，$h^{b},$ $h^{a}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま $[0, \infty)$ 上定義された非負値関数とし，$\int_{0}^{\infty}h^{b}(y)dy=\int_{0}^{\infty}h^{a}(y)dy=1$ を
満たすとする．また，$t$ 時点までの買い (及び売り) 成行注文到着枚数を $M_{t}^{b}$ (及び $M_{t}^{a}$ ) で表

し，強度パラメーター $\lambda^{b}$ (及び $\lambda^{a}$ ) を持っ Poisson 過程であるとする．また簡単のため，これら
の確率過程は $\sigma(P_{t};t\geq 0)$ の下で全て (条件付) 独立とする．

さて，$F_{t}(l)$ を，価格帯 $l$ における時点 $t$ での指値注文枚数とする．ここで，$F_{t}(l)$ が正の時は
瓦 $(l)$ が買い指値枚数を，負の時は $-F_{t}(l)$ が売り指値枚数を表す事とする．この時，$(F_{t}(l))_{l\in \mathbb{N}}$ は
時刻 $t\}$こおける LOB を表すと解釈出来る．ここでは $(F_{t}(l))_{l}$ の数学的な定式化は省略し，シミュ
レーション手法について中心に解説する．まず終端時刻を $T=1$ とし，区間 $[0,1]$ を $n$ 等分割に

よって離散化する．初期時点における板 $($Fo $(l))_{l}$ は所与であるとし (以下のシミュレーションに

おいては凡 $(l)=1(l\leq\lfloor P_{0}\rfloor),$ $-1(l\geq\lceil P_{0}\rceil)$ , 0(otherwise) とした), また時点 $m/n$ までの板情

$25P_{0}$ が十分大きく $\hslash>$つ観測時間が短い場合，価格が負になる確率は極めて低いため，そのような可能性は無視する．
$26[13]$ では order flow response function と呼ばれている．
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報が与えられた後に $(F_{(m+1)/n}(l))_{l}$ は次の手順によって更新されるとする．ここで，最良買い気
配 $B_{t}^{b}$ 及び最良売り気配 $B_{t}^{a}$ を以下で定義しておく :

$B_{t}^{b}= \sup\{l\in \mathbb{N} ; F_{t}(l)>0\}, B_{t}^{a}=\inf\{l\in \mathbb{N} ; F_{t}(l)<0\}.$

1. (成行買い注文到着) $\Delta M_{(m+1)/n}^{b}$ $:=M_{(m+1)/n}^{b}-M_{m/n}^{b}$ を，強度 $\lambda^{b}/n$ の Poisson 乱数とし

て発生させる．もし $-F_{m/n}(B_{m/n}^{a})\geq\Delta M_{(m+1)/n}^{b}$ ならば $F_{(m+1)/n}(B_{m/n}^{a})=F_{m/n}(B_{m/n}^{a})+$

$\triangle M_{(m+1)/n}^{b}$ と更新する．そうでない場合，$l$ を $- \sum_{k=0}^{\iota}F_{m/n}(B_{m/n}^{a}+k)\geq\Delta M_{(m+1)/n}^{b}$ なる最

小の自然数として $F_{(m+1)/n}(B_{m/n}^{a}+k)=0,$ $k<l,$ $F_{(m+1)/n}(B_{m/n}^{a}+l)= \sum_{k=0}^{l}F_{m/n}(B_{m/n}^{a}+$

$k)+\Delta M_{(m+1)/n}^{b}$ と更新する．

2. (成行売り注文到着) $\Delta M_{(m+1)/n}^{a}:=M_{(m+1)/n}^{a}-M_{m/n}^{a}$ を，強度 $\lambda^{a}/n$ の Poisson 乱数とし

て発生させる．もし $F_{m/n}(B_{m/n}^{b})\geq\Delta M_{(m+1)/n}^{a}$ ならば $F_{(m+1)/n}(B_{m/n}^{b})=F_{m/n}(B_{m/n}^{b})-$

$\triangle M_{(m+1)/n}^{a}$ と更新する．そうでない場合，$l$ を $\sum_{k=0}^{l}F_{m/n}(B_{m/n}^{b}-k)\geq\Delta M_{(m+1)/n}^{a}$ なる最

小の自然数として $F_{(m+1)/n}(B_{m/n}^{b}-k)=0,$ $k<l,$ $F_{(m+1)/n}(B_{m/n}^{b}-l)= \sum_{k=0}^{\iota}F_{m/n}(B_{m/n}^{b}-$

$k)-\triangle M_{(m+1)/n}^{b}$ と更新する．

3. (買い指値注文到着) 各 $k=0,1,2,$ $\ldots,$
$\lfloor P_{m/n}\rfloor-1$ に対して，$\triangle N_{(m+1)/n}^{b}(k)$ $;=N_{(m+1)/n}^{b}(k)-$

$N_{m/n}^{b}(k)$ を強度 $\mu^{b}h^{b}(Y_{m/n}+k)/n$ の Poisson 乱数として発生させ，$F_{(m+1)/n}(\lfloor P_{m/n}\rfloor-k)=$

$F_{m/n}(\lfloor P_{m/n}\rfloor - k)$ $+\triangle N(bm+l,,/n(紛と更新する．但し F_{m/n}(\lfloor P_{m/n}\rfloor-k)<0$ の場合は手順

1. と同様の方法によって最良売り気配から順に $\triangle N_{(m+1)/n}^{b}(k)$ の約定処理を行う．

4. (売り指値注文到着) 各 $k=0,1,2,$ $\ldots$ に対して 27, $\Delta N_{(m+1)/n}^{a}(k)$ $:=N_{(m+1)/n}^{a}(k)-$

$N_{m/n}^{a}(k)$ を強度 $\mu^{a}h^{a}(\tilde{Y}_{m/n}+k)/n$ の Poisson 乱数として発生させ，$F_{(m+1)/n}(\lceil P_{m/n}\rceil+k)=$

$F_{m/n}(\lceil P_{m/n}\rceil+k)-\triangle N_{(m+1)/n}^{a}(k)$ と更新する．但し $F_{m/n}(\lceil P_{m/n}\rceil+k)>0$ の場合は手順

2. と同様の方法によって最良買い気配から順に $\Delta N_{(m+1)/n}^{a}(k)$ の約定処理を行う．

5. (Efficient price 更新) $\xi_{(m+1)/n}$ を標準正規乱数として

$P_{(m+1)/n}=P_{m/n} \exp(-\frac{\sigma^{2}}{2n}+\frac{\sigma}{\sqrt{n}}\xi_{(m+1)/n})$

と更新する 28.

上記手順によって，シミュレーションを行う毎に $T=1$ における $LOB$ $(F_{1}(l))_{l}$ が $\mathbb{R}\mathbb{N}$-値

の乱数として得られる．このシミュレーションを $m$ 回繰り返し，平均値を取る事によって期待
$LOB$ $(\overline{F}_{1}(l))\iota=(E[F_{1}(l)])\iota$ の数値計算を行う．以下簡単のため $\lambda^{b}=\lambda^{a}=:\lambda,$ $\mu^{b}=\mu^{a}=:\mu,$

$h^{b}=h^{a}=:h$ とし，また初期証券価格を島 $=1000$ と設定する．またシミュレーション計算に関
わるタイムステップ数及びイテレーション回数は $n=1000,$ $m=100000$ とする．関数 $h$ の形状

に関しては以下の 3通りの場合を考察する 29.

(i) レイリー分布密度関数: $h(x)_{\overline{\sigma}_{h}}^{x}=\tau\exp(-x^{2}/(2\sigma_{h}^{2}))$ $(\sigma_{h}>0)$

27実際の数値シミュレーションの際は十分大きな $K$ によって打ち切りを行う．
$28[13]$ とは異なり，ここでは幾何ブラウン運動として efficient price をモデル化した．
29他，パレート分布の密度関数を適用する事も考えられる．この場合，指値注文流入数が幕乗則に従うとする [8] や

[58] の設定と対応する事となる．
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(ii) 指数分布分布密度関数: $h(x)=\lambda_{h}\exp(-\lambda_{h}x)$ $(\lambda_{h}>0)$

(iii) 最良気配のみ: $h(x)=1_{[0,1)}(x)$

以上の設定の下，各パラメーターが LOB や $MI$ 関数の形状にどのような影響を与えるか，いく
つかのパラメーター設定の下で $(\overline{F}_{1}(l))_{l}$ のシミュレーション計算を行う事で調べていく事とする．

6.3 $h$ の形状の影響

(i) の場合は $\sigma_{h}$ が大きい程，(ii) の場合は $\lambda_{h}$ が小さい程，関数 $h$ の裾部分は厚くなり，最
良気配値からより離れた価格帯に指値注文が到着しやすくなる．本節では，この $h$ の裾の厚さと
LOB 及び $MI$ 関数との関係について見ていく．

$-2$ $-15$ $-1$ $-0.5$ 0. $5$ 15 2 $-4$ $-3$ $-2$ $-1$ $0$

Figure 9: Forms of LOB in the case of (i). Horizontal axes correspond to the volume of limit
orders (positive: buying, negative: selling). Vertical axes correspond to price levels. Left:
$\sigma_{h}=2$ . Right: $\sigma_{h}=5$ . Other parameters are set as $\sigma=0.05,$ $\mu=1000$ and $\lambda=500.$
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Figure 10: Forms of the $MI$ function in the case of (i). Horizontal axes correspond to execution
volumes $\psi$ (positive: buying, negative: selling). Vertical axes correspond to $g_{A}(\psi).$ Left: $\sigma_{h}=2.$

Right: $\sigma_{h}=5$ . Other parameters are set as $\sigma=0.05,$ $\mu=1000$ and $\lambda=500.$

図 9 (及び図 10) は，(i) において $\sigma_{h}=2,5$ とした時の LOB (及び $MI$ 関数) の形状を表し

たものである．ここで，横軸が正の部分は買い指値 (及び購入執行) を，負の部分は売り指値 (及

び売却執行) を表すものとする．その他のパラメーターは $\sigma=0.05,$ $\mu=1000,$ $\lambda=500$ としてい

る．$\sigma_{h}=2,5$ のいずれの場合についても $MI$ 関数は少量執行に対しては concave, 大量執行に対
してはやや convex な形状となっており，$S$-字型 $MI$ を支持するものとなっている．一方，これら
から $\sigma_{h}$ が小さい方が (即ち $h$ の裾が薄い方が) 板が薄くなり，その結果 $MI$ コストはより大き

くなる傾向が見られる．これは，価格ボラティリティーの影響によって efficient price と最良気配
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値との間に乖離が生じるために起きる現象と考えられる．即ち，$\lfloor P_{t}\rfloor$ が最良売り気配値 $B_{t}^{a}$ より

も割高となった場合，$[B_{t}^{a}, \lfloor P_{t}\rfloor]$ の価格帯に到着する指値買い注文は成行買い注文と同様の役割を
果たし，売り板の厚さを削る効果をもたらすが，$h$ の裾が薄い場合はそのような価格帯への買い

指値到着の割合が多いためそのような現象がより頻繁に生じる事となる．一方，$h$ の裾が厚い場

合には最良気配値水準から離れた価格帯に買い指値注文の到着が起こりやすくなり，それによっ
て買い板はより厚くなるのである (売り指値注文に関しても同様)

$-2$ $-1S$ $-1$ $-05$ 05 $15$ $-2$ $-1S$ $-1$ $-0.5$ $0$ 0. $5$ 15 2

Figure 11: Forms of LOB in the case of (ii). Horizontal axes correspond to the volume of
limit orders (positive: buying, negative: selling). Vertical axes correspond to price levels. Left:
$\lambda_{h}=1$ . Right: $\lambda_{h}=5$ . Other parameters are set as $\sigma=0.05,$ $\mu=1000$ and $\lambda=500.$

$-150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100 150$

Figure 12: Forms of the $MI$ function in the case of (ii). Horizontal axes correspond to execution
volumes $\psi$ (positive: buying, negative: selling). Vertical axes correspond to $g_{A}(\psi)$ . Left: $\lambda_{h}=2.$

Right: $\lambda_{h}=5$ . Other parameters are set as $\sigma=0.05,$ $\mu=1000$ and $\lambda=500.$

次に (ii) の場合を見ていく．図 11-12は $\lambda_{h}=1,5$ の場合の LOB 及び $MI$ 関数の形状を現し

たものである．その他のパラメーター設定は (i) の時と同様に $\sigma=0.05,$ $\mu=1000,$ $\lambda=500$ とし

た．$MI$ 関数の形状は $\lambda_{h}=1,5$ のいずれの場合についても concave となっているが，やはり $\lambda_{h}$

が大きい場合，即ち $h$ の裾が薄い場合の方が $MI$ コストが割高になっている様子が見られる．

6.4 $\sigma$ の影響

本節では価格ボラティリティー $\sigma$ の大きさの影響について調べる．$h$ は (i) のパターンのもの

を用い，パラメーターは $\sigma_{h}=5,$ $\mu=1000,$ $\lambda=500$ とする．

図 13-14は $\sigma=0.01,0.2$ の場合の LOB 及び $MI$ 関数を描いたものである．これと図 9-10
の右図 $(\sigma=0.05)$ より，$\sigma$ が大きい程板が薄く $MI$ コストが大きくなっている様子が見て取れ

る．これは，$\sigma$ が大きいと efficient price の変動幅が大きくなるため，前節で解説した $h$ の裾が
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$-40$ $-30$ $-20$ $-10$ $0$ 10 20 30 40 $-15$ $-1$ $-0.5$ $0$ $os$ 1

Figure 13: Forms of LOB in the case of (i). Horizontal axes correspond to the volume of
limit orders (positive: buying, negative: selling). Vertical axes correspond to price levels. Left:
$\sigma=0.01$ . Right: $\sigma=0.2$ . Other parameters are set as $\sigma_{h}=5,$ $\mu=1000$ and $\lambda=500.$

$-400$ $-300$ $-200$ $-100$ $0$ 100 200 300 $400$ $-150$ $-100$ $-50$ $0$ 50 100 150

Figure 14: Forms of the $MI$ function in the case of (i). Horizontal axes correspond to execution
volumes $\psi$ (positive: buying, negative: selling). Vertical axes correspond to $g_{A}(\psi)$ . Left: $\sigma=$

$0.01$ . Right: $\sigma=0.2$ . Other parameters are set as $\sigma_{h}=5,$ $\mu=1000$ and $\lambda=500.$

薄い場合と同様の現象が起きやすくなるためである．また，$\sigma$ が小さい時程，大量執行に対する
$MI$ 関数の convexity が強まりより $S$ 字型に近付いていく傾向も見られる．

6.5 $\lambda$ の影響

本節では (iii) のパターンにおいて成行注文到着数に関する強度パラメーター $\lambda$ の影響を調

べる．今までと同様に $\sigma=0.05,$ $\mu=1000$ とし，$\lambda=500,100$ のそれぞれの場合に LOB 及び
$MI$ 関数の形状を描いたものが図 15-16である．これらより，成行注文が多い場合 $(\lambda=500)$ の

$MI$ 関数は concave な形状であるのに対して成行注文が少ない場合 $(\lambda=100)$ は $S$ 字型 (少量:

concave, 大量: convex) な形状に近付く傾向が見られる．成行注文の到着は最良気配値近辺の板
を薄くする作用があり，$\lambda$ が大きい場合にはその効果がより大きく表れるため，結果として少量執
行に対する $MI$ 関数の concavity をより強めていると解釈出来る．[52] では，ある程度のボリュー
ムの，しかしオーダーサイズと比較して急激過ぎない成行注文の到着は LOB を “hump-shaped”
にし，結果として $MI$ 関数を $S$ 字型とする作用がある事が指摘されている．本節の分析における
$\lambda=100$ の時の結果はこの指摘と整合的であると考えられる．
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Figure 15: Forms of LOB in the case of (iii). Horizontal axes correspond to the volume of
limit orders (positive: buying, negative: selling). Vertical axes correspond to price levels. Left:
$\lambda=500$ . Right: $\lambda=100$ . Other parameters are set as $\sigma=0.05$ and $\mu=1000.$
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Figure 16: Forms of the $MI$ function in the case of (iii). Horizontal axes correspond to execution
volumes $\psi$ (positive: buying, negative: selling). Vertical axes correspond to $g_{A}(\psi)$ . Left: $\lambda=$

$500$ . Right: $\lambda=100$ . Other parameters are set as $\sigma=0.05$ and $\mu=1000.$

6.6 少量執行 $MI$ 関数が convex となるケース

以上のいずれの分析においても，少量執行に対する $MI$ 関数は concave な形状となる事が多
かった．それでは，少量執行に対しても $MI$ 関数が convex になるのはどのような場合であろう
か．これまでに得られた結果から考察すると，「価格ボラティリティー $\sigma$ が小さく」「指値注文到着

に関する強度関数 $h$ の裾が薄く (かつ強度パラメーター $\mu$ が大きく) 」「成行注文到着の強度パラ
メーター $\lambda$ が小さい」場合と推察される．そこで，パターン (iii) において $\sigma=0.005,$ $\mu=1000,$

$\lambda=1$ としてシミュレーションを行った結果が図 17である．左図の LOB の形状を見ると，最良
気配値に指値注文が集中している様子が見て取れる 30. このような，非常に極端な状況でないと
最良気配値近辺での $MI$ 関数の convexity は表れにくい．言い換えれば，少量執行に対する $MI$

は concave (あるいは linear) な形状が表れるのが自然であると考えられる．

7 Concluding Remarks

本論文では $MI$ 関数の形状，特に convexity/concavity に焦点を当てて理論的及び実証的な観
点から分析を行った．前章のシミュレーションベースの分析においても $MI$ 関数の形状は $S$ 字型，

即ち少量執行では concave, 大量執行では convex となる傾向が見られ，これは 6章で触れたよう

30最良気配値から離れた部分の板は初期値 $(F_{0}(l))_{l}$ によるものである．
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Figure 17: Forms of LOB (left) and the $MI$ function (right) in the case of (iii). Parameter
settings: $\sigma=0.005,$ $\mu=1000$ and $\lambda=1.$

に実証分析に関する先行研究の結果とも整合的である．但し，前章の分析におけるパラメーター
設定は実際の市場と整合的とは限らず，適切な手法によってパラメーターの推定を行う事が望ま
しい．その際，[13] の手法をベースとして高頻度複数気配データによる推定を行う事が考えられ
るが，数理統計学的に適切な性質を持つ推定量を構築する事が今後の課題の一つとして考えられ
る．但し [13] では強度関数 $h^{b}$ に単調性が仮定されており，本論文で提案したモデルにおいては
この仮定は適当ではないため，何らかの工夫をする必要がある．$-$っの方法として，ノンパラメ
トリック推定ではなく $h^{b},$ $h^{a}$ に関数形を当てはめた上でパラメトリック推定を行う事が考えられ

る．あるいは，最良気配から離れた価格帯のデータも用いる場合推定において $Y_{t},\tilde{Y}_{t}$ の影響は軽

微と考え，$(h^{b}(k))_{k=0,1,2},\ldots$ 及び $(h^{a}(k))_{k=0,1,2},\ldots$ の推定のみを行う，という方法も検討の余地があ
ると言える．

また，[31] や [33] では非線形 $MI$ 関数として convex な形状のものを扱っていたが，$S$ 字型 $MI$

関数においても同様に離散時間執行モデルの連続極限を導出する事は可能であると考えられる 31.
しかし，値関数の連続性や HJB 方程式による特徴付けが出来るかどうかは技術的な問題があり，
まだ分かっていない．この部分に関して数学的構造を明らかにする事も今後の課題の一つである．
最適執行問題における理論的研究においては非線形 $MI$ 関数を扱ったモデルはまだそれ程多く

は無いが，ハイブリッド型等の LOB の構造を含んだ取引市場が近年増加している事 ([55]), 及
び我が国の株式市場においてはオーダードリブン型が一般的である事から，非線形な，特に $S$ 字
型のような構造を持った $MI$ 関数を考慮した最適執行モデルの研究が今後ますます重要となると
考えられる．
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