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1 はじめに

将来の資金繰りの悪化や金融市場の混乱への備えとして手元資金を積み増す企業が増加してい

る．企業や事業を持続的に発展させるためには，資金を適切に管理することで資金効率を高め，運

用や再投資に向けることが必要である．資金管理問題は資金在庫費用と取引費用の総和の最小化

を目的とする問題であり，在庫管理モデルの応用として古くから研究されている (Miller and Orr
1966).

資金需要過程がドリフト付きブラウン運動にしたがう場合には 4つの閾値 $(d, D, U, u)$ による

管理方策が最適であることが知られている (Constantinides and Richard 1978, Baccarin 2002,

2009, Guo and Wu 2009). この方策は資金量が $d$以下のとき，$D$ まで資金量を積み増し，$u$ 以上

のときは $U$ まで資金量を減らすことで，総費用の最小化をおこなう．

近年の研究では，災害等による突発的な資金需要を考慮するために，資金需要過程にジャンプ拡

散過程を用いたモデルが注目されている．Bar-Ilan et al. (2004) は複合ボアソン過程を用いて両

側のジャンプ (大量の引き出しと預け入れ) を考慮した資金管理モデルを定式化し，資金管理政策

が 4つの閾値からなることを仮定し，ジャンプの影響を考察している．Bensoussan et al. (2009),

Benkherouf and Bensoussan (2009) は在庫問題に対して，一般的な在庫管理費用の下で複合ポワ
ソン過程を用いて下側のジャンプ (大量需要) を考慮した場合に，最適政策が $(s, S)$ 政策となる

ことを示している．さらに，Yamazaki (2013) は需要過程を一般化し，下側のジャンプをもつレ
ヴイ過程の下で最適政策を示している．

本研究では，突発的な大量資金需要が複合ボアソン過程により発生し，資金需要量 (ジャンプ

幅 $)$ に両側指数分布を仮定する．このとき，4つの閾値による方策が最適であることを明らかに

するとともに，大量需要が閾値に与える影響を数値的に示す．

2 資金管理モデルの定式化

確率空間を $(\Omega, \mathcal{F}, \mathbb{P})$ とする．時刻 $0$ から $t$ までの累積需要 $Z_{t}$ を

$Z_{t}=\mu t+\sigma W_{t}+M_{t}$ (2.1)

とする．ここで，$\mu$ は平均変化率，$\sigma$ はボラティリティ，$W_{t}$ は標準ブラウン運動である．$M_{t}$ は

複合ボアソン過程であり，突発的な大量需要を表す．瓦を強度 $\lambda\geq 0$ のボアソン過程とし，$Y_{i},$
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$i=1,2,$ $\cdots$ を独立で同一な分布に従う確率変数の列とする．また，$Y_{i}$ の確率密度関数を $m()$ と

する． とボアソン過程焼，標準ブラウン運動 $W_{t}$ はそれぞれ互いに独立であると仮定する．複
合ボアソン過程 $M_{t}$ を次式で定義する．

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\sum_{i=1}^{N_{t}}Y_{i}$ . (2.2)

確率変数 $Y_{i}$ は次の確率密度関数をもつ両側指数分布に従うと仮定する．

$m(y)=p_{u}\eta_{1}e^{-\eta_{1}y}1_{\{y\geq 0\}}+p_{d}\eta_{2}e^{\eta_{2}y}1_{\{y<0\}}$ . (2.3)

ここで，正のジャンフ
$\circ$

と負のジャンプが発生する確率をそれぞれ $p_{u},$ $p_{d}\geq 0,$ $p_{u}+p_{d}=1$ とし，

$\eta_{1},$ $\eta_{2}>0$ とする．また，確率変数 $Y_{1}$ の平均を $\mu_{m}\equiv E[Y_{1}]=p_{u}/\eta_{1}-p_{d}/\eta_{2}$ とする．
$\mathcal{F}_{t},$ $t>0$ を $\{W_{s}, M_{s}, 0<s\leq t\}$ の生成する $\sigma$代数とし，$\mathcal{F}_{0}=\{\phi, \Omega\}$ とする．次に，資金管理

政策 $v$ は停止時刻の列 $\tau_{1},$ $\tau_{2},$ $\cdots$ と各停止時刻に対応する確率変数の列 $\xi_{1},$ $\xi_{2},$ $\cdots$ からなり，以下
の条件を満たすものとする．

$\{\begin{array}{l}0<\tau_{1}<\tau_{2}<\cdots<\tau_{i}<\cdots,\tau_{i}arrow\infty, a.s. as iarrow\infty,\xi_{i}\in \mathcal{F}_{\tau_{i}}, \forall i\geq 1.\end{array}$ (2.4)

ここで，$\tau_{i}$ と $\xi_{i}$ はそれぞれ $i$ 回目の資金取引時刻と資金取引量を表す．また，$\gamma/$ を資金管理政策

の集合とする．

資金管理政策 $v=\{(\tau_{i}, \xi_{i}), i=1,2, \cdots\}$ が適用されたとき，時刻 $t$ における資金量 $X_{t^{v}}$ は次式と

なる．

$\{\begin{array}{l}X_{t}^{v}=x-Z_{t}+\sum_{i=1}^{\infty}I_{\{\tau_{i}<t\}}\xi_{i},X_{0}^{v}=x.\end{array}$ (2.5)

ここで，$X_{t}^{v}$ の第 3項は時刻 $t$ までに取引された総資金量を表している．資金を $\xi$ 単位取引する際

に生じる取引費用関数を次式で定義する．

$T(\xi_{i})=\{\begin{array}{l}K_{1}+k_{1}\xi_{i}, \xi_{i}\geq 0 のとき，K_{2}-k_{2}\xi_{i}, \xi_{i}<0 のとき．\end{array}$ (2.6)

$K_{1}>0$ と $k_{1}>0$ はそれぞれ取引により資金量を増やすときに生じる固定費と変動費を表す．同
様に，$K_{2}>0$ と $k_{2}>0$ はそれぞれ資金量を減らすときに生じる固定費と変動費である．取引が
おこなわれていない間は資金の保有不足費用が発生し，その関数を次式で定義する．

$C(x)=\{\begin{array}{ll}hx, x\geq 0 のとき，-px, x<0 のとき．\end{array}$ (2.7)
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ここで，$h>0$ と $p<0$ はそれぞれ資金 1単位当たりの保有費用と不足費用である．保有費用は手
持ち資金を投資に回さないことによる機会損失費用などを表す．

資金量 $x$ と資金管理政策 $v$ が与えられたとき，無限期間における期待総費用は

$J_{x}(v)=E_{x}^{v}[ \int_{0}^{\infty}C(X_{t}^{v})e^{-\alpha t}dt+\sum_{i=1}^{\infty}T(\xi_{i})e^{-\alpha\tau_{i}}|X_{0}^{v}=x]$ (2.8)

で与えられる．ただし，$\alpha>0$ を割引率とする．この期待総費用を最小とする最適な資金管理政策
$v^{*}$ を求める．最小費用関数を

$\phi(x)=\inf_{v\in\gamma}, J_{x}(v)$ (2.9)

とする．

本研究で定義した資金需要過程 (2.1), 取引費用関数 (2.6), 資金保有費用関数 (2.7) の下では，

次の準変分不等式 (Quasi-Variational Inequality) を満たす関数が価値関数 (2.9) に等しいことが知

られている (Davis et al. 2010).

$\mathcal{L}\phi(x)\leq C(x)$ , (210)

$\phi(x)\leq \mathcal{M}\phi(x)$ , (211)

$(\mathcal{L}\phi(x)-C(x))(\phi(x)-\mathcal{M}\phi(x))=0$ . (2.12)

ここで，

$( \mathcal{L}\phi)(x) = -\frac{1}{2}\sigma^{2}\phi"(x)+\mu\phi’(x)+\alpha\phi(x)-\lambda\int_{-\infty}^{\infty}(\phi(x-y)-\phi(x))m(y)dy$ , (2.13)

$( \mathcal{M}\phi)(x) = \inf_{\xi}\{T(\xi)+\phi(x+\xi)\}$ . (2.14)

(2.10) 式は微小時間の間に取引が実施されない場合に，微小時間の前後の期待総費用を比較する
ことにより得られる不等式である．(2.11) 式は取引の前後で期待総費用を比較することから得ら

れる不等式である．(2.12) 式は任意の時刻において取引を実施するか否かのいずれかが選択され

ることを表している．

3 資金管理政策の導出

仮定 1 取引費用の変動費と資金の保有不足費用との関係を以下のように仮定する．

(i) $h-\alpha k_{2}>0$

(ii) $p-\alpha k_{1}>0$

仮定 1(i) は $\frac{h}{\alpha}>k_{2}$ と表すことができるため，資金 1単位を現在から永久的に保持したときの現在
割引費用よりも取引変動費用の方が小さいことを意味する．したがって，この不等式を満たさな

ければ取引は実施されない．同様に，仮定 1(ii) は資金 1単位についての品切れ費用の現在割引費

用と取引費用の関係を意味している．この場合も，不等式を満たさなければ，取引するよりも資
金が品切れしている方が費用が小さいため，取引は実施されない．

36



定理 1仮定 1の下で以下が成り立つ．

(i) 継続領域 $C$ と実行領域 $\mathcal{A}$ がそれぞれ

$C:=\{x\in \mathbb{R}:\phi(x)<\mathcal{M}\phi(x)\}=(d, u)$ , (3.1)

$\mathcal{A}:=\{x\in \mathbb{R}:\phi(x)=\mathcal{M}\phi(x)\}=(-\infty, d]\cup[u,+\infty)$ (32)

となる定数 $-\infty<d<u<\infty$ が存在する．

(ii) (2.の式で定義された価値関数 $\phi(x)$ は次式を満たす．

$\{\begin{array}{ll}\mathcal{L}\phi(x)=C(x) , d<x<u のとき，\phi(x)=\phi(d)+k_{1}(d-x) , x\leq d のとき，\phi(x)=\phi(u)+k_{2}(x-u) , x\geq u のとき．\end{array}$ (3.3)

(iii) 次式を満たす $D\in(d, +\infty)$ と $U\in(-\infty, u)$ が存在する．

$\phi’(d)=\phi’(D)=-k_{1}$ , (3.4)

$\phi’(u)=\phi’(U)=k_{2}$ , (3.5)

$\phi(d)=\phi(D)+K_{1}+k_{1}(D-d)$ , (3.6)

$\phi(u)=\phi(U)+K_{2}-k_{2}(U-u)$ , (3.7)

定理 1は Guo and Wu (2009) と同様に，以下のステップで証明される．

補題 1資金量が $x_{0}\in \mathcal{A}$ のとき，取引後の期待総費用を最小とする取引量を

$\xi_{0}\in\Xi(x_{0}) :=\{\xi\in \mathbb{R}:\mathcal{M}\phi(x_{0})=\phi(x_{0}+\xi)+T(\xi)\}$ , (3.8)

とする．このとき，取引の前後で資金量における価値関数 $\phi$ の傾きは等しい．

$\phi’(x_{0})=\phi’(x_{0}+\xi_{0})=\{\begin{array}{ll}-k_{1}, \xi_{0}\geq 0 のとき，k_{2}, \xi_{0}<0 のとき．\end{array}$ (3.9)

補題 2資金量 $x_{0}\in \mathcal{A}$ と取引量 $\xi_{0}\in\Xi(x_{0})$ において，

(i) $x_{0}>0$ ならば $\xi 0<0,$ $\phi’(x_{0})=k_{2},$

(ii) $x_{0}<0$ ならば $\xi_{0}>0,$ $\phi’(x_{0})=-k_{1}.$

補題 2は取引をおこなう際に，資金量が正ならば資金レベルを下げる．また，資金量が負ならば
取引により資金レベルを上げることを意味する．
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補題 3積分方程式 $\mathcal{L}\phi=C$ の一般解は

$\phi(x)=\{\begin{array}{l}A_{1}e^{\beta_{1}x}+A_{2}e^{\beta_{2}x}-R_{X}\alpha+*_{\alpha}(\mu+\lambda\mu_{m}) , x\leq 0 のとき，A_{3}e^{\beta_{3}x}+A_{4}e^{\beta_{4}x}+\frac{h}{\alpha}x-\frac{h}{\alpha}\tau(\mu+\lambda\mu_{m}) , 0\leq x のとき．\end{array}$ (3.10)

ここで，定数 $\beta_{i},$ $i=1,2,3,4$ は方程式 $G(\theta)=\alpha$ の解である．ただし，

$G( \theta)=-\mu\theta+\frac{1}{2}\sigma^{2}\theta^{2}+\lambda(\frac{p_{u}\eta_{1}}{\eta_{1}+\theta}+\frac{p_{d}\eta_{2}}{\eta_{2}-\theta}-1)$ . (3.11)

また，定数 $\beta_{i},$ $i=1,2,3,4$ の大小関係は

$-\infty<\beta_{4}<-\eta_{1}<\beta_{3}<0<\beta_{2}<\eta_{2}<\beta_{1}<\infty$ . (3.12)

さらに，定数 $A_{j},$ $j=1,$ $\cdots,$
$4$ は次の連立一次方程式の解である．

$(\begin{array}{llll}1 l -1 -1\beta_{1} \beta_{2} -\beta_{3} -\beta_{4}\frac{1}{\eta_{1}+\beta_{1}} \frac{1}{\eta_{1}+\beta_{2}} -\frac{1}{\eta_{1}+\beta_{3}} -\frac{1}{\eta_{1}+\beta_{4}}\frac{1}{\eta_{2}-\beta_{1}} \frac{1}{\eta_{2}-\beta_{2}} -\frac{1}{\eta_{2}-\beta_{3}} -\frac{1}{\eta_{2}-\beta_{4}}\end{array})(\begin{array}{l}A_{1}A_{2}A_{3}A_{4}\end{array})$ $=$ $(\begin{array}{l}-\tau_{\alpha}^{1}(h+p)(\mu+\lambda\mu_{m})\frac{1}{\alpha}(h+p)-=^{1}2\eta_{1}\alpha(h+p)(\alpha+\eta_{1}(\mu+\lambda\mu_{m}))=^{1}2\eta_{2}\alpha(h+p)(\alpha-\eta_{2}(\mu+\lambda\mu_{m}))\end{array})$ (3.13)

補題 4仮定 1が成り立つとき，継続領域 $C$ は区間 $(-\infty, d)$ と $(u, +\infty)$ を含まない ただし，
$d\leq+\infty,$ $-\infty\leq u.$

補題 5継続領域 $C$ は連結している．

定理 1の証明．

(i) 補助定理 4と補助定理 5より，継続領域 $C$ は連結しているため $C=(d, u)$ であり，実行領域
は $\mathcal{A}=(-\infty, d]\cup[u, +\infty)$ となる．

(ii) 資金量が $x\geq u$ のとき，取引が実行され，その取引量を $\xi\in\Xi(x)$ とする．取引後の資
金量は $x+\xi\in C$ であることから，取引量 $\xi$ は負である．したがって，補助定理 1より，
$\phi’(x)=-k_{1}$ の両辺を積分して $\phi(x)=\phi(u)+k_{2}(x-u)$ を得る．同様に，$x\leq d$ のとき，

$\phi(x)=\phi(d)+k_{1}(d-x)$ となる．

(iii) 資金量 $x=u$ のとき，取引量を $\xi\in\Xi(u)$ とする．また，取引後の資金量は $U=u+\xi\in \mathcal{C}=$

$(d, u)$ . したがって，補助定理 1より，$\phi’(u)=\phi’(U)=k_{2}$ を得る．さらに，(2.12) 式より，
$\phi(u)=\mathcal{M}\phi(u)=\phi(U)+K_{2}-k_{2}(U-u)$ となる．
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命題 1(3.3) 式を満たす関数 $\phi(x)$ は

$\phi(x)=\{\begin{array}{l}\phi(d)+k_{1}(d-x) , x\leq d のとき，(A_{1}+A_{5})e^{\beta_{1}x}+(A_{2}+A_{6})e^{\beta_{2}x}+A_{7}e^{\beta_{3}x}+A_{8}e^{\beta_{4}x}-R_{X}\alpha+4_{\alpha}(\mu+\lambda\mu_{m}) , \min\{d, 0\}\leq x\leq 0 のとき，(3.14)(A_{3}+A_{7})e^{\beta_{3}x}+(A_{4}+A_{8})e^{\beta_{4}x}+A_{5}e^{\beta_{1}}x+A_{6}e^{\beta_{2}}x+\frac{h}{\alpha}x-\overline{\alpha}^{T}h(\mu+\lambda\mu_{m}) , 0\leq x\leq u のとき，\phi(u)+k_{2}(x-u) , u\leq x のとぎ\end{array}$

ここで，定数 $A_{i},$ $i=1,$ $\cdots,$
$4$ は (3.13) 式の解である．さらに，閾値 $d,$ $D,$ $U,$ $u$ と定数 4,

$i=5,$ $\cdots,$
$8$ は (3.4) 式，(3.5) 式と

$(\begin{array}{llll}\frac{e^{\beta_{1}d}}{\eta_{1}+\beta_{1}} \frac{e^{\beta_{2}d}}{\eta_{1}+\beta_{2}} \frac{e^{\beta_{3}d}}{\eta_{1}+\beta_{3}} \frac{e^{\beta_{4}d}}{\eta_{1}+\beta_{4}}e^{\beta_{1}d} e^{\beta_{2}d} e^{\beta_{3}d} e^{\beta_{4}d}e^{\beta_{1}u} e^{\beta_{2}u} e^{\beta_{3}u} e^{\beta_{4}u}\frac{e^{\beta_{1}u}}{\eta_{2}-\beta_{1}} \frac{e^{\beta_{2}u}}{\eta_{2}-\beta_{2}} \frac{e^{\beta_{3}u}}{\eta_{2}-\beta_{3}} \frac{e^{\beta_{4}u}}{\eta_{2}-\beta_{4}}\end{array})(\begin{array}{l}A_{5}A_{6}A_{7}A_{8}\end{array})=(\begin{array}{l}-\frac{A}{\eta_{1}}+\overline{\beta_{1\overline{\eta}_{2}+}}e^{\beta_{1}d}-\simeq_{\overline{\beta_{2}}^{e+\frac{1}{\eta_{1}}\chi_{1}(d,D)}}-\phi_{1}(d)+\phi(D)+K_{1}+k_{1}(D-d)-\phi_{2}(u)+\phi(U)+K_{2}+k_{2}(u-U)-\frac{A_{3}}{\eta_{2}-\beta_{3}}e^{\beta_{3}u}-\frac{A_{4}}{\eta_{2}-\beta_{4}}e^{\beta_{4}u}+\frac{1}{\eta_{2}}\chi_{2}(u,U)\end{array})$ (3.15)

の解である．ただし，

$\chi_{1}(d, D) = \phi(D)+K_{1}+k_{1}(D-d+\frac{1}{\eta_{1}})+\frac{p}{\alpha}(d-\frac{1}{\eta_{1}})-\frac{p}{\alpha^{2}}(\mu+\lambda\mu_{m})$ , (3.16)

$\chi_{2}(u, U) = \phi(U)+K_{2}+k_{2}(u-U+\frac{1}{\eta_{2}})-\frac{h}{\alpha}(u+\frac{1}{\eta_{2}})+\frac{h}{\alpha^{2}}(\mu+\lambda\mu_{m})$ . (3.17)

4 数値計算

本節では，資金量を上方に調節する場合 (取引量が正) に限定して数値計算をおこない，ジャン
プに関するパラメータが閾値に与える影響を考察する．補題 1において，$uarrow\infty,$ $A_{5}=A_{6}=0$

のとき，資金管理政策は $(d, D)$ となる．

表 1の値を用いて数値計算をおこなう．図 1にジャンプに関するパラメータと閾値との関係を
示す．図 1(左上) が示すように，ジャンプの平均的な発生回数 $\lambda$ は閾値にほとんど影響を与えな

いことがわかる．これは表 1において，正のジャンプと負のジャンプの発生確率およびジャンプ
幅のパラメータを等しく設定しているためである．図 1(右上) は正のジャンプ発生確率と閾値

の関係を示している．大量需要が起きやすくなるほど，資金不足となる可能性が高まる．そのた
め，閾値 $d$ と $D$ を高く設定し，早い時期に資金調整をおこない，資金レベルを高い水準に保つこ
とで資金不足に備えていることがわかる．図 1の左下と右下の図はそれぞれ正のジャンプ幅と負
のジャンプ幅のパラメータを変化させたときの閾値を表している．ジャンプ幅は両側指数分布に
従うため，正のジャンプ幅および負のジャンプ幅の平均はそれぞれ $1/\eta_{1}$ と $1/\eta_{2}$ である．したがっ
て，$\eta_{1}$ が小さいほど，正のジャンプが発生したときの資金需要が平均的に大きくなり，資金不足
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となる可能性が高まる．そのため，資金調節後の資金レベル $D$ を高くし，保有する資金量を増や

している．また，$\eta_{2}$ が小さいほど，負のジャンプが起きたときに預け入れられる資金量が平均的
に大きくなるため，資金余剰となる．したがって，この場合には閾値を低く設定し，資金レベル

を低く維持する．

図 2は左上は資金需要過程のボラティリティと閾値との関係を示しており，資金需要の不確実

性が高まるほど，閾値 $d$ を低くし，取引回数を減らすことで，取引費用を減らしていることがわ

かる．図 2の右上より，資金不足費用が大きい場合には，閾値 $d$ を高く設定することで資金不足

量を減らしている．また，図 2の右下と左下の図はそれぞれ取引費用の変動費と固定費に関する

分析結果である．変動費と比較して，固定費の変化は閾値に大きく影響することがわかる．固定

費が高くなるほど，閾値 $d$ は減少し，閾値 $D$ は増加する．これより，固定費が高いほど，取引回

数が減少するとともに 1回の取引量が増加することがわかる．

5 おわりに

本研究では，資金管理問題において突発的な大量需要をジャンプ過程を用いて定式化をおこな

い，ジャンプ幅が両側指数分布にしたがう場合に資金管理政策が 4つの閾値からなることを示し

た．資金調節を上側に限定した場合について，数値計算をおこない各パラメータが閾値に与える

影響を考察した．その結果，ジャンプの発生確率，ボラティリテイ，固定取引費用が閾値に大きく

影響することを確認した．

今後の研究では，両側調節の場合についての数値計算や閾値に関する定性的な性質を明らかに

することを目標とする．また，本研究では在庫費用関数に線形関数を仮定したが，この関数を一

般化し，より現実的な問題に応用したい．
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