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1 序

本稿では，非コンパクト型対称空間と呼ばれる完備リーマン多様体上の Laplace-Beltrami 作用素に対
する散乱理論について考察する．非コンパクト型対称空間の具体例は，実双曲空間，複素双曲空間，有
界対称領域等である．対称空間上の調和解析の理論については，例えば Helgason による著書 [41, [5],

[6] を参照のこと．

この節では，Euclid 空間上の Laplace 作用素に対する Agmon-H\"ormanderの結果について復習する

(詳細は [21, または [8], Chapter XIV を参照). 始めに，Euclid 空間上の Agmon-H\"ormander型の空間

$B(\mathbb{R}^{n}),$ $B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ を導入する．1次元 Euclid 空間 $\mathbb{R}^{1}$ の部分集合の族 $\{\Omega_{j}\}_{j\in Z_{\geq 0}}$ を以下で定義する．

$\Omega_{0}:=\{t\in \mathbb{R}^{1};|t|<1\}, \Omega_{j}:=\{t\in \mathbb{R}^{1};2^{j-1}\leq|t|<2^{j}\} (j\in \mathbb{Z}_{>0})$ .

$\chi_{\Omega_{j}}(t)$ を集合 $\Omega_{j}\subset \mathbb{R}^{1}$ の特性関数とする．局所 2乗可積分関数 $f\in L_{1oc}^{2}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，ノルム
$\Vert f\Vert_{B(R^{n})}$ を以下で定義する．

$\Vert f\Vert_{B(\mathbb{R}^{n})}:=\sum_{j=0}^{\infty}2^{j/2}\Vert\chi_{\zeta\}_{j}}(|x|)f\Vert_{L^{2}(R^{n})}.$

ここで，
$B(\mathbb{R}^{n}):=\{f\in L_{1oc}^{2}(\mathbb{R}^{n});\Vert f\Vert_{B(\mathbb{R}^{n})}<\infty\}$

とおくと，ノルム空間 $(B(\mathbb{R}^{n}), \Vert\cdot\Vert_{B(R^{n})})$ は Banach 空間となる．このとき，双対空間 $B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ は双線

形形式 $(u, f) \mapsto\int_{\mathbb{R}^{n}}u(x)f(x)dx$ により，$L_{1\circ c}^{2}(\mathbb{R}^{n})$ の部分空間として，以下のように実現される．局所
2乗可積分関数 $u\in L_{1\circ c}^{2}(\mathbb{R}^{n})$ に対して，ノルム $\Vert u\Vert_{B(\mathbb{R}^{n})}$ . を以下で定義する．

$\Vert u||_{B(R^{n})}\cdot:=\sup_{j\in Z_{\geq 0}}\{2^{-j/2}\Vert\chi_{f1_{j}}(|x|)u\Vert_{L^{2}(R^{n})}\}.$

ここで，
$B(\mathbb{R}^{n})^{*}:=\{u\in L_{1oc}^{2}(\mathbb{R}^{n});\Vert u\Vert_{B(\mathbb{R}^{n})}\cdot<\infty\}$

とおくと，ノルム空間 $(B(\mathbb{R}^{n})^{*}, \Vert . \Vert_{B(R^{n})}\cdot)$ は Banach 空間となる．Banach空間 $B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ に対して，あ
る正定数 $C$ が存在して以下のノルムの同値性が成り立つ．

$C^{-1} \Vert u\Vert_{B(R^{n})}\cdot\leq(\sup_{R>1}\frac{1}{R}\int_{|x|<R}|u(x)|^{2}dx)^{1/2}\leq C\Vert u\Vert_{B(\mathbb{R}^{n})}\cdot\cdot$
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Banach 空間 $B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ に同値関係 $\simeq$ を次のように定める．

$u_{1} \simeq u_{2}:0\lim_{R\infty}\frac{1}{R}\int_{|x|<R}|u_{1}(x)-u_{2}(x)|^{2}dx=0.$

上述の同値関係の定義において，積分領域 $\{x\in \mathbb{R}^{n};|x|<R\}$ を，円環領域 $\{x\in \mathbb{R}^{n};aR<$ 国 $<bR\}$

$(0<a<b<\infty)$ に置き換えても同じ同値関係が得られる．つまり，$u\simeq O$ とは，$u$ が平均 $L^{2_{-\nearrow}}$ルム

の意味で無限遠において境界値 0を持つ事と解釈できる．
$x,$ $\xi\in \mathbb{R}^{n}$ に対して，Euclid空間上の標準内積を $\langle x,$ $\xi\rangle:=\sum_{j_{=1^{Xj}}}^{n}\xi_{j}$ にょり定義する．Euclid空間上

の Fourier変換を以下で定義する．

$\mathcal{F}_{\mathbb{R}^{n}}u(\xi):=(2\pi)^{-n/2}\int_{\mathbb{R}^{n}}e^{-i\langle x,\xi\rangle}u(x)dx, u\in L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ .

$\Delta_{\mathbb{R}^{n}}=\sum_{j_{=1}}^{n}\partial^{2}/\partial x_{j}^{2}$ を Euclid 空間上の Laplace 作用素とし，$H_{00}=-\Delta_{\mathbb{R}^{n}}$ を $\mathcal{D}(H_{00})=H^{2}(\mathbb{R}^{n})$

を定義域とする $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ 上の自己共役作用素とする．ここで，$H^{2}(\mathbb{R}^{n})$ は Euclid空間における 2階の
Sobolev空間である．$\mathbb{R}\pm:=\pm(0, \infty)\subset \mathbb{R}$ とおく．$n$ 次元 Euclid 空間 $\mathbb{R}^{n}$ 上の Lebesgue 測度 $dx$ から

誘導される，単位球面 $S^{n-1}$ 上の標準測度を $d\sigma(\omega)$ とおく．また，$L^{2}(S^{n-1})$ $:=L^{2}(S^{n-1}, d\sigma)$ とおく．
このとき，自己共役作用素 $H_{00}$ のスペクトル表示

$\gamma_{00}:L^{2}(\mathbb{R}^{n})arrow^{\vee}L^{2}(\mathbb{R}_{+};L^{2}(S^{n-1}), d\tau)$

が Fourier変換を用いて以下で与えられる．

$\gamma_{00}f(\tau):=2^{-1/2_{\mathcal{T}}(n-2)/4}\mathcal{F}_{\mathbb{R}^{n}}f(\sqrt{\tau}\cdot) , a.e. \tau\in \mathbb{R}+\cdot$

また，$f\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n}),$ $\tau>0$ に対して

$\gamma_{00}(\tau)f(\omega):=2^{-1/2_{\mathcal{T}}(n-2)/4}\mathcal{F}_{\mathbb{R}^{n}}f(\sqrt{\tau}\omega) , \omega\in S^{n-1}$

と定義する．このとき，$\gamma_{00}(\tau)$ は Banach 空間 $B(\mathbb{R}^{n})$ から $L^{2}(S^{n-1})$ への有界線形作用素に一意的に
拡張され，$f\in B(\mathbb{R}^{n})$ に対して以下が成り立つ．

$(\gamma_{00}f)(\tau)=\gamma_{00}(\tau)f$, a.e. $\tau\in \mathbb{R}_{+}.$

共役作用素 $\gamma_{00}(\tau)^{*}:L^{2}(S^{n-1})arrow B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ は Poisson 変換を用いて

$\gamma_{00}(\tau)^{*}\varphi(x)=2^{-1/2_{\mathcal{T}}(n-2)/4}(2\pi)^{-n/2}\int_{S^{n-1}}e^{i\sqrt{\tau}\langle x,\omega\rangle}\varphi(\omega)d\sigma(\omega)$

と表わされる．

Agmon-H\"ormander により以下の結果が得られている．
定理 1.1 ([2]). 任意の $\tau>0$ に対して，以下の Banach 空間としての同型が成り立つ．

$\gamma_{00}(\tau)^{*}:L^{2}(S^{n-1})\simarrow\{u\in B(\mathbb{R}^{n})^{*};(-\Delta_{\mathbb{R}^{n}}-\tau)u=0\}.$

さらに，$\tau>0,$ $\varphi\in L^{2}(S^{n-1})$ に対して一般化固有関数 $\gamma_{00}(\tau)^{*}\varphi$ は以下の漸近展開を満たす．

$\gamma_{00}(\tau)^{*}\varphi(x)\simeq C(\tau)|x|^{-(n-1)/2}e^{+i\sqrt{\tau}|x|}\varphi(+x/|x|)$

$+\overline{C(\tau)}|x|^{-(n-1)/2}e^{-i\sqrt{\tau}|x|}\varphi(-x/|x|)$.

ただし，$C(\tau)=2^{-1}\pi^{-1/2}e^{-(n-1)\pi i/4}\tau^{-1/4}.$
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この定理により，Banach 空間 $B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ に属し，自己共役作用素 $H_{00}=-\Delta_{\mathbb{R}^{n}}$ の正のスペクトルに

対応する一般化固有関数は，Poisson 変換による $\varphi\in L^{2}(S^{n-1})$ の像として与えられることが分かる．

そして，一般化固有関数 $\gamma_{00}(\tau)^{*}\varphi$ は無限遠において，外向き，内向きの球面波で近似されることが分
かる．

$s\in \mathbb{R}$ に対して，重み付き $L^{2}$ -空間 $L^{2,s}(\mathbb{R}^{n})$ を $L^{2_{8}},(\mathbb{R}^{n})$ $:=(1+国^{}2)^{-s/2}L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ と定義する．ま
た，Banach 空間 $B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ の閉部分空間 $B^{o}(\mathbb{R}^{n})^{*}$ を以下で定義する．

$B^{o}(\mathbb{R}^{n})^{*}:=\{u\in B(\mathbb{R}^{n})^{*};u\simeq 0\}.$

このとき，任意の $s>1/2$ に対して以下の包含関係が成り立つ事に注意する．

$L^{2}(\mathbb{R}^{n})\subset L^{2,-1/2}(\mathbb{R}^{n})\subset\mathring{B}(\mathbb{R}^{n})^{*}\subset B(\mathbb{R}^{n})^{*}\subset L^{2,-s}(\mathbb{R}^{n})$ .

以下の Rellich 型の定理から，Banach 空間 $B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ は次の意味で，自己共役作用素 $H_{00}=-\Delta_{R^{n}}$ の正

のスペクトルに対応する最小の解空間となることが分かる．

系 L2 (Rellich 型定理). $\tau>0$ に対して，$u\in B(\mathbb{R}^{n})^{*}$ が以下を満たすと仮定する．

$(-\Delta_{R^{n}}-\tau)u=0,$

$u\simeq 0.$

このとき，$u=0$ が成り立つ．

2 実双曲空間上の Helgason Founier変換

この節では，実双曲空間上の Helgason Fourier変換を導入する．詳細については [5] を参照のこと．
$B^{n}=\{x\in \mathbb{R}^{n};|x|<1\}$ とおく．単位開球 $B^{n}(n\geq 2)$ 上で以下の Poincar\’e 計量を考える．

$g_{P}= \frac{4}{(1-|x|^{2})^{2}}(dx_{1}\otimes dx_{1}+\cdots+dx_{n}\otimes dx_{n})$ .

このとき，Riemam多様体 $\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}=(B^{n}, g_{P})$ は，連結，単連結，非コンパクト，完備 Riemarm 多様体とな

り，断面曲率 $K_{\mathcal{H}_{R}^{n}}$ は $K$環
$\equiv-1$ を満たす．$\mathcal{H}_{R}^{n}=(B^{n}, g_{P})$ は実双曲空間の Poincar\’e ball model と呼

ばれる．$\mathcal{H}_{R}^{n}$ 上の Riemann 測度 $d\mu(x)$ は

$d \mu(x)=(\frac{2}{1-|x|^{2}})^{n}dx$

で与えられる．$d(x, y)$ を $\mathcal{H}_{R}^{n}$ 上の測地距離とする．特に，原点 $0$ と $x\in B^{n}$ の測地距離は以下で与え

られる．

$d(x, 0)= \log(\frac{1+|x|}{1-|x|})$ .

ここで，$\mathcal{H}_{R}^{n}\cross S^{n-1}$ 上の $c\infty$ -級関数 $A(x, b)$ を以下で定める．

$A(x, b) := \log(\frac{1-|x|^{2}}{|x-b|^{2}})$ . (2.1)
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$\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}$ を実双曲空間 $\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}$ 上の Laplace-Beltrami 作用素とする．$\rho:=(n-1)/2$ とおく．このとき，Poisson
核の複素幕

$e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}=( \frac{1-|x|^{2}}{|x-b|^{2}})^{(i\lambda+\rho)} \lambda\in \mathbb{C}$

は以下を満たす．

$-\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}=(\lambda^{2}+\rho^{2})e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}.$

実双曲空間上においては，Poisson核の複素幕 $e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}$ が Euclid空間上の波動関数 $e^{i\langle x,\xi)}$ に対応

している．実双曲空間上において，$f\in C_{0}^{\infty}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ に対する Helgason Fourier変換 $\mathcal{F}f$ が以下で定義さ
れる．

$\mathcal{F}f(\lambda, b)=\int_{\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}}e^{(-i\lambda+\rho)A(x,b)}f(x)d\mu(x), (\lambda, b)\in \mathbb{R}\cross S^{n-1}.$

実双曲空間上の Helgason Fourier変換に対して，以下が成り立つことが知られている:
(i) (Fourier反転公式) 任意の $f\in C_{0}^{\infty}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ に対して，以下の反転公式が成り立つ．

$f(x)=2^{-1}c_{n}^{2} \int_{\mathbb{R}\cross S^{n-1}}e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}\mathcal{F}f(\lambda, b)|c(\lambda)|^{-2}d\lambda d\sigma(b)$.

ここで $\omega_{n-1}:=vol(S^{n-1}),$ $c_{n}$ $:=(2\pi)^{-1/2}2^{\rho}\omega_{n-1}^{-1}$ . また，$c(\lambda)$ は Harish-Chandra $c$-関数とよば
れ，以下で定義される (命題 3.1を参照).

$c( \lambda)=\frac{2^{2\rho-1}\Gamma(\rho+\frac{1}{2})\Gamma(i\lambda)}{\pi^{1/2}\Gamma(i\lambda+\rho)}, \lambda\in \mathbb{C}.$

ここで，$\Gamma(z)(z\in \mathbb{C})$ はガンマ関数である．

(ii) (Plancherel の定理) $L^{2}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ $:=L^{2}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}, d\mu),$ $dp(\lambda, b)=c_{n}^{2}|c(\lambda)|^{-2}d\lambda d\sigma(b)$ とおく．Helgason
Fourier変換 $\mathcal{F}$ は，$L^{2}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ から $L_{W}^{2}(\mathbb{R}\cross S^{n-1},2^{-1}dp)$ へのユニタリ同型へー意的に拡張される．

$\mathcal{F}:L^{2}(\mathcal{H}_{\mathbb{R})arrow L_{W}^{2}(\mathbb{R}\cross S^{n-1},2^{-1}dp)}^{n\sim}.$

ここで，$\psi\in L_{W}^{2}(\mathbb{R}\cross S^{n-1},2^{-1}dp)$ とは，$\psi\in L^{2}(\mathbb{R}\cross S^{n-1},2^{-1}dp)$ かつ，ほとんど至る所の
$(\lambda, x)\in \mathbb{R}\cross \mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}$ に対して

$\int_{S^{n-、}}e^{(-i\lambda+\rho)A(x,b)}\psi(-\lambda, b)db=\int_{S^{n-1}}e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}\psi(\lambda, b)db$ (2.2)

を満たすことである．

また，Helgason Fourier 変換による像が満たす対称性 (2.2) を用いると，値域の関数空間の定義域を
制限した場合に，以下のユニタリ同型が成り立つことが分かる．

$\mathcal{F}:L^{2}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})arrow^{-}L^{2}(\mathbb{R}\pm\cross S^{n-1}, dp)$ .

ここで，$|c(\lambda)|^{-2}$ は空間次元の偶奇に依存して以下で与えられることに注意する．

(i) $n=2k+1$ のとき，

$|c( \lambda)|^{-2}=2^{-2(k-1)}\{(2k-1)!!\}^{-2}\prod_{j=0}^{k-1}(\lambda^{2}+j^{2})$.

ここで $(2k-1)!!;=(2k-1)\cdot(2k-3)\cdots\cdot\cdot 3\cdot 1.$
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(ii) $n=2k$ のとき，

$|c( \lambda)|^{-2}=2^{-2(k-1)}\{(2k-2)!!\}^{-2}\frac{\pi\lambda\tanh(\pi\lambda)}{\lambda^{2}+2^{-2}}\prod_{j=0}^{k-1}\{\lambda^{2}+(\frac{2j-1}{2})^{2}\}.$

ここで $(2k-2)!!:=(2k-2)\cdot(2k-4)\cdots\cdot\cdot 4\cdot 2(k\geq 2)$ . また $0!!;=1$ とする．

次に，ホロ球と呼ばれる実双曲空間の部分多様体を定義する．$(t, b)\in \mathbb{R}\cross S^{n-1}$ に対して，ホロ球
$\xi(t, b)$ を以下で定義する．

$\xi(t, b)=\{x\in \mathcal{H}_{R}^{n};A(x, b)=t\}.$

このとき，ホロ球に対する (修正) Radon 変換が以下で定義される．

$\mathcal{R}f(t, b):=e^{\rho t}\int_{x\in\xi(t,b)}f(x)d\sigma_{\xi(t,b)}(x) , (t, b)\in \mathbb{R}\cross S^{n-1}.$

ただし，$d\sigma_{\xi(t,b)}$ は $\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}$ 上の Riemann 測度 $d\mu(x)$ から誘導される $\xi(t, b)$ 上の測度である．この時，以下
の Fourier slice 定理が成り立つ．

$\mathcal{F}f(\lambda, b)=\int_{\mathbb{R}}e^{-t\lambda t}\mathcal{R}f(t, b)dt$ . (2.3)

つまり，実双曲空間上の Helgason Fourier 変換は，Radon変換と一次元 Euclid空間上の Fourier変換の
合成として表される．この表示式を用いることで，実双曲空間上での Fourier解析に Euclid空間上の調
和解析の理論を援用することができる．

3 実双曲空間上の一般化球関数

この節では，実双曲空間上の一般化球関数を導入する．$\lambda\in \mathbb{C}$ に対して，初等球関数 $\varphi_{\lambda}(x)$ を以下で定

義する．
$\varphi_{\lambda}(x);=\frac{1}{\omega_{n-1}}\int_{S^{n-1}}e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}d\sigma(b)$ . (3.1)

$SO$ $(n)$ を $n$ 次特殊直交群とする．$SO$ $(n)$ の $\mathbb{R}^{n}$ への自然な作用は，$SO$ $(n)$ の $B^{n}$ への作用を誘導する :

$S0(n)\cross B^{n}\ni(T, x)\mapsto Tx\in B^{n}.$

このとき，以下が成り立つことに注意する．

$\varphi_{\lambda}(Tx)=\varphi_{\lambda}(x) , x\in B^{n}, T\in SO(n)$ .

初等球関数 $\varphi_{\lambda}(x)$ は，$\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}$ 上の原点 $0$を中心とした球対称な関数で，$\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}u=-(\lambda^{2}+\rho^{2})u$ かつ $u(O)=1$

を満たす関数として特徴付けられることが知られている．

実双曲空間上の極座標

$\iota$ : $\mathbb{R}+\cross S^{n-1}\ni(r, b)\mapsto\tanh(r/2)\cdot b\in B^{n}\backslash \{0\}$

を用いると，実双曲空間上の Riemann 測度，Laplace-Beltrami 作用素はそれぞれ以下のように表わさ
れる．

$d\mu(x)=(\sinh r)^{n-1}drd\sigma(b)$ ,

$\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}=\frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}+(n-1)\coth r\frac{\partial}{\partial r}+(\sinh r)^{-2}\Delta_{S^{n-1}}.$
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$t\in \mathbb{R}$ に対して，$x_{t}:=(\tanh(t/2), 0, \ldots, 0)\in B^{n}$ とおく．この時，$\varphi_{\lambda}(x_{t})$ は次を満たす．

$\{\frac{d^{2}}{dt^{2}}+(n-1)\coth t\frac{d}{dt}+(\lambda^{2}+\rho^{2})\}\varphi_{\lambda}(x_{t})=0.$

$s=-\sinh^{2}(t/2)$ と変数変換し，$f_{\lambda}(s);=\varphi_{\lambda}(x_{t})$ とおくと，$f_{\lambda}(s)$ は以下の 2階の Fuchs 型方程式を満
たす．

$\{s(1-s)\frac{d^{2}}{ds}+(\frac{n}{2}-ns)\frac{d}{ds}-(\lambda^{2}+\rho^{2})\}f_{\lambda}(s)=0.$

従って，超幾何関数 $F(a, b, c;z)$ を用いることで，初等球関数 $\varphi_{\lambda}$ は

$\varphi_{\lambda}(x_{t})=F(i\lambda+\rho, -i\lambda+\rho, n/2;-\sinh^{2}(t/2))$

とあらわせる．

一方，(2.1), (3.1) を用いることで，以下の積分表示が得られる．

$\varphi_{\lambda}(x_{t})=\frac{2^{2\rho}\Gamma(\rho+\frac{1}{2})}{\pi^{1/2}\Gamma(\rho)}e^{(i\lambda-\rho)t}\int_{0}^{\infty}(1+e^{-2t}s^{2})^{i\lambda-\rho}(1+s^{2})^{-(i\lambda+\rho)}s^{2\rho-1}ds.$

この積分表示から，初等球関数 $\varphi_{\lambda}$ に対する以下の漸近挙動が従う．
命題 3.1. ${\rm Re}(i\lambda)>0$ を満たす $\lambda\in \mathbb{C}$ に対して

$\lim_{tarrow\infty}e^{(-i\lambda+\rho)t}\varphi_{\lambda}(x_{t})=c(\lambda)$.

また，以下の Harish-Chandra級数展開が成り立つことが知られている．

$\varphi_{\lambda}(x_{t})=\sum_{\epsilon\in\{\pm 1\}}c(\epsilon\lambda)e^{(i\in\lambda-\rho)t}\sum_{\mu\in \mathbb{Z}_{\geq 0}}\Gamma_{\mu}(\epsilon\lambda)e^{-\mu t}$
. (3.2)

ただし，$\Gamma_{\mu}(\lambda)$ は以下で帰納的に定義される $\mathbb{C}$ 上の有理関数である．

$\Gamma_{0}(\lambda)\equiv 1,$

$( \mu^{2}-2i\mu\lambda)\Gamma_{\mu}(\lambda)=2(n-1) \sum_{k\in \mathbb{Z}>0,\mu-2k\geq 0}\Gamma_{\mu-2k}(\lambda)\{(\mu+\rho-2k)-i\lambda\}, \mu\in \mathbb{Z}_{>0}.$

次に，実双曲空間上の一般化球関数を導入する．$\{Y,j(b);l=0,1, \ldots,j=1, \ldots, N(n, l)\}$ を球面
$S^{n-1}$ 上の球面調和関数からなる，$L^{2}(S^{n-1})$ の正規直交基底とする．この時，$\lambda\in \mathbb{C}$ に対して実双曲
空間上の一般化球関数 $f_{\lambda,l,j}(x)$ を以下で定義する．

$f_{\lambda,l,j}(x);= \int_{S^{n-1}}e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}Y_{j}(b)d\sigma(b)$ .

定理 3.2 ([3]). $\lambda\in \mathbb{C}\backslash i(\mathbb{Z}\geq 0+\rho)$ に対して，$f(x)$ が $\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}f=-(\lambda^{2}+\rho^{2})f(x)$ を満たすと仮定する．

このとき，$S^{n-1}$ 上の解析的汎関数 $T\in \mathcal{A}’(S^{n-1})$ が存在して，

$f(x)= \int_{S^{n-1}}e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}dT(b)$

と表わせる．また，以下の一般化球関数による展開式が成り立つ．

$f(x)= \sum_{l=0}^{\infty}\sum_{j=1}^{N(n,l)}h_{l,j}\cdot f_{\lambda,l,j}(x)$ $in$ $\mathcal{E}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ .
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ここで，
$h_{l,j}= \int_{S^{n-1}}\overline{Y_{j}(b)}dT(b)$ .

以下では，$\lambda\in \mathbb{R}\backslash \{0\},$ $T\in L^{2}(S^{n-1})$ に対応する解について考察する．

4 実双曲空間上の Laplace-Beltrami作用素に対する散乱理論

この節では，実双曲空間上の Laplace-Beltrami 作用素に対する散乱理論について考察する．本節で述
べる事柄は本質的には新しいものではない (例えば，[1], [7], [10], [12] などを参照のこと). ただし，非
コンパクト型対称空間上の調和解析の理論を用いることで，対応する結果を統一的な手法により一般
化することができる．

始めに，実双曲空間上の Agmon-H\"ormander型の空間 $B(\mathcal{H}_{R}^{n}),$ $B(\mathcal{H}_{R}^{n})^{*}$ を導入する．Euclid空間の場
合と同様に，原点からの距離関数 $d(x, 0)$ を用いて以下のように定義する．

$\Vert f\Vert_{B(\mathcal{H}_{R}^{n})}:=\sum_{j=0}^{\infty}2^{j/2}\Vert\chi_{f\}_{j}}(d(x, 0))f\Vert_{L^{2}(\mathcal{H}_{R}^{n})},$

$B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}):=\{f\in L_{1oc}^{2}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n});\Vert f\Vert_{B(\mathcal{H}_{R}^{n})}<\infty\}.$

$\Vert u\Vert_{B(\mathcal{H}_{R}^{n})}\cdot:=\sup_{j\in Z_{\geq 0}}2^{-j/2}\Vert\chi_{\Omega_{j}}(d(x, 0))u\Vert_{L^{2}(\mathcal{H}_{R}^{n})},$

$B(\mathcal{H}_{R}^{n})^{*}:=\{u\in L_{1oc}^{2}(\mathcal{H}_{R}^{n});\Vert u\Vert_{B(\mathcal{H}_{R}^{n})}\cdot<\infty\}.$

また，Banach 空間 $B(\mathcal{H}_{R}^{n})^{*}\}_{\llcorner}^{-}$同値関係 $\simeq$ を次のように定める．

$u_{1} \simeq u_{2}:\Leftrightarrow\lim_{Rarrow\infty}\frac{1}{R}\int_{d(x,0)<R}|u_{1}(x)-u_{2}(x)|^{2}d\mu(x)=0.$

次に，Laplace-Beltrami作用素に対するスペクトル表示を定義する．$H_{0}=-\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}-\rho^{2}$ を $\mathcal{D}(H_{0})=$

$W^{2,2}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ を定義域とする，Hilbert 空間 $L^{2}(\mathcal{H}_{R}^{n})$ 上の自己共役作用素とする．このとき，$\sigma(H_{0})=$
$\sigma_{ess}(H_{0})=\sigma_{ac}(H_{0})=[O, \infty)$ となる．原点 $0$ における指数写像 $\exp_{0}$ : $T_{o}\mathcal{H}_{R}^{n}arrow \mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}$ に対して，

$\mathcal{J}(x) :=\det(d\exp_{0})_{\exp_{0}^{-1}(x)}$

と定義すると，$\mathcal{J}(x)$ は以下で与えられる．

$\mathcal{J}(x)=(\frac{\sinh d(x,0)}{d(x,0)})^{n-1}$

このとき，実双曲空間上の極座標を用いると以下が成り立つ．

$\int_{\mathcal{H}_{R}^{n}}f(x)d\mu(x)=\int_{R_{+}xS^{n-1}}(f\circ\iota)(r, b)(\mathcal{J}\circ\iota)(r, b)r^{n-1}drd\sigma(b)$ .

また，相空間 $\mathbb{R}+\cross S^{n-1}$ 上の Plancherel 測度に対して，以下が成り立つことに注意する．

$\int_{\mathbb{R}_{+}\cross S^{n-1}}\varphi(\lambda, b)|c(\lambda)|^{-2}d\lambda d\sigma(b)=\int_{\mathbb{R}+xS^{n-1}}\varphi(\lambda, b)\mathcal{J}_{*}(\lambda)\lambda^{n-1}d\lambda d\sigma(b)$.
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ただし，$\mathcal{J}_{*}(\lambda)$ $:=|c(\lambda)|^{-2}\lambda^{-(n-1)}$ . 自己共役作用素 $H_{0}$ に対するスペクトル表示

$\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}:L^{2}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})arrow^{\sim}L^{2}(\mathbb{R}_{+};L^{2}(S^{n-1}), d\tau)$

を Helgason Fourier変換を用いて以下のように定める．

$(\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}f)(\tau):=c_{n}2^{-1/2_{\mathcal{T}}(n-2)/4}\mathcal{J}_{\star}^{1/2}(\sqrt{\tau})\mathcal{F}f(\pm\sqrt{\tau}, \cdot) , a.e. \tau\in \mathbb{R}+\cdot$

また，$f\in C_{0}^{\infty}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}),$ $\tau>0$ に対して，

$\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)f(b):=c_{n}2^{-1/2_{\mathcal{T}}(n-2)/4}\mathcal{J}_{*}^{1/2}(\sqrt{\tau})\mathcal{F}f(\pm\sqrt{\tau}, b)$ in $L^{2}(S^{n-1})$

と定義する．
$J$ を $c(\lambda)^{-1}$ を表象とする一次元 Euclid 空間 $\mathbb{R}^{1}$ 上の Fourierマルチプライアーとする:

$JF(t):=(2 \pi)^{-1/2}\int_{\mathbb{R}^{1}}e^{it\lambda}c(\lambda)^{-1}\mathcal{F}_{\mathbb{R}^{1}}F(\lambda)d\lambda.$

この時，(修正) Radon 変換に対して，以下の重み付き評価が成り立つ．
補題 4.1. ある正定数 $C$ が存在して，

$( \int_{S^{n-1}}\Vert J\mathcal{R}f(\cdot, b)\Vert_{B(\mathbb{R}^{1})}^{2}d\sigma(b))^{2}\leq C\Vert f\Vert_{B(\mathcal{H}_{It}^{n})}.$

補題 4. 1と Fourier slice 定理 (2.3) を用いることで以下が従う．

命題 4.2. 任意の $\tau>0$ に対して，$\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)$ は，Banach 空間 $B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ から $L^{2}(S^{n-1})$ への有界線形作用
素に一意的に拡張され，次の評価が成り立つ．

$\Vert \mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)f\Vert_{L^{2}(S^{n-1})}\leq C\tau^{-1/4}\Vert f\Vert_{B(\mathcal{H}_{R}^{n})}.$

また，$f\in B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ に対して，
$(\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}f)(\tau)=\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)f, a.e. \tau>0.$

実双曲空間上の散乱作用素 $3_{\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}}$ を以下で定義する．

$\hat{S}_{\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}}:=\mathcal{F}_{0}^{(+)}\circ(\mathcal{F}_{0}^{(-)})^{*}.$

定義の仕方から，$\hat{S}_{\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}}$ は Hilbert空間 $L^{2}(\mathbb{R}_{+};L^{2}(S^{n-1}), d\tau)$ 上のユニタリ作用素となる．この時，実双
曲空間上の Helgason Fourier変換の像の持つ対称性，

$\int_{S^{n-1}}e^{(-i\lambda+\rho)A(x,b)}\psi(-\lambda, b)db=\int_{S^{n-1}}e^{(i\lambda+\rho)A(x,b)}\psi(\lambda, b)db$

に注意すると，以下が成り立つことがわかる．

命題 4.3. 任意の $\tau>0$ に対して，以下を満たす $L^{2}(S^{n-1})$ 上のユニタリ作用素 $\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)$ が一意的に存
在する．

$\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)[e^{(i\sqrt{\tau}+\rho)(A(x_{0},b))}]=e^{(-i\sqrt{\tau}+\rho)(A(x_{0},b))}, x_{0}\in \mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}.$

さらに $\hat{f}\in L^{2}(\mathbb{R}_{+};L^{2}(S^{n-1}), d\tau)$ に対して，

$(\hat{s}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}f)(\tau)=\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)f(\tau) , a.e. \tau>0.$
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次に，斉次 Helmholtz方程式

$(-\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}-\rho^{2}-\tau)u=0, \tau>0$ , (4.1)

の解空間について考察する．任意の $\varphi\in L^{2}(S^{n-1})$ に対して，その (修正) Poisson 変換 $\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)^{*}\varphi\in$

$B(\mathcal{H}_{R}^{n})$ は以下で与えられる．

$\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)^{*}\varphi(x)*\int_{S^{n-1}}e^{(\pm i\sqrt{\tau}+\rho)A(x,b)}\varphi(b)d\sigma(b)$ .

Euclid空間の場合と同様に，$\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)^{*}\varphi$ は $\mathcal{H}_{R}^{n}$ 上の Laplace-Beltrami作用素に対する一般化固有関数

となる．特に，$\varphi(b)\equiv 1$ とすると

$\mathcal{F}_{0}^{(+)}(\tau)^{*}[1](X)*$

が得られる．この時，(3.2) より以下の漸近展開が直ちに従う．

$\mathcal{F}_{0}^{(+)}(\tau)^{*}[1](x)\simeq 2^{-1}\pi^{-1/2}\tau^{-1/4}\mathcal{J}^{-1/2}(x)r^{-(n-1)/2}$

$\cross\{e^{+i\sqrt{\tau}r}e^{-i\xi(\sqrt{\tau})}+e^{-i\sqrt{\tau}r}e^{+i\xi(\sqrt{\tau})}\}.$

ただし，$e^{i\xi(\lambda)}:=\overline{c(\lambda)}/|c(\lambda)|$ . 一般の $\varphi\in L^{2}(S^{n-1})$ に対する $\mathcal{F}_{0}^{(+)}(\tau)^{*}\varphi$ の無限遠での漸近展開は，

散乱行列 $\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)$ を用いて以下のように表わされる．

命題 4.4. $x\in B^{n}\backslash \{0\}$ に対して，$(r,\hat{x})\in \mathbb{R}+\cross S^{n-1}$ を $x=\tanh(r/2)\hat{x}$ により一意的に定義する (

特に $r=d(x, 0))$ . このとき，任意の $\tau>0,$ $\varphi\in L^{2}(S^{n-1})$ に対して以下が成り立つ．

$\mathcal{F}_{0}^{(+)}(\tau)^{*}\varphi(x)\simeq 2^{-1}\pi^{-1/2}\tau^{-1/4}\mathcal{J}^{-1/2}(x)r^{-(n-1)/2}$

$\cross\{e^{+i\sqrt{\tau}r}e^{-i\xi(\sqrt{\tau})}\varphi(\hat{x})+e^{-i\sqrt{\tau}r}e^{+i\xi(\sqrt{\tau})}\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)^{*}\varphi(\hat{x})\}.$

また，$\mathcal{F}_{0}^{(-)}(\tau)^{*}=\mathcal{F}_{0}^{(+)}(\tau)^{*}\circ\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)$ より，

$\mathcal{F}_{0}^{(-)}(\tau)^{*}\varphi(x)\simeq 2^{-1}\pi^{-1/2}\tau^{-1/4}\mathcal{J}^{-1/2}(x)r^{-(n-1)/2}$

$\cross\{e^{+i\sqrt{\tau}r}e^{-i\xi(\sqrt{\tau})}\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)\varphi(\hat{x})+e^{-i\sqrt{\tau}r}e^{+i\xi(\sqrt{\tau})}\varphi(\hat{x})\}.$

命題 4.4から，直ちに以下が得られる．

系 4.5. 任意の $\tau>0,$ $\varphi\in L^{2}(S^{n-1})$ に対して，以下が成り立つ．

$\lim_{Rarrow\infty}\frac{1}{R}\int_{d(x,0)<R}|\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)^{*}\varphi(x)|^{2}d\mu(x)=(2\pi)^{-1}\tau^{-1/2}\Vert\varphi\Vert_{L^{2}(S^{n-1})}^{2}.$

Euclid空間上の Agmon-H\"ormander の結果と同様に，斉次 Helmholtz 方程式 (4. 1) の解空間は以下の

ように (修正) Poisson 変換により特徴付けられる．

定理 4.6. 任意の $\tau>0$ に対して，以下の Banach 空間としての同型が成り立つ．

$\mathcal{F}_{0}(\tau)^{*};L^{2}(S)arrow\{u\in B(\mathcal{H}_{R}^{n})^{*};(-\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}-\rho^{2}-\tau)u=0\}.$
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次に，レゾルベントの諸性質について述べる．$z\in \mathbb{C}\backslash [0, \infty)$ に対して，$R_{0}(z)$ $:=(H_{0}-z)^{-1}$ とお

く．このとき，Plancherelの公式と Fourier slice 定理 (2.3) により以下が成り立つ．

$(R_{0}(z)f_{1}, f_{2})_{L^{2}(X)}$

$= \pi c_{n}^{2}\int_{S^{n-1}}((-\Delta_{\mathbb{R}^{1}}-z)^{-1}J\mathcal{R}f_{1}(\cdot, b), J\mathcal{R}f_{2}(\cdot, b))_{L^{2}(\mathbb{R}^{1})}d\sigma(b)$.

(修正) Radon変換に対する重み付き評価 (補題 4. 1) と，1次元 Euclid空間上のレゾルベント $(-\Delta_{\mathbb{R}^{1}}-z)^{-1}$

に対する極限吸収原理を組み合わせることで以下が得られる．

命題 4.7. $\mathbb{C}\pm:=\{Z\in \mathbb{C};\pm{\rm Im} z\geq 0\}$ とおく．任意の $f\in B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ に対して，$R_{0}(Z)f$ は $\mathbb{C}^{\pm}\backslash \{0\}$ 上の
$B$ ( $\mathcal{H}\mathbb{R}$n) $*$ -値汎弱連続関数に一意的に拡張される．任意の $\mathcal{T}>0$ に対して，

$R_{0}( \tau\pm iO)f:=w^{*}-\lim_{\epsilon\downarrow 0}R_{0}(\tau\pm i\epsilon)f$
$in$ $B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})^{*}$

とおく．このとき，任意のコンパクト集合 $\mathcal{K}\subset \mathbb{C}^{\pm}\backslash \{0\}$ に対して，正定数 $C_{\mathcal{K}}$ が存在して，

$\Vert R_{0}(z)f\Vert_{B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})}. \leq c_{\kappa\Vert f\Vert_{B(\mathcal{H}_{R}^{n})}}, z\in \mathcal{K}, f\in B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})^{*}$

が成り立つ．

さらに，レゾルベントの境界値 $R_{0}(\tau\pm iO)$ に対して，以下の漸近展開が成り立つ．
定理 4.8. 任意の $\tau>0,$ $f\in B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ に対して，以下が成り立つ．

$R_{0}(\tau\pm iO)f(x)$

$\simeq\pm i\sqrt{\pi}\tau^{-1/4}\mathcal{J}^{-1/2}(x)r^{-(n-1)/2}e^{\pm i\sqrt{\tau}r}e^{\mp i\xi(\sqrt{\tau})}\mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)f(\hat{x})$ .

系 4.9. $\tau>0,$ $f\in B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ に対して

$\lim_{Rarrow\infty}\frac{1}{R}\int_{d(x,0)<R}|R_{0}(\tau\pm i0)f(x)|^{2}d\mu(x)=\pi\tau^{-1/2}\Vert \mathcal{F}_{0}^{(\pm)}(\tau)f\Vert_{L^{2}(S^{\mathfrak{n}-1})}^{2}.$

次に，非斉次 Helmholtz 方程式

$(-\Delta_{\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}}-\rho^{2}-\tau)u=f, f\in B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}), \tau>0$ , (4.2)

の解について考察する．任意の $f\in B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ に対して，Banach 空間 $B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})^{*}$ に属する一般解 $u\pm$ は以

下で与えられる．
$u\pm=R_{0}(\tau\pm iO)f+\mathcal{F}_{0}^{(\mp)}(\tau)^{*}\varphi\mp, \varphi\mp\in L^{2}(S^{n-1})$ .

命題 4.4と定理 4.8により，非斉次 Helmholtz 方程式 (4.2) の $B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})^{*}l_{\llcorner}^{arrow}$おける一般解は，無限遠で外
向き，内向きの球面波で近似される．非斉次 Helmholtz方程式の解 $u$ が，無限遠で外向き (resp. 内向き)

の球面波のみで近似されるための必要十分条件は，$u=R_{0}(\tau+iO)f$ $($resp. $u=R_{0}(\tau-iO)f)$ となる

ことである．このとき，以下が成り立つ．

$(\partial_{r}\mp i\sqrt{\tau}+\rho)R_{0}(\tau\pm iO)\simeq 0$ . (4.3)

ここで，$\partial$。は以下で定義される $\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}\backslash \{0\}$上のベクトル場である:

$\partial_{r} :=grad_{\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}}(d(x, 0))$ .

以下に見るように，条件 (4.3) (放射条件) が非斉次 Helmholtz 方程式の解が，無限遠で外向き，または
内向きの球面波のみで近似されるための必要十分条件を与える．
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命題 4.10 (放射条件). $\tau>0,$ $f\in B(\mathcal{H}_{R}^{n})$ に対して，$u\in B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})^{*}$ が非斉次 Helmholtz 方程式

$(-\Delta_{\mathcal{H}_{R}^{n}}-\rho^{2}-\tau)u=f$

を満たすと仮定する．このとき，以下の条件は同値となる．

(i) $u=R_{0}(\tau+i0)f$ $($ resp. $u=R_{0}(\tau-iO)f)$ .

(ii) $(\partial_{r}-i\sqrt{\tau}+\rho)u\simeq O$ $($ resp. $(\partial_{r}+i\sqrt{\tau}+\rho)u\simeq 0)$ .

以下では，Euclid 空間における Laplace 作用素に対する散乱との違いを述べる．Euclid 空間の場合，
散乱作用素 $\hat{S}_{\mathbb{R}^{n}}(\tau)$ は以下で与えられる．

$\hat{S}_{\mathbb{R}^{n}}(\tau)\varphi(\omega)=\varphi(-\omega)$ .

従って，Euclid 空間の場合には散乱作用素 $\hat{S}_{R^{n}}(\tau)$ はエネルギー $\tau$ に依らない．また，$S\hat {}R$。は単位球面
$S^{n-1}$ 上の Fourier積分作用素を定めることが分かる．(擬微分作用素にはならないことに注意) 一方，
実双曲空間の場合には，散乱行列 $\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{。}}(\tau)$ は具体的に以下で与えられることが知られている (例えば
[1] を参照).

$\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)\varphi(b)=\int_{S^{n-1}}1\hat{g}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(b, b’;\tau)\varphi(b’)d\sigma(b’)$ ,

$\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(b, b’;\tau):=\omega_{n-1}^{-1}c(\sqrt{\tau})^{-1}(\frac{|b-b’|}{2})^{2(i\sqrt{\tau}-\rho)}$

この表示式から，散乱行列 $\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)$ はエネルギー $\tau$ に依存し，単位球面 $S^{n-1}$ 上の擬微分作用素を定め

ることが分かる．$L^{2}(S^{n-1})$ 上のユニタリ作用素 $\hat{S}_{o}$ を $\hat{S}_{o}\varphi(b)$ $:=\varphi(-b)$ により定義する．このとき，
高エネルギー極限 $(\tauarrow\infty)$ と低エネルギー極限 $(\tau\downarrow 0)$ において以下が成り立つ:

$s$- $\lim_{\tauarrow\infty}\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{。}}(\tau)=\hat{S}_{\circ}$
$in$ $L^{2}(S^{n-1})$ ,

$s-\lim_{\tau\downarrow 0}\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)=Id_{S^{n-1}}$
$in$ $L^{2}(S^{n-1})$ .

次に，命題 4.4における (修正) Poisson 変換に対する漸近展開公式の主要部について考察する．
$\varphi\in L^{2}(S^{n-1}),$ $\tau>0$ に対して，(修正) Poisson変換 $\mathcal{F}_{0}^{(+)}(\tau)^{*}\varphi$ の主要部 $L(x, \tau;\varphi)$ を以下で定義する．

$L(x, \tau;\varphi):=\mathcal{J}^{-1/2}(x)r^{-(n-1)/2}$

$\cross\{e^{i\sqrt{\tau}r}e^{-i\xi(\sqrt{\tau})}\varphi(\hat{x})+e^{-i\sqrt{\tau}r}e^{i\xi(\sqrt{\tau})}\hat{S}_{\mathcal{H}_{R}^{n}}(\tau)^{*}\varphi(\hat{x})\}.$

ここで，相空間上の Plancherel 測度に対して次が成り立つことに注意する．

$C^{-1}r^{n} \leq\int_{0<\lambda<r}|c(\lambda)|^{-2}d\lambda\leq Cr^{n}, r>1,$

$C^{-1}r^{3} \leq\int_{0<\lambda<r}|c(\lambda)|^{-2}d\lambda\leq Cr^{3}, 0<r<1.$

つまり，実双曲空間上の Fourier変換に対する Plancherel 測度は，無限遠 (高エネルギー) と原点近傍
(低エネルギー) では一般に異なる漸近挙動を持つ．このとき，主要部は高エネルギー極限，低エネル
ギー極限で以下の漸近挙動を持つ．
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命題 4.11. (i) $\tauarrow\infty$ のとき，次の漸近評価が成り立つ．

$L(x, \tau;\varphi)=\mathcal{J}^{-1/2}(x)r^{-(n-1)/2}$

$\cross\{e^{i\sqrt{\tau}r}e^{-(n-1)\pi i/4}\varphi(\hat{x})+e^{-i\sqrt{\tau}r}e^{(n-1)\pi i/4}\varphi(-\hat{x})\}+o(1)$

in $B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})^{*}.$

(ii) $\tau\downarrow 0$ のとき，次の漸近評価が成り立つ．

$L(x, \tau;\varphi)=\mathcal{J}^{-1/2}(x)r^{-(n-1)/2}$

$\cross\{e^{i\sqrt{\tau}r}e^{-(3-1)\pi i/4}\varphi(\hat{x})+e^{-i\sqrt{\tau}r}e^{(3-1)\pi i/4}\varphi(\hat{x})\}+o(1)$

in $B(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})^{*}.$

これらの漸近挙動により，高エネルギー極限では，測度の正規化 $\mathcal{J}^{-1/2}(x)$ を除いて，Euclid 空間の
場合の主要項に漸近することが分かる．一方，低エネルギー極限では主要部は Euclid 空間の場合とは，
まったく異なる挙動を示す．特に，低エネルギー極限では，遠方から入射する球面波が，透過して反転
せずに，完全に反射されることが分かる．

5 対称空間上の Laplace-Beltrami作用素に対する散乱理論

始めに，実双曲空間 $\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}$ の等長変換群について復習する．$\mathbb{R}^{n+1}$ 上の二次形式 $Q_{n,1}(\cdot, \cdot)$ を

$Q_{n,1}(v, w):=v_{1}w_{1}+\cdots+v_{n}w_{n}-v_{n+1}w_{n+1}, v, w\in \mathbb{R}^{n+1}.$

と定義する．この時，実線型 Lie群 $O(n, 1),$ $O_{+}(n, 1),$ $SO(n, 1),$ $SO_{o}(n, 1)$ をそれぞれ以下で定義する．

$O(n, 1)=\{g=(g_{ij})\in GL(n+1, \mathbb{R})$ ;

$Q_{n,1}(gv,gw)=Q_{n,1}(v, w), v, w\in \mathbb{R}^{n+1}\},$

$o_{+}(n, 1)=\{g=(g_{ij})\in O(n, 1);g_{n+1,n+1}>0\},$

$SO (n, 1)=\{g=(g_{ij})\in O(n, 1);\det g=1\},$

$SO_{o}(n, 1)=\{g=(g_{ij})\in SO(n, 1);g_{n+1,n+1}>0\}.$

この時，Lie 群 $O_{+}(n, 1)$ の $B^{n}$ への作用

$o_{+}(n, 1)\cross B^{n}\ni(g, x)\mapsto g\cdot x\in B^{n}$

が以下で定義される．

$(g \cdot x)_{j}:=\frac{g_{j,n+1}(1+|x|^{2})+\sum_{k--1}^{n}2g_{jk^{X}k}}{(1-|x|^{2})+g_{n+1,n+1}(1+|x|^{2})+\sum_{k=1}^{n}2g_{n+1,k^{X}k}}, j=1, \ldots n\rangle.$

Isom $(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$ を $\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n}$ の等長変換群とすると，上の作用に関して Isom $(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})\simeq O_{+}(n, 1)$ が成り立つ．とくに，
$Isom_{o}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})$を恒等変換を含む連結成分とすると，$Isom_{o}(\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{n})\simeq SO_{o}(n, 1)$ が成り立つ．$G:=SO_{o}(n, 1)$

とおく．$K$ を $G$ の原点 $0$ における等方群とする:

$K=\{k\in G;k\cdot 0=0\}.$
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このとき，

$K=(\begin{array}{ll}SO(n) 00 1\end{array}), k\cdot x=Tx, k=(\begin{array}{ll}T 00 1\end{array})\in K.$

さらに，商空間 $G/K$ に $C^{\infty}$ -級微分構造が入り以下の $C^{\infty}$ -級微分同相写像が得られる :

$G/K\ni gK\mapsto^{\sim}g\cdot 0\in B^{n}.$

一般の非コンパクト型対称空間 $X$ についても，$G=Isom_{o}(X)$ とおくと $G$ は Lie群となり，$K$ をある

点 $0\in X$ における等方群とすると，$c\infty$ -級微分同相 $X\simeq G/K$ が成り立つ．

ここで，非コンパクト型対称空間の具体例をいくつか挙げる．
(i) (ランク 1の非コンパクト型対称空間) ランク 1の非コンパクト対称空間は以下の 4種類の双曲
空間である:

$\mathcal{H}_{\mathbb{R}}^{d}=SO_{o}(d, 1)/SO(d) , \dim \mathcal{H}_{R}^{d}=d,$

$\mathcal{H}_{\mathbb{C}}^{d}=SU(d, 1)/S(U_{d}\cross U_{1}) , \dim \mathcal{H}_{\mathbb{C}}^{d}=2d,$

$\mathcal{H}_{w}^{d}=Sp(d, 1)/Sp(d)\cross Sp(1) , \dim \mathcal{H}_{\mathbb{H}}^{d}=4d,$

$\mathcal{H}_{\mathbb{O}}^{2}=F_{4(-20)}/Spin(9) , \dim \mathcal{H}_{\mathbb{O}}^{2}=8\cdot 2=16.$

それぞれ，実，複素，四元数双曲空間，そして八元数双曲平面である．

(ii) (非コンパクト型 Hermite 対称空間) 非コンパクト型 Hermite 対称空間は有界対称領域と自然に

同一視される．“規約” な有界対称領域は 6種類ある:4種の古典型 $I_{m,m’},$ $II_{m},$ $III_{m},$ $IV_{m}$ と 2種

の例外型 V, VI.

(iii) (複素型) $X=K_{\mathbb{C}}/K$ , ただし $K$ は単連結，単純コンパクト Lie群，$K_{\mathbb{C}}$ は Lie 群 $K$ の複素化で

ある $(例えば SL(n, \mathbb{C})/SU(n),$ $SO(n, \mathbb{C})/SO(n),$ $Sp(n, \mathbb{C})/Sp(n)$ 等 $)$ .

一般の非コンパクト型対称空間上において，調和解析の理論と Helgason Fourier 変換，Radon 変換，

一般化球関数に対する詳細な解析を用いることで，実双曲空間上の散乱に関する結果を一般化するこ
とができる．一般の場合の結果については，[11]において述べる予定である．
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