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概要
3次体を数える関数について第二主要項の存在を証明した，Frank Thorne 氏と筆者の共

同研究 [35,36] と，関連する話題について概説する．主定理の周辺にある数学的背景と，証
明の全体的な方針を紹介する．特に，節によって極大な 3次環のみを数えるプロセスにおい
て，平方自由飾の古典的な方法が有用であることを説明する．

1 はじめに

$N_{2}^{\pm}(X)$ で $0<\pm$Disc$(F)<X$ となるような 2次体 $F$ の個数を表すものとしよう．これは平方
自由な数の個数を数える関数と非常に近く，比較的初等的な考察によって，漸近公式

$N_{2}^{\pm}(X)= \frac{1}{2\zeta(2)}X+O(\sqrt{X})$ (1)

が得られる．証明は 3節の冒頭で復習することとし，今度は同様に，$0<\pm$Disc$(F)<X$ となる
ような 3次体 $F$ の個数 $N_{3}^{\pm}(X)$ を考えよう．$N_{3}^{\pm}(X)$ の漸近挙動を調べることは $N_{2}^{\pm}(X)$ の場合

に較べると遥かに非自明になるが，主要項が 1971年の Davenport-Heilbronn [12] の研究によっ
て決定されたことはよく知られている．2010年には Belabas-Bhargava-Pomerance [1] により誤
差項のよい改良が得られ，

$N_{3}^{\pm}(X)= \frac{C^{\pm}}{12\zeta(3)}X+O(X^{7/8+\epsilon})$ (2)

が示されていた．ただし $C^{+}=1,$ $C^{-}=3$ であり，$\epsilon$ は任意に固定した正数である．(以下 $\epsilon$ は常
にこの意味で用いる．) ところで，実際の個数とこの主要項を比較すると次のようになる．

主要項は実際の個数より多く見積もることが見て取れる．このことから，低次の主要項が存在す
ることが推測され，Datskovsky-Wright [11], Roberts [26] により具体的な第二主要項が予想さ
れていた．今回，Frank Thorne氏との共同研究 [35] で，その予想を証明することができた．次
は (2) の改良である．

定理 1 $K^{+}=1,$ $K^{-}=\sqrt{3}$ として，次が成り立つ．

$N_{3}^{\pm}(X)= \frac{C^{\pm}}{12\zeta(3)}X+K^{\pm}\frac{4\zeta(1/3)}{5\Gamma(2/3)^{3}\zeta(5/3)}X^{5/6}+O(X^{7/9+\epsilon})$. (3)
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注 2なお，第二主要項と $o(x^{13/16+\epsilon})$ の誤差項が，Bhargava-Shankar-Tsimerman [9] にょって
も独立に与えられた．証明も我々のものとは異なり，[9] ではゼータ関数は用いられない．

実際の個数と二つの主要項による値を比較すると，次のようになる．

主要項二つで実際の $N_{3}^{\pm}(X)$ をかなりよく近似していることが観察される．$N_{3}^{\pm}(X)$ については

これ以上主要項はなく，誤差項は “ランダムな振動項” ではないかと考えられている．

注 3 $N_{2}^{\pm}(X)$ についても，(1) の $\zeta(2)^{-1}X$以外には主要項はないと考えられており，誤差項の真
のオーダーは $o(x^{1/4+\epsilon})$ と予想されている．また $N_{3}^{\pm}(X)$ についても，一定の考察から (3) の誤
差項の真のオーダーは $o(x^{3/8+\epsilon})$ ではないかと推測することができる．いずれも証明は困難だ
と考えられる．

次節以降で定理 1の証明の概要を説明するが，その前にこの問題の背景について少し述べてお
きたい．比較のために，$0<$ Disc$(F)<X$ となる 4次体 $F$ で，その $\mathbb{Q}$ 上の Galois 閉包の Galois
群が 4次交代群 $\mathfrak{A}_{4}$ と同型になるものの個数 $N_{4}(\mathfrak{A}_{4};X)$ について考えてみよう．‘旧明” な評価は
$O(X)$ であり，真の増大度については次が予想されている．

$N_{4}(\mathfrak{A}_{4};X)=cX^{1/2}\log X+o(X^{1/2}\log X)?$ . (4)

しかし現在知られている最良の評価は

$N_{4}(\mathfrak{A}_{4};X)=O(X^{5/6+\epsilon})$ (5)

であり，今のところ (4) が証明される見通しは立っていない．(4) と (5) の落差は，代数体の判別
式を数えることが一般にはかなり難しい問題であることを示唆していると考えられる．$N_{3}^{\pm}(X)$

についても，その漸近挙動を考えることは素朴で自然な問題意識とは言えるが，それが数学的に
筋のよい問題であることの先験的な理由は，おそらくない．事実としては $N_{3}^{\pm}(X)$ には (3) のよ
うな精密な漸近公式が存在するが，このような公式が存在し，しかもそれが証明可能であるため
には，相応に精密な数学的構造を持つ対象が必要である．今回の (3) の場合はその対象とは，2
元 3次形式の空間と呼ばれる概均質ベクトル空間の具体的な一例である．
背景についてもう少し説明を付け加えたい．(3) は 3次体の判別式の “よい’公式と言えるだろ
うが，これで 3次体の判別式が全て分かったわけでは無論ない．例えば，$X$ 以下の素数を判別
式にもつ 3次体の個数 $N_{3,prime}^{+}(X)$ を考えよう．$N_{3}^{+}(X)\sim cX$ なのだから，3次体の判別式が $\mathbb{Z}$

内でレギュラーに分布しているなら，

$N_{3,prime}^{+}(X) \sim c’\frac{X}{\log X}$

?
$(\exists c’>0)$ (6)

ではないかと想像することができる．これについて，上からの評価

$N_{3,prime}^{+}(X)=O( \frac{X}{\log X})$
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は証明できる．しかし下からの評価は難しく，limx $arrow\infty^{N_{3}^{+}}$,prime(X) $=\infty$ であること，つまり判
別式が素数となる 3次体が無限個存在することも証明できていない．これと比較すれば，主要項
を含む漸近公式として素数定理

$\pi(X)=\int_{2}^{X}\frac{dt}{\log t}+O(X\exp(-c"\sqrt{\log X})) (\exists c">0)$

が証明できるのは，Riemann ゼータ関数という解析関数の Euler 積を利用できるからであると
言ってよい．(6) についても，そのような構造が見つからない限り，証明は難しいと思われる．対
応する構造が見つかっていないという事情は (4) も同じである．
以下，2元 3次形式の空間の数論的解析についてなるべく平易に解説したい．概均質ベクトル

空間の数論との関わりや，古典的な平方自由節の手法について，もし読者に何らかの示唆をもた
らすことができれば幸いである．最終節は簡単な文献案内を記した．

2 2元 3次形式の空間のゼータ関数

2元 3次形式の空間を導入する．

$V_{\mathbb{Z}} :=Sym^{3}\mathbb{Z}^{2}=\{f(x, y)=ax^{3}+bx^{2}y+cxy^{2}+dy^{3}|a, b, c, d\in \mathbb{Z}\},$

$G_{\mathbb{Z}}:=GL_{2}(\mathbb{Z})$

とし，$G_{\mathbb{Z}}$ の $V_{\mathbb{Z}}$ への作用を次で定める．

$(g \cdot f)(x, y)=\frac{1}{\det(g)}\cdot f(px+ry, qx+sy) , f\in V_{Z}, g=(\begin{array}{ll}p qr s\end{array}) \in GL_{2}(\mathbb{Z})$ .

$f(x, y)=ax^{3}+bx^{2}y+cxy^{2}+dy^{3}\in$ 吃の判別式が

Disc$(f)=b^{2}c^{2}+18abcd-4ac^{3}-4b^{3}d-27a^{2}d^{2}$ (7)

により定まる．Disc$(f)$ が $G_{Z}$ の作用に対して不変であることはよく知られている．
単位的可換環 $R$で，$\mathbb{Z}$加群として階数 3の自由加群であるものを 3次環とよぼう．例えば 3次

体 $F$ の整数環 $\mathcal{O}_{F}$ やそのオーダーは 3次環である．3次環 $R$ の判別式Disc $(R)$ の定義を復習して

おく．Tr: $Rarrow \mathbb{Z}$を通常の跡 (trace) とする．すなわち $\alpha\in R$に対し，$\mathbb{Z}$加群としての自己準同
型 $R\ni x\mapsto\alpha x\in R$の跡を Tr $(\alpha)\in \mathbb{Z}$ とする．$R$ について $\mathbb{Z}$基底をとって $R=\mathbb{Z}\alpha_{1}\oplus \mathbb{Z}\alpha_{2}\oplus \mathbb{Z}\alpha_{3}$

とし，$\mathbb{Z}$ 係数 3次正方行列 $(Tr(\alpha_{i}\alpha j))$ の行列式を Disc $(R)\in \mathbb{Z}$ とする．これは基底の取り方によ
らない．代数体の判別式の定義を思い出せば，Disc$(F)=$ Disc $(\mathcal{O}_{F})$ であることが分かる．
整軌道の集合 $G_{\mathbb{Z}}\backslash V_{\mathbb{Z}}$ が 3次環を分類しているという次の命題は Levi により部分的に見出さ

れ 1, 後に Gan-Gross-Savin [15] により完全に示された．

命題 4 (Levi, [15]) 整軌道の集合 $G_{\mathbb{Z}}\backslash V_{\mathbb{Z}}$ と 3次環の同型類のなす集合の間に，判別式を保つよ
うな標準全単射が存在する．また，これによって $f\in$ 砺に対応する 3次環を $R$ とすれば，$f$ の

固定部分群 Stab$(f)=\{g\in G_{\mathbb{Z}}|g\cdot f=f\}$ は $R$ の環としての自己同型群 Aut $(R)$ と同型である．

1歴史的な偶然から，Delone-Faddeev 対応と呼ばれることが多い．この対応は Delone-Faddeev の著作 [13] で広
く知られるようになった．[13] の序文では Levi の発見であると書かれていたが，本文中に Levi の名がなかったた
め気づかなかった読者が多く，このようなことになってしまったようである．
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証明は [15] または Bhargava[3] を参照いただきたい．対応だけ述べれば，$f(x, y)=ax^{3}+bx^{2}y+$
$cxy^{2}+dy^{3}\in V_{\mathbb{Z}}$ に対し，階数 3の自由加群 $R=\mathbb{Z}\cdot 1\oplus \mathbb{Z}\cdot\omega_{1}\oplus \mathbb{Z}\cdot\omega_{2}$ に，可換かつ分配的な積
構造を，1が単位元かつ

$\omega_{1}^{2}=-ac-b\omega_{1}+a\omega_{2},$

$\omega_{2}^{2}=-bd-d\omega_{1}+c\omega_{2},$

$\omega_{1}\omega_{2}=-ad$

となるように定めると，結合律をみたすことが確かめられ，$R$ は 3次環になる．これが命題 4の
対応を与える．

この命題により，3次環 $R$ を判別式 Disc $(R)$ の順序で数える問題と，$V_{\mathbb{Z}}$ の $G_{\mathbb{Z}}$ 軌道 $G_{\mathbb{Z}}\cdot f$ を
判別式 Disc $(f)$ の順序で数える問題が等価になるが，後者は格子点問題の一例とみなすことがで
きるため，具体的なアプローチが取りやすい．1節冒頭の 2次体を数える場合でも，比較的単純
な問題であるが，2次体の集合を平方自由な整数の集合に置き換えることにょって (1) の具体的
な数え上げが可能になる–このことと照らし合わせると，定理 1を証明する上での命題 4の位置
づけがはっきりする 2だろう．
さて，2元 3次形式の空間は概均質ベクトル空間の一例である．概均質ベクトル空間の概念は

1960年代はじめに佐藤幹夫氏によって導入された．少し後にそれぞれの概均質ベクトル空間に
は自然に “ゼータ関数 “ と呼ばれる Dirichlet級数が付随していることが，佐藤幹夫氏と新谷卓郎
氏により見出され，Sato-Shintani [30] で一般論が建設された．このゼータ関数は表現の $\mathbb{Z}$ 軌道
を数える母関数であり，関数等式が，反傾表現に付随するゼータ関数との間に成立する．ただし
このゼータ関数は一般には Euler積を持たないし，Euler積の有限和でもない 3.
特に 2元 3次形式の空間の場合はゼータ関数は Shintani [32] にょり導入され詳しく研究され
たので，新谷ゼータ関数と呼ばれることも多い．その定義を振り返ろう．

$V_{\mathbb{Z}}^{*}=\{f(x, y)=ax^{3}+bx^{2}y+cxy^{2}+dy^{3}\in V_{\mathbb{Z}}|b,c\in 3\mathbb{Z}\}$

とおく．これは砲の $G_{\mathbb{Z}}$ 不変な部分格子であり，$G_{\mathbb{Z}}$ の表現として $V_{\mathbb{Z}}$ の反傾表現 $Hom(V_{\mathbb{Z}}, \mathbb{Z})$

に (本質的に) 同型である．$f\in V_{\mathbb{Z}}^{*}$ については，(7) を見れば明らかなように，Disc $(f)$ は 27の
倍数となる．

定義 5 (Shintani [32]) 各符号ごとに，Dirichlet 級数を次で定める．

$\xi^{\pm}(s):=\sum_{f\in G_{\mathbb{Z}}\backslash V_{Z}}\frac{|Stab(f)|^{-1}}{|Disc(f)|^{s}},$

$\pm Disc(f)>0$

$\xi^{*\pm}(s):=\pm Disc(f)>0\sum_{f\in c_{Z\backslash V_{Z}^{*}}}\frac{|Stab(f)|^{-1}}{|Disc(f)/27|^{s}}.$

ただし，$|$ Stab$(f)|$ は $f$ の固定部分群 Stab $(f)$ の位数である．

$2\pm$ の漸近挙動を調べる他の方法がないとは言えないが，現在のところ第一主要項 $C^{\pm}4^{-1}\zeta(3)^{-1}X$ であっ
ても，2元 3次形式の空間を用いずに証明する方法は知られていない．ただし他のアプローチの可能性について興味
のある読者は Thorne[37] を参照されたい．

3定義 5のゼータ関数については，Euler積の有限和ではないことが Thorne[38] により示されている．
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Stab $(f)$ は 3次対称群 $\mathfrak{S}_{3}$ の部分群と同型になるので，$|$ Stab $(f)|$ は 1, 2, 3, 6のいずれかである．
これらの和は ${\rm Re}(s)>1$ で絶対収束し，この領域で $s$ の正則関数を定める．このゼータ関数の解
析的性質は次にまとめられる．

定理 6 (Shintani [32]) (i) 4つの Dirichlet 級数 $\xi^{\pm}(s),$ $\xi^{*\pm}(s)$ は全複素数平面に有理型に解析

接続され，$s=1,5/6$ での一位の極を除き正則である．
(ii) 4つの Dirichlet級数の $s=1,5/6$ での留数はそれぞれ次の表のようになる．

(iii) 次の関数等式が成り立つ．

$(\begin{array}{ll}\xi^{+}(1- s)\xi^{-}(1- s)\end{array})=\frac{3^{3s-2}}{2\pi^{4s}}\Gamma(s)^{2}\Gamma(s-\frac{1}{6})\Gamma(s+\frac{1}{6})(\begin{array}{ll}sin2\pi s sin\pi s3sin\pi s sin2\pi s\end{array}) (\begin{array}{l}\xi^{*+}(s)\xi^{*-}(s)\end{array}).$

証明の方針は，いわゆる Iwasawa-Tate の方法である．ゼータ関数を積分表示し，Poissonの和
公式

$\sum_{f\in Vz}\Phi(g\cdot f)=|\det g|^{-2}\sum_{f^{*}\in V_{z}^{*}}\hat{\Phi}(g^{\iota}\cdot f^{*}) , \Phi\in S(V_{\mathbb{R}}), g\in G_{\mathbb{R}}$

を用いて積分を計算する．証明の詳細は [32,40] を参照されたい．
定理 6から，Landau の Tauber 型定理 [21] を用いて，整軌道の数え上げについて次の結果が

得られる．

系 7 (Shintani) $\xi^{\pm}(s)=\sum a\pm n/n^{S}$ とおくと，

$\sum_{0<n<X}a_{n}=\frac{\pi^{2}}{18}X+\frac{\pi^{2}\zeta(1/3)X^{5/6}}{9\Gamma(2/3)^{3}5/6}+O(X^{3/5+\epsilon})$ ,

$\sum_{0<-n<X}a_{n}=\frac{\pi^{2}}{9}X+\frac{\pi^{2}\zeta(1/3)X^{5/6}}{3\sqrt{3}\Gamma(2/3)^{35/6}}+O(X^{3/5+\epsilon})$.

定理 6から系 7を導く方法については解析数論の分野ではよく知られているが，ごく簡単に要点
を述べよう．Perron の公式とよばれる公式

$\sum_{0<n<X}a_{n}=\frac{1}{2\pi i}\int_{{\rm Re}(s)=c}\xi^{+}(s)\frac{X^{s}}{s}ds$

が出発点である．ここで $c$ は 1より大きい実数の定数であり，積分は虚軸に平行な直線 ${\rm Re}(s)=c$

上の線積分である．$\xi^{+}(s)$ が ${\rm Re}(s)>1$ で正則であることから，右辺の積分は $c>1$ の取り方に

よらない．この直線を左にずらすと，留数定理によって

$\sum_{0<n<X}a_{n}=({\rm Res}_{s=1}\xi^{+}(s))X+({\rm Res}_{s=5/6}\xi^{+}(s))\frac{X^{5/6}}{5/6}+\frac{1}{2\pi i}\int_{{\rm Re}(s)=c’}\xi^{+}(s)\frac{X^{S}}{s}ds$ (8)
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のような式が得られる．$d<0$ となるまで積分の直線をずらして関数等式を用いると，$s$ は $\xi^{*\pm}(s)$

の絶対収束域に入る．それによって (8) の右辺第 3項を評価するというのが筋道である．ただし実際
にはこの項は収束の問題がデリケートであって単純でなく，ここをクリアするのが技術的なポイン
トである．原論文は上述の [21] であるが，Sato-Shintani [30, \S 3] や Chandrasekharan-Narsimran
[10, \S 4] にも使いやすい形でまとめられている．

3 定理 1の証明
系 7は軌道 $G_{\mathbb{Z}}\backslash V_{\mathbb{Z}}$ を判別式の順序で数えているので，命題 4にょれば 3次環を判別式の順序
で数えていることにもなる．一方の定理 1は 3次体 (の整数環) を判別式の順序で数えている．3
次体の整数環は極大な 3次環である．よって，系 7の発展として定理 1を得るためには，3次環
すべてでなく，極大な 3次環のみを数える方法を考えなければならない．
ここで比較のため，冒頭の公式 (1) の導出を簡単に振り返りたい．平方自由な数の個数

$A(X)$ $:=$ ($0<n<X$ となる平方自由な整数 $n$ の個数)

を数えることができれば，同じ手法によって (1) も得られるので，ここでは簡単のため $A(X)$ の

漸近公式を問題にする．これにつぃて，Gegenbauer の定理の名でも知られる次の古典的な命題
が成り立つ．

命題 8

$A(X)= \frac{1}{\zeta(2)}X+O(\sqrt{X})$ .

(証明) 平方自由な正整数 $q$ について，

$A(q;X)$ $:=$ ($0<n<X$ で $q^{2}$ の倍数となる $n$ の個数)

と定める．包除原理 (inclusion-exclusion principle) によって

$A(X)= \sum_{q}\mu(q)A(q;X)$

である．ただし $\mu(q)$ は M\"obius関数で，$q$ は平方自由な整数全体をわたる 4. ここで，$A(q;X)=$
$\lfloor q^{-2}X\rfloor$ だから，$q,$ $X$ について一様な評価

$A(q;X)=q^{-2}X+O(1)$ , (9)
$A(q;X)=O(q^{-2}X)$ , (10)

が成り立つ．独立なパラメーター $Q$ を用意し，和を次のように分ける．

$A(X)= \sum_{q\leq Q}\mu(q)A(q;X)+\sum_{q>Q}\mu(q)A(q;X)$ . (11)

$4_{q}$ が平方因子をもてば $\mu(q)=0$ なので，形式的に $q$ は正の整数全体をわたると考えてもよい．また $q^{2}>X$ なら
ば $A(q;X)=0$ なので，この和は実質的に有限和である．
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第 1項には (9) を，第 2項には (10) を用いると，

$A(X)=X \sum_{q\leq Q}\frac{\mu(q)}{q^{2}}+O(\sum_{q\leq Q}1)+O(X\sum_{q>Q}q^{-2})$

$=X( \sum_{q}\frac{\mu(q)}{q^{2}}+O(\sum_{q>Q}q^{-2}))+O(Q)+O(XQ^{-1})$

$=X \sum_{q}\frac{\mu(q)}{q^{2}}+O(Q+XQ^{-1})$

となる．$Q=XQ^{-1}$ となるよう $Q$ を選ぶ．このとき $Q=X^{1/2},$ $O(Q+XQ^{-1})=o(x^{1/2})$ で

あり，また $\sum_{q^{-}q}^{\mu}9^{q}=\prod_{p}(1-p\pi 1)=1/\zeta(2)$なので示された．$\blacksquare$

証明で用いた (9), (10) はごく初等的な評価だが，(11) に使えるためには，評価が $X$ について

だけでなく $q$ についても一様である点が鍵である．この証明を始めてご覧になった方 5は，例え
ば $X$ 以下の立方自由な正整数の個数 $B(X)$ について，$B(X)=\zeta(3)^{-1}X+O(x^{1/3})$ が同様の手
順で得られるので，お試しいただきたい．
極大な 3次環を数えるという当初の問題に戻ろう．関数

$M^{\pm}(X):=\#\{R:3$ 次環 $|0<\pm Disc(R)<X, R:$極大 $\}$

を考える 6. 極大な 3次環は 3次体 $F$ の整数環 $\mathcal{O}_{F}$ か 2次体 $L$ と $\mathbb{Z}$ の直積 $\mathcal{O}_{L}\cross \mathbb{Z}$ か $\mathbb{Z}^{3}$ のいず

れかである．Disc $(\mathcal{O}_{L}\cross \mathbb{Z})=$ Disc $(\mathcal{O}_{L})$ , Disc $(\mathbb{Z}^{3})=1$ から

$M^{\pm}(X)=N_{3}^{\pm}(X)+N_{2}^{\pm}(X)+1$ (12)

である．$N_{2}^{\pm}(X)$ は (1) によってよって分かるので，$M^{\pm}(X)$ を問題にすればよい．
極大であることは局所的な条件であること，すなわちそれぞれの素数 $p$に対し，$p$ において極

大であることが必要十分であることに注意しよう．このことから，命題 8と同様のアプローチで
証明ができないかと考えることができる．これを指摘したのが Belabas-Bhargava-Pomerance [1]
で，それによって彼らは (2) の誤差項 $o(x^{7/8+\epsilon})$ を得た．

すなわち，平方自由な $q$ に対し，

$M^{\pm}(q;X):=\neq\{R:3$次環 RO $<1J\pm$

q
$D$の isffc(g$R$)の$<\ovalbox{\tt\small REJECT}$XE’子

$P$ においで極大でない
$\}$

とおく．包除原理によって

$M^{\pm}(X)= \sum_{q}\mu(q)M^{\pm}(q;X)$ (13)

である．この和を

$M^{\pm}(X)= \sum_{q\leq Q}\mu(q)M^{\pm}(q;X)+\sum_{q>Q}\mu(q)M^{\pm}(q;X)$
(14)

と分けて，$M^{\pm}(q;X)$ について (9) と (10) に対応する一様評価をそれぞれ適用するのである．

5入門書では，例えば Hardy-Wright [16, \S 18.6] に命題 8の証明がある．
6実際の証明のためにはゼータ関数との関係で，$|$ Aut $(R)|^{-1}$ の重みをつけて数えるのが正確なのだが，説明の便

のためこのように定めた．詳しくは後述の注 11を参照いただきたい．
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技術的にはここからが本題となる．まず ( $1O$) に対応する評価について考える．3次環すべ
ての個数 $M^{\pm}(1;X)$ については，系 7から $o(X)$ である．$R$ が $R$’に指数 $q$ で含まれていれば
Disc$(R)=q^{2}$Disc$(R’)$ なので，ごく素朴に考えると，

$M^{\pm}(q;X)\approx M^{\pm}(1;q^{-2}X)=O(q^{-2}X)$
?

のような評価が想像される．この推測はあまりに単純だが，実際には次が証明される．

補題 9 (Belabas-Bhargava-Pomerance [1])

$M^{\pm}(q;X)\ll_{\epsilon}q^{-2+\epsilon}X$ . (15)

このような評価を得ることは一般には非常に難しいこともある 7が，今回の場合は 3次環が別の
3次環に含まれている状況を直接具体的に調べることで，比較的簡単に証明される．このことか
ら，(14) の第二項について次が得られる．

$\sum_{q>Q}\mu(q)M^{\pm}(q;X)=O_{\epsilon}(Q^{-1+\epsilon}X)$ . (16)

次に (9) に対応する評価だが，こちらについては $X$ と $X^{5/6}$ のオーダーの主要項を含む式を導
くのだから，系 7のときのようにゼータ関数とその解析的性質が必要となる．Perron の公式に
よって $M^{\pm}(q;X)$ と対応する Dirichlet 級数を次で定める．

定義 10 (q-非極大ゼータ関数) $V_{\mathbb{Z}}$ の部分集合 $V_{\mathbb{Z}}(q)$ を，対応する 3次環が $q$ の任意の素因子 $p$

において極大でないような 2元 3次形式のなす集合とし，

$\xi_{q}^{\pm}(s):=\sum_{f\in G_{Z}\backslash V_{\mathbb{Z}}(q)}\frac{|Stab(f)|^{-1}}{|Disc(f)|^{S}}$

$\pm Disc(f)>0$

と定める．

注 11証明の便のため，上では $M^{\pm}(X),$ $M^{\pm}(q;X)$ を個数をそのまま数える関数として素朴に定義
したが，正確には若干の修正が必要である．定義 5, 10の Dirichlet級数は軌道の個数を $|$ Stab $(f)|^{-1}$

の重みをつけて数えており，命題 4にょって 3次環の側に移っても，それは 3次環を $|$ Aut $(R)|^{-1}$

の重みをつけて数えることになる．したがって Perron の公式を使うために，$M^{\pm}(q;X)$ は正し
くは

$M^{\pm}(q;X)=$
$\sum_{0<\pm Disc(R)<X}$

$|$ Aut $(R)|^{-1},$

R. non-maximal at $\forall p|q$

と定義し，したがって包除原理 (13) が成り立つために $M^{\pm}(X)$ は

$M^{\pm}(X)=0< \pm Disc(R)<X\sum_{R:\max ima1}|$

Aut $(R)|^{-1},$

7上述のように，$[R’:R]=q$ のとき Disc $(R)=q^{2}$Disc $(R’)$ なので，今回の篩は (7) の 4変数多項式 Disc$(f)$ の平
方自由篩 (square-free sieve) の一種と考えることができる．多項式の，平方自由篩を含む幕自由篩 (power-free sieve)
については，例えば Hooley [17, Chapter 4] などを参照されたい．なお，概均質ベクトル空間と余正則空間に現れる
不変式の平方自由鯖については，最近 Bhargava $[SJ$ にょり一般的に有用な定理とその応用が得られた．
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と定義する必要がある．
一般には環の数え上げは，このように自己同型群の位数の逆数で重みをつけて数える方が自然
なようである．ただし今回の場合は，Aut $(\mathcal{O}_{F})=$ Aut $(F)$ は $F$ が $\mathbb{Q}$ の Galois拡大でなければ
自明であり，また 3次 Galois拡大の個数は $o(x^{1/2})$ なので，定理 1は重みをつけてもつけなく
ても同じ漸近公式になる．2次体 $L$ に対し，Aut $(\mathcal{O}_{L}\cross \mathbb{Z})\cong Aut(\mathcal{O}_{L})\cong \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ だから，(12) は

$M^{\pm}(X)=N_{3}^{\pm}(X)+2^{-1}N_{2}^{\pm}(X)+O(\sqrt{X})$ (17)

と修正すると正確である．

鍵となる観察は次である．

命題 12 (Davenport-Heilbronn [12]) $V_{\mathbb{Z}}(q)$ は係数 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ の $mod q^{2}$ の合同条件によって

定まる．すなわち，$V_{\mathbb{Z}}(q)$ の特性関数 $\Psi_{q}:V_{\mathbb{Z}}arrow\{O, 1\}$ は，法 $q^{2}$ の商写像吃 $arrow V_{\mathbb{Z}/q^{2}\mathbb{Z}}$ を経由
する．

これは Fourier解析が適用できる状況であり，定理 6の証明と同様に Poisson の和公式を使って
$\xi_{q}^{\pm}(s)$ の解析的性質を調べることができ，留数公式および関数等式が得られる．留数はDatskovsky-
Wright [11] によって次のように具体的に計算されている．

$\alpha_{q}^{\pm}:={\rm Res}_{s=1}\xi_{q}^{\pm}(s)=C^{\pm}\frac{\pi^{2}}{72}\prod_{p1q}(\frac{1}{p^{2}}+\frac{1}{p^{3}}-\frac{1}{p^{5}})+\frac{\pi^{2}}{24}\prod_{p1q}(\frac{2}{p^{2}}-\frac{1}{p^{4}})$

$\beta_{q}^{\pm}:={\rm Res}_{s=5/6}\xi_{q}^{\pm}(s)=K^{\pm}\frac{\pi^{2}\zeta(1/3)}{9\Gamma(2/3)^{3}}\prod_{p1q}(\frac{1}{p^{5/3}}+\frac{1}{p^{2}}-\frac{1}{p^{11/3}})$ .

そして Perron の公式によって

$M^{\pm}(q;X)= \alpha_{q}^{\pm}X+\beta_{q}^{\pm}\frac{X^{5/6}}{5/6}+E(q;X)$ (18)

の形の評価を得る．ここで Landau の定理をもともとの形で適用すれば直ちに次を得る．

$E(q;X)\ll_{q,\epsilon}X^{3/5+\epsilon}$ . (19)

しかし，(14) に (16), (18) を代入すると

$M^{\pm}(q;X)=X \sum_{q\leq Q}\mu(q)\alpha_{q}^{\pm}+X^{5/6}\sum_{q\leq Q}\mu(q)\beta_{q}^{\pm}+O_{\epsilon}(Q^{-1+\epsilon}X)+\sum_{q\leq Q}\mu(q)E(q;X)$
(20)

となるから，最後の誤差項を評価して定理 1を得るために必要なのは，$E(q;X)$ の (19) のような
$q$ ごとの評価ではなく，$q$ についても一様な評価なのである．

$E(q;X)$ は $\xi_{q}^{\pm}(s)$ の関数等式によって記述される量だから，問題は命題 12で現れた $\Psi_{q}$ の，次
の有限フーリエ変換 $\hat{\Psi_{q}}$の，$q$ についての一様評価に帰着する．

$\hat{\Psi_{q}}:V_{\mathbb{Z}/q^{2}\mathbb{Z}}^{*}arrow \mathbb{C}$; $\hat{\Psi_{q}}(g):=q^{-8}\sum_{f\in V_{z/q^{2}}z}\Psi_{q}(f)\exp(\frac{2\pi i[f,g]}{q^{2}})$ .

今回の研究では，もう一つの論文 [36, Theorem 6.3] でこの指標和の明示公式を得た．特に，平
均的にはかなり小さな値となることが分かった．その証明は概ね初等的である．中国剰余定理に
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より $q$ が素数の場合に帰着するが，$V_{\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z}}$ と $V_{\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z}}^{*}$ を $G_{\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z}}$ の作用で軌道分解し，軌道ごとに
計算する．軌道の個数は $1O$ 以上になるが，ベクトル空間が 4次元で比較的小さいため，すべて
を具体的に書き下し計算してしまうことがそれほど困難ではなかった．
この公式を用いて得られた一様評価が次である．

定理 13([35])

$E(q;X)\ll_{\epsilon}q^{2/5+\epsilon}X^{3/5+\epsilon}$ , (21)

$\sum_{q\leq Q}\mu(q)E(q;X)\ll_{\epsilon}Q^{4/5+\epsilon}X^{3/5+\epsilon}$. (22)

(22) は (21) からは出ないが，少し特殊な工夫によって，今回の目的のためにはより有用な (22) が
得られる．以上で証明が完了する．(20) の主要項については $\alpha_{q}^{\pm}\ll_{\epsilon}q^{-2+\epsilon},$ $\beta_{q}^{\pm}\ll_{\epsilon}q^{-5/3+\epsilon}$ から

$X \sum_{q>Q}|\alpha_{q}^{\pm}|=O_{\epsilon}(Q^{-1+\epsilon}X) , X^{5/6}\sum_{q>Q}|\beta_{q}^{\pm}|=O_{\epsilon}(Q^{-2/3+\epsilon}X^{5/6})$

であり，また

$\sum_{q}\mu(q)\alpha_{q}^{\pm}=C^{\pm}\frac{\pi^{2}}{72}\frac{1}{\zeta(2)\zeta(3)}+\frac{\pi^{2}}{24}\frac{1}{\zeta(2)^{2}}=\frac{C^{\pm}}{12\zeta(3)}+\frac{1}{4\zeta(2)},$

$\sum_{q}\mu(q)\frac{\beta_{q}^{\pm}}{5/6}=K^{\pm}\frac{\pi^{2}\zeta(1/3)6/5}{9\Gamma(2/3)^{3}\zeta(2)\zeta(5/3)}=K^{\pm}\frac{4\zeta(1/3)}{5\Gamma(2/3)^{3}\zeta(5/3)},$

である．よって (20) に (22) を代入すれば次を得る．

$M^{\pm}(X)= \frac{C^{\pm}}{12\zeta(3)}X+\frac{1}{4\zeta(2)}X+K^{\pm}\frac{4\zeta(1/3)}{5\Gamma(2/3)^{3}\zeta(5/3)}X^{5/6}$

$+O_{\epsilon}(Q^{-1+\epsilon}X+Q^{-2/3+\epsilon}X^{5/6}+Q^{4/5+\epsilon}X^{3/5+\epsilon})$

$Q=X^{2/9}$ と選ぶと誤差項は $o_{\epsilon}(x^{7/9+\epsilon})$ となり，(17), (1) より定理 1が示される．

4 算術級数中の 3次体の判別式
3次体の判別式の個数についてよい漸近評価を得たが，これらを合同類別で分けて数えるとど
うなるだろうか．判別式を $m\geq 1$ を法とする合同類別で分けて数える関数を考える :

畦 $(X\cdot m, a);=\#\{F$ $Disc(F)\equiv amod m[F.\mathbb{Q}]=3,$
$0<\pm Disc(F)<X,$

$\}\cdot$

$a$ は自然に $\mathbb{Z}/(m)$ の元とみなす．簡単のため，$m$ が素数 $p$ のときを考える．$a=0$ のときは，
Disc $(F)\in p\mathbb{Z}$ は $F$ が $p$ で分岐するという条件で，この $N_{3}^{\pm}(X;p, 0)$ については定理 1を証明す
るときに同時に漸近公式が証明される．したがって $a\in \mathbb{F}_{p}^{\cross}$ の場合が問題になるが，ここで面白
い現象が見出される．$p=5,7$ のときに $X=2\cdot 10^{6}$ で実際の個数を数えると次のようになる．
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法が 5の場合はほぼ等分布で差は 150未満 (1%未満) であるのに対し，法が 7の場合は最大で
3500以上もの差がある．さらなる数値実験をすると，これは偶然ではないことが明らかになる．
具体的には，$p=$ 11,17,23,29などの $P\equiv 2$ mod3ときはほぼ等分布，$p=13,19,31$ などの
$p\equiv$ lmod3のときは顕著な偏りが見て取れる．
実はゼータ関数の立場からは，この現象に対応する命題が既に示されていた．次の定理は，

Shintani [32] の研究をアデール化する 1988年のWright [40] の研究の中で指摘された．

定理 14 (Wright [40]) Dirichlet指標 $\chi$ で捻った新谷 $L$ 関数 $\xi(s, \chi)$は，$\chi$ が自明な指標のとき
$s=1,5/6$ にのみ一位の極を持ち，$\chi$ が位数 3の指標のときは $s=5/6$ にのみ一位の極を持ち，$\chi$

がそれ以外のときは極をもたない．いずれの場合も極以外では全複素数平面上で正則である．

極の留数を計算し，3節と同様の議論を行うと次が示される．

定理 15 ([35]) $\chi$ を $\mathbb{F}_{p}^{x}$ 上の非自明な Dirichlet指標とし，

$N_{3}^{\pm}(X; \chi):= \sum_{[F:\mathbb{Q}]=3} \chi(Disc(F))$

$0<\pm Disc(F)<X$

と定義する．$\chi$ が位数 6の指標でなければ $N_{3}^{\pm}(X;\chi)=O(x^{7/9+\epsilon})$である．$\chi$ が位数 6の指標 8の
ときは，

$N_{3}^{\pm}(X, \chi)=K^{\pm(1-p^{-1})\tau(\chi^{2})^{3}} 4L(1/3, \chi^{-2}) X^{5/6}+O(X^{7/9+\epsilon})$ ,
$p^{2} 5\Gamma(2/3)^{3}L(5/3, \chi^{2})$

ただし $\tau(\chi^{2})=\sum_{t\in F_{p}^{x}}\chi^{2}(t)\exp(2\pi it/p)$ は Gauss 和である．

$p\equiv 2$ mod3のときは $\mathbb{F}_{p}^{x}$ には位数 6の指標が存在せず，$p\equiv 1$ mod3のときは $\mathbb{F}_{p}^{x}$ には位数 6

の指標が存在する．このことが，$N_{3}^{\pm}(X, \chi)$ が $X^{5/6}$ のオーダーの主要項を持つことがありうる
かそうでないかの違いとなる．そして定義より

$N_{3}^{\pm}(X; \chi)=\sum_{a\in F_{p}^{x}}\chi(a)N_{3}^{\pm}(X;p, a)$

だから，指標の直交関係式によって，$N_{3}^{\pm}(X;p, a)$ の第二主要項に偏りが生ずるかどうかの差と
なる．すなわち，漸近式は

$N_{3}^{\pm}(X,p;a)=C_{p}^{\pm}X+K_{p}^{\pm}(a)X^{5/6}+O(X^{7/9+\epsilon})$ (23)

の形になり，$p\equiv 2$ mod3のときは $K_{p}^{\pm}(a)$ はすべての $a\in \mathbb{F}_{p}^{x}$ で一定だが，$p\equiv 1$ mod3のと

きは $K_{p}^{\pm}(a)$ は $a\in \mathbb{F}_{p}^{x}$ によって異なる．実際の個数と 2つの主要項による近似値を比較してお

8定理 14では指標の位数が 3かどうかが問題であったが，ここでは指標の位数が 6かどうかが問題になっている．
ここには技術的な問題があって，判別式の群の作用による相対不変性が Disc $(g\cdot f)=(\det g)^{2}$Disc$(f)$ と，$\det g$ 倍で
なく $(\det g)^{2}$ 倍になることに理由がある．紙数を要するためここでは $\xi(s, \chi)$ の正確な定義を与えられないが，詳し
くは [40,36] を参照されたい．
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こう．

定理 1と同様，2つの主要項は実際の個数をかなりょく近似してぃることが見て取れる．
一般の法 $m$ の場合は公式はやや複雑になるが，すべての場合を扱うことができる．やはり，

$(\mathbb{Z}/(m))^{\cross}$ が 3次指標をもつときに偏りが生ずる．その根拠は，ゼータ関数の立場からは定理 14
だが，代数的な立場からはまだあまり明快な解釈は得られていない．

5 2次体のイデアル類群の 3等分点の分布
2次体 $F$について，$C1_{3}(F)$ で $F$のイデアル類群の 3等分点全体のなす部分群を表す．この個数の

平均を問う問題が今回の問題と密接に繋がっていることはよく知られており，実際に Davenport-
Heilbronn [12] で主要項が決定され，Belabas-Bhargava-Pomerance [1] により誤差項が改良され，

$\sum \#C1_{3}(F)=\frac{3+C^{\pm}}{\pi^{2}}X+O(X^{7/8+\epsilon})$

$0<\pm Disc(F)<X[F:\mathbb{Q}]--2$

が示されていた．今回の研究で，この関数についてもやはり第二主要項が存在することを示すこ
とができた．

定理 16([35])

$\sum_{[F:\mathbb{Q}]=2}\#C1_{3}(F)=\frac{3+C^{\pm}}{\pi^{2}}X+K^{\pm}\frac{8\zeta(1/3)}{5\Gamma(2/3)^{3}}\prod_{p}(1$一 $\frac{p^{1/3}+1}{p(p+1)})X^{5/6}+O(X^{18/23+\epsilon})$

$0<\pm Disc(F)<X$

である．ただし，第二主要項の積はすべての素数をわたる．

また，この場合も判別式の法 $m$ での合同類別を考えると，3次指標が存在するときに偏りが生ず
る。 例えば，判別式を 7で割って 1余るような 2次体の族を考えると，それらは，7で割って 2
余るような 2次体の族よりも，イデアル類群に 3等分点をより多くもつことが分かる．

6 文献紹介

いくつか文献を紹介して締めくくりとしたい．多数の概均質ベクトル空間が代数体の数え上
げに有効であることは，Wright-Yukie [41] にょって明らかになった．Bhargava は一連の論文
“Higher composition laws I-IV” [2, 3, 4, 6] で，[41] で扱われた空間を中心とする 13種類の概均
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質ベクトル空間について $\mathbb{Z}$軌道を系統的に考察し，命題 4を特別な一例として含む，非常に豊富
な構造を発見した 9. Bhargava は引き続く [5, 7] で，特に概均質ベクトル空間

$Sym^{2}\mathbb{Z}^{3}\otimes \mathbb{Z}^{2}, \wedge^{2}\mathbb{Z}^{5}\otimes \mathbb{Z}^{4}$

を用いることにより，4次体と 5次体を数える関数の主要項を決定した．一般に

$N_{n}(\mathfrak{S}_{n};X)$ $:=\#\{F|[F$ : $\mathbb{Q}]=n$ , Gal $(F^{nc}/F)\cong \mathfrak{S}_{n},$ $|$ Disc$(F)|<X\}$

とおこう．ただし $F^{nc}$ は $F$ の Galois 閉包を表し，同型な体は一度だけ数えることにする．誤差
項の改良の研究もされており，現在それぞれ [1], [31] により，

$N_{4}( \mathfrak{S}_{4};X)=\frac{1}{2}(\frac{1}{24}+\frac{1}{4}+\frac{1}{8})\prod_{p}(1+\frac{1}{p^{2}}-\frac{1}{p^{3}}-\frac{1}{p^{4}})X+O(X^{23/24+\epsilon})$ , (24)

$N_{5}( \mathfrak{S}_{5};X)=\frac{1}{2}(\frac{1}{120}+\frac{1}{12}+\frac{1}{8})\prod_{p}(1+\frac{1}{p^{2}}-\frac{1}{p^{4}}-\frac{1}{p^{5}})X+O(X^{399/400+\epsilon})$ , (25)

が示されている．ここに積の $p$ はすべての素数をわたる．また (24) の右辺の和 $\frac{1}{24}+\frac{1}{4}+\frac{1}{8}$ はそ

れぞれ，無限素点での分解条件を指定した族それぞれの寄与を表し，順に総実 4次体，実素点が
2個の 4次体，総虚 4次体の寄与である．(25) の右辺の和も同様である．詳しくは [5,7] を参照
されたい．

概均質ベクトル空間のゼータ関数については，一般論は Sato-Shintani [30] で出来上がったが，
整数論への明示的な応用のためには，個々のゼータ関数をより詳細に調べることが欠かせない．
概均質ゼータ関数はリーマンゼータ関数や単純環のゼータ関数などの古典的な例も多く含んでい
るが，本稿で紹介した 2元 3次形式の空間のゼータ関数は，概均質ベクトル空間の理論によって
新しく存在が明らかとなった中でいちばん基本的な例と言える．本稿では，その極の構造と留数
公式，そして関数等式の考察が系 7及び定理 1,15,16に用いられることを見た．2元 3次形式
の空間のゼータ関数の解析的性質については，Shintani [32] の後も [40, 11, 36] などで順次調べ
られてきたが，他の概均質ベクトル空間のゼータ関数についてもさまざまな研究が望まれる．
概均質ベクトル空間のゼータ関数について，これまでの研究の発展を網羅することは筆者の手に

余るが，重要なものや興味深いものを少しだけ挙げておくと，ゼータ関数の明示公式 (Ibukiyama-
H.Saito [18], H.Saito [27] $)$ , ガウス和の明示公式 (Denef-Gyoja [14]), 局所ゼータ関数 (Kimura-
F.Sato-Zhu [20], Igusa [19] $)$ , 大域ゼータ関数 (収束 H.Saito [28], 極の構造 Yukie [42]), 多変数
のゼータ関数 (F. Sato [29]), Weyl群多重 Dirichlet 級数との関係 (Wen [39]) などがある．

2元 3次形式の空間のゼータ関数についてある程度詳しく説明してきたので，今一つ次の定理
を紹介して，結びとしたい．この驚くほど単純な関係式は，大野泰生氏の 1995年の修士論文で
予想され，中川仁氏によって証明された．

定理 17 (Ohno [23], Nakagawa [22]) 定義 5のゼータ関数について，

$\xi_{+}^{*}(s)=\xi_{-}(s) \xi_{-}^{*}(s)=3\xi_{+}(s)$

が成り立つ．

9Bhargava の理論と関連する話題については，筆者の概説論文 [34] “高次合成則入門” で．密度定理への応用など
も含めてある程度詳しく紹介した．興味あるかたはご覧いただきたい．

136



公式の単純さに比して，Nakagawa [22] による証明は簡単とも初等的とも言いがたく，類体論
を駆使した複雑かつ精巧なものである．2元 3次形式の空間のゼータ関数については，格子に合
同条件をつけた変種のゼータ関数にも同様の関係式が存在することが，[25,24,36] などで見出
されている．他の空間のゼータ関数についてもこのような関係式があるかなど，定理 17は多く
の問題を示唆している．これについて興味のあるかたは，著者の解説 [33] も参照されたい．
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