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　　　醒　Sを複素解析曲面（コンパクト．連結）とする。曲面上の曲線慨約か

つ被約な因子）Cに対し、その（算術）種数g（C）をC（C＋K）／2U　（KはSの標準因

子）で定義する。g≧Oを決めた時、　gニg（C）となる曲線はどの位あるか？　よリ正確に

は種数gの曲線の代数族はどの位あるか？

　　　注意。κ（S）≧Oならg＝Oの時、りまり耕輔軸線は動かないので、

その数そのものを問うことになる。

曲面論の応用として調べてみると、答え｛ま次めようになる。

　　　一）　　Sを極小と仮定する。Sの小平次元をx（S）、不正則
数をq（S）で表わす。このとき：

κ＝κ　（S）　　　q　＃　〈1（S）　　　　　　　　9　＝　0　　　　　　　　　9　＞　0

冥＝2　　　　　　　　　・　有限個　　　　有限個

κ＝1　　q副　　　　　　？ひ　　　　？

　　　　　　q＞0　　　　　有限個　　　　　？

κ＝O　　q忽O　　　　　Aut（S）を法として有限個

　　　　　　q＞0　　　　　なし　　　　　同上

鴛＝一。。　　　　　　　　　有限個　　　　有限個

　　　面白いのは有限性の成立する理由が各々の場合で全く異なる（ほぼ3種類にまとめ

られる）ことである。

　　　唯一夫解決なκ＝1の場合、無限個ある例は作れるが、加t〈S）を法としてもなお無

限になる場合があるか否かが分からない。

　　　Sが極小でないと有限性は必ずしも成立しない。　（xぱ2でどうなるかは不明。）

　　　仔∬。κ＝一。。．1ぱの9点blorupSは無限個の第一種例外曲線（非特異有理曲

線）を含むが、そのAut（S）は一般には（9点の位置が一般なら）自明である。
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　　　　　　x＝0．K3曲面、　Enriques曲面でやはり非特異有理曲線を無限個含むもの

がある・それらの曲面を一般の位置にある点で一回blow－upすれば、その曲面の自己同型

群は自明になる。

　　　以下で証明のスケッチを与える。曲面論にっいての基本的事実は断わりなしに用い

る（［1］参照）。

　　　StepDSが非代数的な場合。a（S）をSの代数次元とする。

　　　1．1）a（S）＝O　S上には曲線そのものが有限個しかない（小平）。しかもg（C〕

≦1でさらに詳しいことも分かる：

　　　　　q（S）＝2　トーラス　　曲線を含まない

　　　　　q（S）＝1W。型　　　→本号での申村氏の講演または［3］

　　　　　q（S）＝O　K3曲面　　たかだか有限個の非特異有理曲線のみ

　　　1．2）a（S）＝1　Sは楕円曲面で、すべての曲線はそのファイバーの既約成分。

よってSには1個の種数1の族とたかだか有限個の非特異有理曲線とがあるのみ。
　～＼

　　　Step　2）問題をコホモロジーの言葉に翻訳する。以下Sは代数曲面としてよい。

　　　CをS上の曲線とするとき、そのコホモロジー類c＝〔C〕∈H2（S，　Z）．

・Hユ（S，Z）／ねじれ群を考える．k＝一・，（S）・H2（SZ）．をSの雛因子コホモ・ジー

類とする。Hユ（S，　Z）．は自然な双線形形式を持っ。

　　　さてS上種数gの曲線の代数族が（Aut（S）を法として）有限個であることは、集合

　　　　　E（g）　＝　｛c∈　Hユ（S，　Z）．；cユ＋kc　＝　2g－2，　c　ニ　（C〕｝

が（またはE（g）／Aut（S）が）有限集合であることと同値である。

Step　3）　（第1類）　κ＝2の場合（宮岡一梅津）

次のより強い定理がある。

　　　定：壁Lユ＿（宮岡一梅津［2］）　Sをκ（S）≧0なる曲面とし、非負整数gを

定める。このときSとgのみによって定まる整数Nがあって、任意のS上の曲線Cでその

幾何種数がgのものに対しCK＜Nとなる。　　　’

　　　この定理は宮岡の不等式の弱い一般化に当たる。宮岡の不等式は、κ（S）≧0かっ

Cが非特異なら

　　　　　・…Ωξ（1・gC））≧・言・ψ（1・gC））

をいうが、これは

　　　　KC≦3・、（S）一・，2（S）・4（・（C）－1）

と同値である。

一 2一

2



　　　宮岡一梅津の定理から有限性はただちに導かれる。すなわち、Sが極小ゆえKは

nefでKC≧0。よってKC、従ってC2も有界。一方k＝〔Klモバ（S，　Z）．を考えると

き、kユ＞0だから、　H。dgeの指数定理によりk↓（HI’1は負定値。さてc＝（C）をc＝

αk＋b，αeO，　bεk↓OO，と分解するとα＝kc／1～（≧0）は有界、よってbユ＝♂一

αZ ゼも有界で、k㍉ek」一だからその負定値性により、このようなbは有限個。

　　　Step　4）κ＝1，　q＞0，　g＝0．　S→Alb（S）を考えれば、非特異有理曲線はそのフ

ァイバーにしか入れない。

　　　Step　5）　（第1類）　κ＝0，　S：K3曲面（Looijenga－Sterk［5］）

　　　いくっか記号を準備する。

　　　・・Hユ・S’・…Q・・。・同様にH脚㌦を定義…d・・分解・。・H2’°

ΦH川　OH防≧がある。

　　　・k㌧H九1（HR上二次形式は符号数（・，・9）．この中でV・｛・・Hζ・

x≧～＞0｝は二つの凸錐VルとV一 の和（豊富な因子を含む方をV＋とする）。一方P＝

｛（C〕ζH；CはS上の非特異有理曲線｝とする（～＝－2に注意）。δそPに対し反射

（reflection）sS：x→x＋（x．δ）δが定まり、これはHodge分解を保っ。これらが生

成する0（H）の部分群をSのWey1群と呼ぶ。　WはV＋上に離散的に作用し、　K＝｛xξV＋

；すべてのδぐPに対し（x，δ）＞0｝がその作用の基本領域となる。KはまたS上の陥h－

1er計量類の全体とも一致するので、　Sの陥hler錐と呼ばれる。

　　　N‘ron－Severi群HL　＝HL「（H上二次形式は非退化で符号数（1，ρ一1）

（・・…kHUSのピかル数）を持つ・T・畦’）↓（H内で）とする・

　　　・（H）の部分群G・｛・∈・（H）・吃（Hψ）・Hら゜｝およびその部分群G・・｛・・

o（H）；σclH輪θ＝id｝＝｛σピo（H）；σlT＝id｝を考える。

　　　鍾1（Nikulin）　G／G．は有限巡回群。

　　　A＝Im（Aut（S）→0（H））とすれば明らかにAζG．　A．＝A（G．とおく。

斑里2（大域的Torelli定理の系）i）G＝A貿（Wx｛±1｝），　G．＝A・区W

ii）自然にG・＜・（H；）と見られるが、　Cは・畦！）内で指数有限・

さて圭定理の証明に移ろう。

CをS上の曲線とすれば（K＝0）だから～＝2g－2である。

　　g＞1っまり♂＞0なら　〔C）ε盲（Vや

　　g＝1っまり♂＝0なら　（C〕e　「i｛　《〔δア＋－　V●）．

証明に使う基本的事実は二次形式論で良く知られた次の定理である。
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　　　妄里3　Mをlattice（非退化二次形式を持つ有限生成自由アーベル群）と

する。整数nに対し、長さnの原始元（aニkb，　bξ閲，　k≠1《烈の形に書けないもの）

の0（めを法とする類は有限個である。

　　　明らかに0（M）をその指数有限な部分群で置き換えてもよい。またn≠Oなら原始

元という制限をはずしてもよい。

　　　・・暢およ礼に対して上の鯉を適用する・K旙wの鉢徽であること

を思い出せば、定理2と合あせて、ロ＞Oのとき、

　　　　　｛〔C〕；C2＝n，　C既約｝／Aut（S）

が有限集合であることが知られる。n＝Oの場合は次の命題から同様にして分かる、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　けト
　　　命題2（Saint→onat）S上の非特異楕円曲線のコホモロジー類は原始的であ

る。

　　　g＃Oの場合はもう少し詳しい、次の幾何的および群論的事実から従う。

　　　命題3δヂ畦1ぷ・含とする・ある非特異有触線c埼し・・
・⊆・C・となるための必要＋分条件は、・・δ・…∈・ξ・・δ…がKの余次元・の面

となることである。

　　　命題4・・Hξ1，・ご・V㌔・安とする・・♪への・α・の作用の基願

域として余次元1の面が有限観であるものがしかも貿（㌔内に取れる．

　　　詳しい証明は読者にまかせる（〔5］参照）。

　　　…のもう一つ噛M・・es曲面でも全く同じ形の醐が（・」’・H2・S，　Z）・

として）成立する（詳しくは［4］喬e。∫饅§．5参照）。

　　　q京2、アーペル曲面のときも同様。W叉｛1｝となるだけやさしい。

　　　St即6）　（第皿類）　κ＝0，　q＝1．　Sは超楕円曲面。

　　　こ舵きはb。⇒でパ〈s，ヱ）．・＜＜？ム）・〈娘輸となる．

　　　しかもSば2個の楕円曲線の直積を不分岐被覆として持つことから、H≧（S，　tQ）の基

殿して珊罐簡雛、，・、が風そ挺対す硅叉行那・誇となる・

　　　したがって任意の曲線（≠馬・E2）は　　　’

　　　　　cニαE　÷β日，α〉§，β〉白，¢，βの分母≦a

と書ける。Cユ＝2αβaだから、　Cが有界なら、αもβも有界で、したがってこのような

Cは有限個しかない。

　　　St聾？）　　駕二〇，　q＞8，9ニ§

　　小平の分類論から、κ＝0，q＞0の曲面Sはすべてその普遍被覆が¢2であること

が分かっている。したがってSは葬特異有理麹線を含まない。
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　　　Step　8）　鴛　＝－oo，　q＝0．　S＝P．

　　　Hを射影直線とするとき、任意の曲線は〔C〕＝d（H〕と書ける。K＝－3（H〕だから、

C（C＋K）＝d（d－3）で、この値が定まればそれを満たすdはたかだか2個（実はd＞Oだ

から、g＞Oなら1個）。

　　　Step　9）　（第皿類）　κ＝一。。，　q＝0．　S＝Σh（Hirzebruch曲面）（n≠D

　　　Fを線織面としてのファイバー、Bを㎡＝mとなる（唯一の）切断とすると、

H2（s，z）はこ肪で鍼され、その二次形式は（9∴）となる（＝（9ち）（・偶数）、

〈1＞⊥〈－1＞（n奇数））。特にK＝一（n＋2）F－2Bとなる。

　　　Hユ（S，Z）の基底として、　｛F，B｝の双対基底｛F，nF＋B｝をとる。任意の曲

線C（≠F、B）は　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼

　　　　　C＝αF＋β（nF＋B）

と書けるが、定義からα≧0，β＞Oである。しかもα＝0となるのはBの対向切断B’

（B’ユ＝n）しかないから、α＞Oとしてよい。さて

　）　　　　C（C＋K）＝nβ　（β一1）＋2（α　一D（β一1）－2

ゆえ、この数を決めたとき、それを満たすα，βは有限個しかない（α，βについての非

負項の和に書けている）。

　　　Step　10）（第皿類）　κ＝一◎。，　q＞0．　Sは不正則線織面。

　　　この場合もb2＝2でH2（s，2）．～・（？；）〉または〈1＞↓〈－1＞。Fを線織面の

ファイバー、Hをある豊富な因子とすれば、　H（S，ωはこれらのコホモロジー類で生成さ

れる。任意の曲線C（≠F）はFC＞0，　HC＞0を満足することから、やや面倒にはなる

がStep　9と本質的に同様の推論によって、向じC（C＋K）を持つCのコホモロジー類は

有限個であることが分かる。ここでKユ＝8（1－q）≦0　を用いる。
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