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O-introducti' on

     soient k un coxps pariait de caract6nt$tigue pÅr o et

W les vecteurs de Wikt sur k. CR sak, diepuis }es travaux de
                                           .
?ontaine, Me$sing et Kesto ([i7), U8jÅr gue ia cohomoiogie "sysctora-

ique" est une th6orte satisfai$ante, dans ceurtains cas, pou-r ies

w-sch6rnas. Le but dee acet artiele est de const.yuire une th6or:'e

dies "r6guiateurs synvcrrnigues" gui uniiie, ÅëonjeÅëturaletuent pour

i'instantt un ce:tain nornbre de construetion$ p-re"c6denzes ([4],-

C5 ],[22 j, [24 3År.

Le thEorEme DriRcival e$t le s tivaRt:
           --
ThEore'me o.:,. si x e$t un vv'-sch6ma $yntomique Åqcf•. :,.i.), U

'existe pou-v tout -S Åq 1pu (voÅ}r Åëependani : Rem. 2.2) des f15ches

fonctorielies

(O•2) ci,j : Kj(x),g H2i-)Åqxnr sn(i)x) (xn 'X xw Z/pn)

qui, $i X est suppo$6 propre et Msse $"er w $'insE=e gaRs aR

esagrame comgku`u'atiff•
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(o•3) Kj (X) - H2i'-j(Xn, s.(i)x)
               Kjl(xx) - H2i-](xK ,I(z/pna))

ÅqXk = X xwKi K = Yrac {WÅrÅr

(ia fieche verticaie de droite 6tant celle con$turuite par

Fontaine-Messing dan$ Cua)).

ma'une des application$ ie$ plus imm6diates de ce r6sultat est

d'61ucider complEtement, Na la lurniEre du tmavenU. de Kato([18])t

ia nature de certaine$ Xois de reciprocitE (diont ceile de vostokov

                       "-peur ie sy;uboie "Norvae residueRe de H"bert" ct'uRe extension

Åëyciotomigue de QlÅrÅr ati bien Evidemaent, de fomauier des

anaiogues p-adiques de certaines conjectuxe$ die BeiUnson.

     L'article est organise de la maniere $utvante. Au prer.nie.r.

crhapitre, on rappeiie Xa diEtinition des zi at$ceanux syntorniques

$n(i)x de Fontaine-Messtng([11]) dans la pr6san=ation de Kato

                                  --(U7]). Nous indiquonss ensuite brievement p"uxguoi ia methode

$icandard de coRst."ucx'on dies ciasses de Chexzz e= cohomoiogie 6e

de Rham ou de Hodge•esÅé 'inop5r- an'te ici.

     Nous empioyons donc une autre m6thode, ba$6e sur i'obtention

die "classes unive-vseX"e$" ; ce aui n6cessite Xe calcul de la

cohomologie cristaUine de B.GLn/W. C'est Xiobjet a'u chapitre

x:, : ia d6monstration esic due a Deligne et, quoique dEji ancienner

serable n'avoir jarnai$ est6 pubii6e Åqeiie diS• tf&erde die ceiie de [7)

dian$ soR priRcipeÅr.

     ces r6sui;.ats neu$ permettent, dans ie chapt=re zui die

diGtinir les classes dee Chern universelles en Åëohofuologie •
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syntornique et par suite, les fieNches (O.2). on en d6duit les

yEgulateurs (= caract&rre de chern) par Xa rnGthode habituelle. A

titre d'exempie, on decrit cl,1 dans le cass X= Spec(R)r R une
W-alg5bre iocaie, ce qui permet de donner une descn'ption du
cobord e: R' ----sÅr KiÅqR, z/pRÅqUÅr at:ach6 a ia suite exacte de

Kurftmer .

     Le de.rnier chapttre est consacr6 aux mppXications. Les

fi5ches (O.2) nous $ervent tout d'abord a p:ouver une conjecture

die Schneider ([21)) smuy a'existence de cerkalnes flEches. Nous

$ignalons ensuite comment utiliser (O.2) pour reforrnuier certains

r6sultats de Kato ÅqCX8)). Dans le troisi&me paragraphet nous

caicuioRs Åqci. 5 ce sitjet la retaargue 3.U) ia K-th5c.r.i'e5

coefft"cients dans QFÅr die degrE impaiy d'un anneau d'entiers OL

 ae corps p-aaique a. :

      '(O•4) K2rn+l(OL, Qp)x L (m År. 1)

Les dernters chapd• -; res, enft' n, sont consaÅëre' s a i'6nonc6 et i la

asscussion de cenjecturees sur ies vaieuxs die fonctions L p-adigue$

attachEes aux ccrp$ cyciotemigues ou aux couthes eliipt2'gues gui

$ont paraliE2es 5 cene$ de Bei2inson pouur ie cas transceRdant.

     Je tiens tout wex`u-icuiiErement i rernercter -b. rZlusie de aui

j'ai app-ris l'argurnent die DeMgne, indispensabine dans ce travaU

et gui m'a aid6 tout au iong du travail. Je rerner• cie 6galernent J.-

u. coZliot-Th61Ene et C. soul6 pour les discu$stons gue nous avon$

eu sur ke sujet. je reraercSe enfin K. Kato die ra'avoÅ}r communtquG

cerrtaiRes de ses notes, de ra'avoir aSd6 li Åëompurendre le ;,ieR avec

$on travaii ; et au$si pour itindicibie gentUiesse de son acceuii
                       'a 1'universitE de Dokyo gui a rendu posstbte ia r6dactiJon de ce

travail.
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                                 .:- . -Notations : Si k est un corps, k designe $a cloture
alg6bn' que.

Qp desigRe le corp$ des foRctieRs de 1'anxxeau des eRtiers

p#-adiques zp. Cp di6$igne 2e corapiet6 de Qp.

                           t' '     Si R est un anneau, R designe le gucoupe rnuitipiicatif de

ses 616me'nts inver$ibXa$.

     Pour toute extanston de corps k gk' et tout k-sch6rna

x, Xk, d6signe le schdirma X xkk'.

     Si A est un cornpiexe d'une catEgerie ab6Menne, Ar dEsigne

ie col;Ipiexe (g - g -D. ... - Ar " Arr "Fi - . . . }

pour tout k-sch6ma noetherien x int5gre, k(ÅrÅq) dEsigne son corgÅr$

die fonctions Kj(X)7 Åqrre$p KY.(x)) d6signe le j-i6me groupe de

K•-th6orie de QuUien (ere$p. de Milnor).

     -4-:. Prelirn)na;res

i. r.aisceaux svRtomicrua$.

     Soient k un cottps paxfak de caract6-vi$t.4.que pÅrg

et• W i'anneau de$ veecteu=s de Wit=' de k.

     un w-sch6ma e$t dit syntornigue (ci [U), :• :•. I.1) s'il est

piat et d'intersec".tion ÅëornplEte (i.e. ii extste iocaiement sur

                    pt- tX une immersion feAyrnee reguliere de X dans un. W-scherna lisse

z).

     DaRs toute ia $uite, Rous supposeron$ gue X es'L guasi-
                                  x
pxojectii Åqou a compo$antes guasi-projective$ iorsgu'ii s'agit de

sÅëh6mas sirnpli6iaux) afin d'aii6ger un peu cattaines detinitions.

-  as5 -
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Nous renvoyons a [XUr et 5 [17]t Remark X.8 pour le cas g6n6rral.

     La d6.F-inition diee sn(i)xr (i Åq p) est diue a Fontaine-Messimg

 ([11)) (U n'est pa$ n6eessaire de suppo$er x quasi-projec=tt)

et utUise un ferrnaXtsme cristaUin assez alTnportant. Nous alion$

donRer ia "y6aii$ation" de cette dEiinttion grace 5 des comp2exes

de formes diff6rentieiies comae i'a iait Kato daRs [17].

     Cornrne dans CW), M. Dei. (l,2), nou$ dirons qu'un rnorphismee

de W-sch6mas ft lr-T est un frobeniu$ de T si

f op Z/P : Tl -Ti e$t )e frobenius absoXu induit par
OT ---År OT ; t-tP et si le diagramme

                  s.i
               $pe cr Åqw) -                            specÅqYÅr

est commutati.i.. (if tlhx,vJc A)".oLb;k iVtkv ea. ritugttwL"Lus oksL kÅr

Soit donc X un W-schdirna syntornique (qua$i-prcjec'.-:-f) et

                              -- -i : XgZ une imme.wsion ferrnee reguliere dans un 'w---schema
              'iisse Z muni d'un tircbenius. L'existence de (Z, i, fÅr se dEdutt

du fak gue i'espaÅëe prejec'-if• a uR irobentu$. Sok 9=D                                                          (zÅr                                                         X
l'eRveiiope a put$sances divisees xeiat-{venent a ia sttv=c'."ure

canonSque de pui$$ances divis6es de' pW W. Soit J !'ideai de
OD d6iinissant x. Notons J[r] sa r"Gme puissance divis6e
(r ) o)C/tN on consididve aiors ie compiexe de teisceux 6taies su."

Q.y Jllie : J[ er j -d J[r'i] Q, i/rz}k J[ ac "2 ]g, nZ .. ..

                                zz             Åqdieg g}

on vErifie comme dian$ [i7], I. Lemma (X.3) gue pour Os4 r Åql'pt

(A ,igx; rZt:Ol oty. tw JCZ-3 ig

-  236 d
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on a f(JS2)C ptsÅí92'

Ceci permet de d6thnirt Jorsquet O .Åq rÅq p, i'objet suivant dans

la cat6gorie d6riv6e des z/pn-Moduies sur xn( = x xv;z/pnÅr

 u•2} s.cÅrx,z ec c6ReR - p-Xf : JillfE- ;j192ÅrÅr [-i] Åq2F' z/p

            '
Cet objet de D((Xn)et, Z/pn - Mod) est en -` alt ind6pbndant de z

comme il r6sulte de iee th6orie de la cohomoXogie cristalline.

Nous ornettrons donÅë Xen lettre Z dans la $uite, notant sn(i)x-

Comme expiiqu6 dans C17), chap. :, g2, on a une structure de

produk

R'3År Sn(iÅrx Å~ $nÅqjÅrx -"-' Sn(iÅÄjÅrx POUrr iÅÄj Åq P•

Rernarque 1.4. 0n paurraitr sans restriction sur r par rapport
g p dEfinÅ}r sn(S)x en consid5rant .s.--p""  piut6t que 1-p-rf

(ia limite projectivee $uivant n des cohornoiogies de ces deux

obje=s es-i la rnErae `rnodiuio +.orsion) ; nous nee ie ferons pas, car

d'une part la cohomoiogie de i'ob)et ain$i obtenu ne v6-r.i-iie

awpareiTgfteRt vas ie tk6or5me de s'.xucture eeuouei oR s'atte=d Deur

Xa cohomoiogte d'un uri ibacE projecti.`. ; d'autxe part, plusieurs

:rEsultats ([17), Ch :t 4.3 ; Ch II, 4.3, 4.4) )aissent a' penser

que le type de consididration pr6sent6 ici xx'a$t satisfaisant que

paour rÅq p. Nous ttravatllerons'donc, sautf exception avec la

dgfinition 1.2 iais$ant au lecteur le soin de verifier aue la
                                                     .
               - ;tpiupa-.t de nos resukests xestent vrais ave6 Åëette autre

ctefiftiti oR .

n

t
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2-Rapvel de ia taEthode de Grotheneieck--Remaraues

     Soient x un w-sch6rna iisse et E un o                                              -Moduie localeernent                                             x
2ibre de type fini de rang r+2 (r År. --2). La mgthodie standaid due

a GrctheRdieck Åqcf [}4]År pour dei2RÅ}ac des ciasse$ de CkerR, parr

exernpie en cohomoiogie de die Rham, est ia suivante. On atabkt

un thesor5me de $t.v.ucture pour la Åëohormoiogie du tibcr6 projectcx'f

g : p = p{\År ----veÅr x assoei6 a E r

                  fv • ,z.(2•x) adj o Rgft (ieocl(op(VÅr;) r.,eo Ax/w['2i)XRg.Ap/w

(cl :.pic p - NgR(p/w) ese mduit par dlog oS o .O•-g'u))

Les Åëiasses crk(EÅr e Hg;l(X/W) sont sirmpiernent le$ cornposantes die

ci(op(v)r+i e xxgAr+i)(p/w) via i,isornorrphisrne induit en

cohorcoicgie pax Åq2.lÅr Åqcf C24] pouer ies d5tai2sÅr.

BgtlBitscsiRgrna-rhecrue 2•2 On peut 6=endire cette Åëon$-: ruction au cas clu sehErr,a

simpiieial B.GX,n/W comme expligu6 pauc Gil)et ctan$ [12), !Vhrm.

2.2 po"r les obkenir• 6es ciasses ee Cherc uRiverseiies

Cie Hgft(B•GL./W) (.resp• H2sk(B.GLn, .Åqin)Lg.GLp/w)) (On prendra garde

au fais.'• gue la dieE;niiÅ}on die ci requiert un peu pius de soxn gue
                              .
pr6cEctemment : crf. D6i 2.3 .p228 de la2]År r i3 sutfti"L' d'a.D.pMgue.r

ie fo:rnaMsme digveiioDE Dar• Grothendieck au fÅ}br6 untve-rsel dive

rang n sur B.G]Ln/W•

Si i'on essaye ici d'appkiKuer cette raSthode, ia dijLEft'cuk6 S

laqueUe on se heeurte est que 1'on est arnen6 i consrd6rer de$

objet$ qui ne sent pas d6-tinis. Lorsquer r+2 = pr on voudralt

             t, --regarder la decorupesitÅ}on di'un element $e trouvant dans
                                                '
                                                          `
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H2P(pn, sn(p)p) r or sn(p)p n'est pa$

d'autre part, nten en travaiiiant avec

carr on voit rapidefaent gue i'obteRtion

s`avEre improbesbie.

IX--Calcul de la Åëohornolo the cristaUine

d6fini. on ne

 f-pr au heu

d'un th6oremE

 de B.GL .
          '

     Les .argumeRts de chapttre seRt dus a P. Dehgne.

avon$ appris de L. Iiiuside (ci US),[i6j).

:. Enonc6 du th6oreme.

     SoieRe n un eRtieeri G ie sch6ma en groupes

spec(W) et B. ie sch6rna siTnpiicai "Åëiassih'ant"

ce rforrnalisrne) On note On Ze rnoduie iibre de

T•h6oreme i.i. On a uR isomoxphisrae canonigue d'aigebres

     W [xl, , x.) - =) F.gri. (B• /W)

                          n                             avec action t."iviale              xi --•-År ci(o

Åqxi estaRt de poids 2i)

B. &tant a composantes Usses,il suftit de d6rnontrer

Th6ordrae 'i.2. 0n a uR isoraocrphÅ}sme d'aigEbres

                          •Xx "          W. [X tr , Xn) e HDR (B" /W )

(rnesme$ d6i;'nittion et convention gue dans l.i)

                                    ft -Remarcr-ue tt.3. Nous avens calcule-r licris ÅqB./W). Le iecteux

v6-, ttthera gue tu'on obtient le rn6me type de re'sultak avec Hgua,$

(Be /W,, ) ( rti S- 1l -

      1

                             -239-
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2. Cohornoloqie des veeniet6s de Stiefel et des crrassrnanniennes.

     Soit NÅr. n un entier arbitraire. On note V(n, N) la
variet5 de stieiei dies espp2ications injecza've$ de on dans oN.

GLR op5re sur Wnt NÅr et seR guotient e$t ia grassiRaRRienRe
Grass (nt x) des sou$-espacesde diraension n de' eN. La coho-

moZogie (.de De Rharn) de Grass (n, N) peutr se calculer comme coho--

mologie 6quivariante die v(n, N), c'est a dire comme cohomologie

diu sch6ma sirnpliÅëskesX

(2.l) V(n, N) = (.... G.Z4n X V(nr NÅr#V(ni N))

ÅqRerf de GLR agi$sant sur V(Rs NÅrÅr

i.e.

           t 't
(2.2) HDR(Grass(n, N)) -"V HDR(V.(n, N)/W)

On rernarque aiors que i'on a un diagramme commuta-tif

                KvR(Grass(n, NÅr/W) - XDRÅqV.(n, NÅr/W)
                                        A
   cs ( f• ib re c an o nt gu e År X

         Xi, W[Xir , Xn) -'--År HDR(B' GLn)

rc:V• (nr N) -ÅrB.GLn 6tant la projection canonigue.

     La st:ucture die ia cohornologie d'un fibr6 projectit•' z'mpZique

gue la f15che de gauche est un isomorphisme pour iÅq N - n.

                            ".Xi sufiit doRc die voix cr.ue ?T est iRjective elt degre iÅq N- n.

SoSt W{Rt N) ,ia vatiet6 de toutes ies appMÅëatioks (injectiives
ou non) de on dan$ oN. on a une inciusiori v(n'r N) c---År w(nt ts')

r24o-
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qui e$t e' quivatiante pour ]'acti'on Åëanonique de GLn; d'ou un

                ----rnorphisrne de $chernas $Jrnpiicxaux

(2.4) V.(n, N) ------- W.(n, N)
                         N/
                              .GL                             B                                 n

qux xnctuit

                  t Åqt) *(2.5) HDR(V.(n, NÅr)-HDRÅqW•Åqn, NÅr/WÅr
                         t?riX. ' /

                            HDR(B'GLn/WÅr

     soit aloms V• Xe sous $ch6rna ouvert die w(nt N) oti ia
                 i
d:•r"enston du noyau e$t .Åq. ,;. On a Uo=V{nt NÅrC•••CUn me W(nsN)

Lemme 2.6• Vi - Vi-i est diee dirnension i(i -n+ N).

DEmelt$tr• ---ation. La gues"Lion est iocale au vat•sinage de

x oC W(n, N) keZ que Ker io@k(xo) soit diee rang i. on 6e.r-dt

au voi$ inage die -xo, on = ei S E2, ON = Fi e F2 avec E2 @ k(xe}

=Ke-r tf @k(xo)r Fl@k(xo) me Im .`• (Si)k(xo) et .F dionn6 pa: une

ma-i .nce

                       El E2
Åq2.7År

              ,. (g 2) i;

a (iD k(xo) est,un isornorphisrne donc anssi a au voisimage de xo

d'o"

                            -- 241 -
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Ker f= [u = (ux, u2), l aul + bu2 = O, cux + du2 = O}

      ÅrL Ker(d - ca"heXb).

En d'autres tervaSslUi - Ui.-i est ie produit ntbrE de

 Åq2.9År Hc;"ÅqcR, oNÅr f
                              il
                                        d-rcraewib               Spec W -o HOM(E2r F2)

di'o" la codimensien.

     Si i År O, i(i •- n + N) År- N -- n + 1 et un ar gume nt 'de

pxofondeur !uontye gue ia fiEche hoyizoRtak die Åq2.5År est un iso-

raorphtsme en deger6 kÅqN-R. La fiEche obhgue de dreite est

injectiver ceia ce vatt en remarquant que i'on dÅ}spose de ia

sect:on nulle B.GLn- W.(nr N) qui es`. equtvartante. Fina)ement

 tL est in)ective en degre lÅq N-n. On kewact ensu:te tenare N

vers Z'in:-ini.

Remarque 2.IO. Oxx peut raontrer gue Ui - Ui-:, est 2•isse sur W
(i'ttppiication x` e di - ca-ib 6taRt r' angente a f- -dÅr

3. Cohornoiogie die Hodige de B•C-Ln/W•

     Nous Jaissons au iecteur le soin de vdin" f• ier le tne'o-re"rne

$uivant (m5me rn6thode que pr6cEdemment)

Theorerne 3.Z. Les hornornorphismes (defini$ Åëomme dans le theorerne

LlÅr
       '

Åq•3-2) w(xk, -, x.][o.H2iÅqB-,AS./w)
et

(3•3) WC xx, t x. )[i,..c - H"  (B•t rtIS' ./w)

                             -242-
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sont cies isomorphsksmes pour tout Å} )/ O

(x j e$t de poid$ 2j, W[xx, , xn)u,.[ = groupe additif des

polynoraes de pothds total År/• xt W[xn, t xR)[o : groupe additif

des poiyn6mes de poiGs totai O.
on a 6gaiernent H)(B.,ni}./w) = o st j l 2i.

M•sut,9EE9E-E}scth9SR-gZ!!3iE2il!Sts}l9g.:.i dCh ntO '

i. cta$ses de Chern universeiies.

     $oit B. comme au chapitre II.

Th6ordrne 1.1. 0n a des suxtes exactes pour tout iÅq p.

(L2År

 o-N2i (B.., srn (i )B. )-H2i (B-.r -CÅr l;-. Ik/wrn );.s=r2;p .fHD2 il (B' rn/Wrn )-O

                                        '                                                       'D5mon$tractioR : li suffk d'6crire ia scite exacte ioRgue de

cohornoXogie provenant de la diefinition die sn(i)Å~ et de rernarcr.uer

g.v., ace elu thEorame 1.1. du chapitre r! que B. n'a !pas de coho-

moioerte c-v-istaikne en deqre" imipair.

Remarque 1.3. 0n prendra gardie au fait dians (l.2) que l-p-Xf

ne purovienz pas di'un rnorphi$ne ABÅr'.ik/wm-.CÅrb.rn/wrn. :) est utUe

1'ci'di"ave' Lr Å}'e f• -vobentus'"caltonig.'ue" de Cil]' eÅí d"u""--{2ise... ie

fait que B. est aco:nposantes Å}isses (Jk'lz] -'v rrtix' pour x

lissma). En pa-r`."rkcrulie-., less classes dee Chern unive.w.selles

ci e N2iÅqB.mt .QSf.i/w ) fou-wntssent de$ ciasses untverseues

                 ra m
Ci e N2i (B• rnrsrn ('sk' )B.1 car tf (ci )=p ici (utiiiser ie spl i• tt ing

                                                      'princrrkple pour $ee ramener au cas i=)) e+.. donc (tu - p ':')(cp
                                                           -
= o.

-  243 =
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2--Ciassses de Chern d'un O -Module iocaiement iibre die tvve fini.                         X
     Soient X un Wd-sch6rRa $yntowique ee E un Ox--Moduie

iocaiernent iibre die type fini die rang n. E di6fÅ}nrt un rnophisrne

' rr : X- BG;}R Åqespace cias$Kiant de GLn) te2 gue E scit
1'irnage inverse par'"t du fibrr6 universel de•rang n sur BGLn.

D6finittion 2.l. soit iÅq p , ci(E) e H2th(xrn, srna)x) est par

defiRition "Z Ci ou Ci est ia ciasse univer$eiie du pavagraphe
purEc6dant.

ThEorErne 2.2. Il existe une unique th6orie de classes de Chern

gui a tout ex-Modiuie iocaierRent Uhre E associe des cia$ses
%(E)e H2i(xn, sn(i)x) aÅq p) tenes que:

Åqi) Norrrnaiisation : si E est i`nvdersibie, co(E) = tu et cl(E)

e$t Xa classe dEfinie via la $uite exacte de Kummer et l'i$o-

rnorphisrne Z/pn(1)or sn(tu)x die [11)•

Åqii) Fonc;' erializ'6 : si g : x-y es". tm raor=`hi$me de sch6raa$

$yntontques su= W et E un Oy-Modiule Xocalernent Mbre de type
                * eefkni, aiors ci{h sc) =h ci(E) pour tout iÅq p.

                                '
ÅqAO Addi ti vitE ; Si O - xx - F t--- i, G - C e$ ". une suite

exacte de Ox-Moduies localement libres diee type fini, aio.vs

             Ci(F) = ]Eiiei.i cj(E)c.e(G) (iÅq p)•

Demonstmeaticn : C'e$t une consNguenÅëe immediate de la construction

: ies ciasses uRive.r.se=es vErtfiant checune de ce$ pxopri't6s Åqctf.

[X3) pourr le$ d6taUs).

-  244 -

14



Rema.ya.ue 2.3. 0n peut tenir ie m6me raisonnement avec f-pi

dan$ (i.2) au zaeeu de i--p-Xf.

3. Cias$es de Che.vn suD6rteures.

     ll su[tit die paraphra$er Gii)et (crf.[i2), p22i et suiv.)

pouir obtenir des rnorphisrne$ (Y un sou$-sche'ma rferme- de xÅr

Åq3.M ci,j: Kg• Åqx} - K3i-jÅqx., snÅqDxÅr

pui$que la seuXe chose dont on a besetn est 1'exi$tence des
                           2icXa$ses univer$elles c.G K                      2 ÅqB•ta, $raÅqiÅrB.År.

Rermarque 3.2. eeci rEpondi $ Za guestion pos6e pa.y Kato dans U7],

Rernesrrk (3.4).

     Rappeions gue ci,j e$t obtenue panc cornpositton des morphi-

smes Åqci.[Z2) pour ies notatioBs)

(:•.3) KIIr(x) s Hi](x, z x z.. B GL(o.)) s HU)(x, z,.B• GL(ox))

       Hyj Åqx,= Zoo XÅq 2is sn x - Hy2 th '"jÅqXn sn x)}

     N,D ' ap -res Font a: xx re -baessing, Åq of C21 ) ) on y)eut construire un

mo.vphisme
   -

(3'4) H' (Xr,t Sn(i)x) " H." t(XKt Z/Pn(i))

pour peu gue x soit suppos6 propre et Jisse.

21tygRec,!2gRonosscron 3.S. OR a un ditagragwne comm"tatiE es Åq pÅr

(3•S) 'Kj (X) - H2i-) (Xn, s. (i }ÅrÅq )
              KjS!(xK) - H2i-"j(iÅrgK, z/pn(lÅrÅr

                              ,-- 245 -
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o" la fleche horizontaie inf6rieure est la f15che d6tinie comme

dans Gillet (cf.[12]).

D6rnonstration : par construction, il suffi't de voir ia

commutativit6 ae

         H'j(X,ZooB'GL(Ox))-. H2i-'j(Xnts.(i)x)

(3.6) l ICj(ZcoCi) t
         H-)(xKt z B•GzJ(oxK)) ftpt. (z,,c" H22-j(xKr z/pnaÅr)

et donc (les fl5ches horizontales Etant induites par les classes

universeZles Ci) que i'irnage de Ci G' H2i(B•GL(Ox)Dt sn(i))
                                                 .
par (3.4)"  est ci e H2i(B.GL(ox ), z/pna)). c'est 5 dire (par
                               K
d6dinition ces classes) que la classe syntontque d'un fibr6

inversible s'envoie stir sa classe 6tale. Comme on a des Å}nclusions

(3.8)

 H2 (B• GL /W.,sn (i)) "-'-År H2 (B• GL /W. r.OLgilGz, /w ) C--År H2 (B• GL /W.)

                                       n

la coincidence de )a classe 6tale et- de l'image de la classe

cristalline r6sulte. alors de [1!), 6.3.

                                    '
  i

(') Dans cette si'L,uation, (3.4) existe grice au caicui direct des

cohomologies (qf. Thm.1.Z)

-  246 -
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Rernarque 3.9: Il est utile de pouvoir disposer de flEches ci,j

                                                      'avec une autre source que K j(X). Voici comment proceder. On

rernarque que 1'on peut tensoriser ia suite exacte (1.2) par Q
                                                              p
(resp. Qpr Cp). Ceci permet d`obtenir des classes universelies

dans H2i(B.Qpr s(i)B. Q Qp)'  (reSp• H2i(B"Q'p ' S(i)B.6p)'

H (B.c , S(;)B. ))•
       pc                 p
On obtient, par suite, gr5ce E la construction de Giliet des

fl5ches

         Ci,j ` Kj(XQp) - H2i-j(Xr s(i)x) pa Qpr(3.10)

         ci,j : Kj(x-Q-p) --År H2i-j(x, sa)x) ec 6p(3.Zi)

                             2i-j         Ci,j : Kj(Xc.) --"-År H (X, S(i)x) (!9 Cp(3.l2År

                     `
pour L' Åq p.

         .- -4. Caractere de Chern. Requlateurs.
     On suppose toujours i Åq p. on d6 du i• t :' acileme nt des f• iEches

Ci,jr par )'utiMsation des po)ynornes de Newion des rnorp.hisrnes

chi,j tezs que, si 1'on pose ch = i/FFi,j chi,j, on ait ch(xy)

= ch(x)ch(y).
ce sont ces flEches'  chi,j : Kj(x) --År H2i-j(xnt sn(i)x) que nous

appeierons re' qu)ateurs svn"L'orniques. -- -. i -L "

"  On a Dos'e'  FI"(Xt s(i)x) = .l.hll!!M H"(Xnr Sn(iÅrÅ~)

-• 247 -
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s. Exeraple : caicui die Ci,i•

propo$ition 5.l. Soit R une W-algEbre Xocale. pour toute

                              . ktsurjection R' --+År R de W-aigebres iocaies teiie que R' -ijÅr R

et R' rnuni d'un Erobeniust on a un diagramme cornmutatif
    '
 (5•2) Kl(R')meR'' -Eit:herti Hi(RArS.(1)R,) = S(X, Y)e'Rfi e AiR., l

          S . i i dx-(2--p-lfÅrÅqy).os?
      Kl(R) ur' R ttt ,1 H (Rn'Sn(l)R)

et ia iiEche horizontale sup&rieure est donn6e par

                ct ---• (S iOg i}.i,P , {}9.: )

D6mon$trat:'on : Suppo$ons R' = wCT, T-i] avec f(r) = lrP.

Aior$f ie dtagramme Åëornrfiutatif•

Åqs.3) '  (Ker d:R5-AS,)
                                      R                   .C

     xiÅqRt) -H {R5, S.(1)R,År

                           pcroJ.can.

                   Ker a-p-X f• : A&rl - Akfi / cwa fi )

rnontrde gue iertf'e'rnent cl,zÅqT) = (B, sil$t ) avec dB me O i.e. Bew

(la fX6che obMque 6tanti pa: constructx'on, ct -{}EtL ' KlÅqR') --m-År

(År{lrt) D'autres,partt ci,i &tant fomctorieixe, on ipueut faire

subir Xa t.'an$:'ortaattion T• NT,n (lt ÅrOÅr pour vo2-w a-ue S ur' e.
                                                         t,

                            - 248 -•
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O}k peut aiorst conciu-ye sirapieraeRt de la manxe.r.e suxvantet comirte

                                    , --.me 1'a fait rernarquer Kato. On con$xdere le diagracmme commutatif.

            Rt[T, T-X] g W[T,T:i]

               TT

                   a
        R•, ij R

     " deaeR,be R` Åqies fiEche$ non d6tinis expMcÅ}tement $oRt ies

f15che$ canoniques).

On ai par d5tinitÅ}on die la Åëohomologie syntomigue

Hi(Rnr Sn(i)R,R,) 2t Hi(Rn, Sn(Z)R,R,[T,T-1))- (On a PrOiOng6 -

i'action de tf sur R'[T,T-X] pa-r f(T} = TP).

On rernacrque aiors que

Åqs.sÅr Åq;; iog lt}ig.9, ge) = Åqti iog {li?, ;i,i!:TÅr - Åqc, {iLt) diaRs

         Hl(R6, Sn(l)R')'

Mais Åëomme ce'lahte derniEre classe est c                                        (7?)r ia DrcDositton est                                     i,1 --
d6rnontv6e puisgue cx,l(a) e$"L 1'image de cl,1(T)-

                               '
CoroUaire 5.6. 0n a un diaguramme Åëormmutattu' di

                     y: '3 ÅqR', z /p R Åq i ) År

(s.7) R,tY TÅr
            X ffiÅqRi, $ Åqi))

                         nn

pour toute 'w'-a2g5bre ioca2e R' muni d'ult -"•robent•u$. {ia.fiEche

- 249-
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verticaie est X'isornorphisrne de Fontaine-Messing (Ui)), ia
oblique descendante est donn6e par ex ---År (} iogFgP, ilEt:),

est ie cobcrd as$oci6 i ia suite exacte de Kutwer"

IV-Atimu,ggSiLgRltS•

     i"R6qulateurs de P. Schneider.

     Soit X un Zp-schgma projectif et lisse. On va voix

comment les con$tructions pa Ec6dentes permettent die r6soudre

des conjecture$ die P. Schnethder ([21)).

La deÅíinition de snÅqiÅrx imp"que gue i'on a suke exacte

a.i) o ---t, Hglll-'j-i(x/z.)/(p"if-pFi o H2i'J(x,$a x))

ffiecne

e

une

    ,ev,H2i'j(xt AÅrx'Årz

                    p
avec Fi = xm(H2i"j'i(x, nra x' Årzp) --År HD2kW)-i(x/zp))

                            .

Theo-rerae 1.2. ?our tout 3"  År Os ies f•ieches ci,j induxsent

de$ fi5ches Åqnot6es encore cs,j) (iÅq p)

a.3) ci,j , Kj (x) . (Hggi--j-1(x/,zp)/(p•-if, .l)Frk) op Qp.

       '
DEmon$t."ativn : xi su.`..`.- it ct"e prouve= cr."e Kj(x) D

H2i'"j(x, .Qi-i) o Qp est nuxxe. cela ves r6sulter die 1'argurnezaic

cla$$igue de Katz et Bloch ueappe]6 dan$ [23], (p 232). On

Å} M6rme

      isur F

si X n'e$t pas mund d'un irobenius, on di$pose de

 (cfcuJ}.

i--p -" i'

-  esg -
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iactorise Kj (x) --År H2 i-j (x, aÅr x'  i) e Qp (--År HD2 fl-j (x/zp) & Qp Åq

Hgilg(xl/zp) (!) Qp ,par Kj(x) " Kj(x!) --År Hi'-j(xltW-nki,1.g)

@ Qp C-- Hg;I.](x /z.IL) (g) Qp• or Hi-](Xlt WaSl,).g) est de

             -e-torsion pour:- 31ve.C) +1 (cf. [6)}. D'oNu ie r6sultat

Rernarque ,1.4. La conjecture de P. Schneider portait sur une

flEche analogue a (1.3) rnais partant de Kj(XQp)• On peut

forrnuler le th6orEme 1.2 avec cette source. (ef. Rern. 3.9 du

chapitre III). Pour ia restrtiction iÅq p, peut s'en debarrasser
                                      'en travaSllant avec pi-f (cf. Rern. I.4 du chap. IÅr

2. Lois de r6ciprocit6.

     La descr;'ption die cl,l donn6e au chapitre pr6cedent perrnet

d'obtenir tre' s rapidement une loi explicit' e de r6cip-rocit6 pour

le' syrnbole "norme r6sidue)le de HUbert". En eff•et, 1'application

Kato conside're (cf•. [18]) est bien c!,1. 0n t• rouve ainsÅ} une

explicatÅ}on conceptuelle 5 la forrnuZe de vostokov (voir aussi

Brtickner et Henniart). plus g6n5ra2ement, le travail [18] de Kato

peut se forrnuler en 'u"u.S.lisant le classes ci,i resz'  reinz'  es

a la K-th6orie de utlnor de certains anneaux. Ainsi ie th6or5me

O.4 de [18] se re.`.• orrnule.

7h6or5me 2.l (K. Kato). soii x= spec(A) un trait hens61ien "
                                    `
d'in6gale caractE-r;'stique (o,p), de corps de f•i•ractions K. Le

rnorphisme

(2'2) Cr+2,r-2 : Kl.1+2(K)/pn '---År H-'"2(XArsn(r+2)x) (r+2 Åq p)

       (Tt :cALtt. 1•• Lfzkgz. ckst R•, ct Ctgl')

                                -as1-
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est un isomomphisme.

                    t --Åqveir [l8] poew des resuitat$ pius gene-rauxÅr.

3. K-th6orie S coe-fficient ddes anneaux d'entiers de crorlDs

p-adique.

     Soit L un corps p-adique (extension fx"nie de Qp) et OL

son anneau de$ entier$.

On peutt en adiaptant i'argurneent de Soul6 {[25)), ratffiner Xes

constructions p6c6dentes pounc obtendr une factorisattion de

C• m+1,2rn+1 Åqrn År- iÅr en

(3•2) c.ITI.,.i,2re.1 : K2f.ÅÄi(oL, zpÅr ----ÅrHlÅqoL, s(m+xÅro"

                                           nl         avec K.(OL ; Zp) rc {l2t:!rpn K.(OL ; Z/P i•
                       .
D'autre part, ie mEme argument que dans le chapitre 1]!ÅqProp. 3.5)

pe-vmet de v6sttier )a Åëornrnutaza'vi'u-'6 diu diagra.rmne

                                 i(3.2) K2rn.)(OL ; Zp) - }:-(OL, S(rn'T":')o-)
                       -1                                              -                                    i

           K2rn+1(OL ; Zp) -"wwew-År Hl(Lr zp(rn+i))

o6 ia fi5che horizontacie inien'eu-'•'e ast su.'-)'ective die noy.au fini

d'aDrG$ [9) (Åëf. aussi [22]).

D'autre part, ie th6orrE!;te de [2g) maon-"ye cue ia :--;e"che ve.v."-icak

de droite est un isornecrp-hisrne (m År. 1). La za5che (3.D est donc

surjective et 5 Royau fini. La propo$ition i de [22) denRe ia
structure de Hl(oL, $(rn+1)oL)'-v Hi(Lt zp(md)) pou.r. rn År-i

-•  252 -
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comme coinvariants sous Gai(L,./L) d'un certain groupes d'unit6s

locales, (L,. = p-extension cyclotornique rnaxirnale de L).

On va voir qu'en fait, rnodulo torsion, la structure de ces coin-

variants est tr6s sirnple.

propositicn. 3.3. Hl(OL, s(rn+1)oL) oo Qp est cangniquernent

isomorphe. a L.

Remarque 3.4. Le th6orame de structure pour les convariants de

loc. cit. que 1'on obtient grace a 3.3 ne semble pas connu, ni

r6sulte-r direqternent de la th6orie du corps de ciasse. Ii serait

Å}nt6ressant d'avoir une d6rnonstration directe de ce r6sultat.

Dernonstratton : Elle utilise le r6sultat suivant de Kato. Si x

est un Z p-scherna syntontque propret suppose seulemen; regulier,

on a un isornorphisrne canonique

(3.s) H'(ox,.=,s/J[r)) @ Qp=:(p.BR(x/zp)/Fnr) @ Qp

(FU'"  designe la filtration induite par les tronqu6s nÅr x'r)

(J desiane 1'id6al d6iz'ni comme au chaDitre !)

Par suite

(3•6) HO (OoL,cris/J[M+1]) Q Qp zL

               '
Considierons alors le diaqramme
                       v

(3.7) ] i] Q Qp " OoLtcnlip{i)( .QP.1)i

              J[TnÅÄi] @ Qp r:.B=-rifr;rr;p (rn,.vf OoLYcris & Qp

                           - as3 -
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n
{3

On

(z

(3.9)

induit

8) HO

une

Åqo

 o

suJta exacte
             -(rn+1)          1-p
cns @ Qp - oo

      X Åq{gcL cns /J[va"Fi]År @ Qp - Xi{%r${ra"UoY & Qp

                   o   voit alors que H ÅqOoL,cris - OoL,crti$) op Qp = O de la

mamEre suivante. On &eri't OL= W[y] pou) yeL. On doit

calcu;er la cohornoXogte du cornplexe sirnpXe enssocie au bicornplexe

    = W[y] pa 9p) Åqc-mu• [iO)År

             1•- 5( rn --X)f ]-p- (m+Z) ,-

          ZNa hi2

                         t-Comtme Ke.r d=Qt on en dedui'L" la nu:;,li"v'e vouiue.
               p
COmae -vgÅqh:i{0Lt sÅqra-FMol,År Q gpÅr = rgÅqk'iÅqL,lpÅqf;t-Li}} ÅqElÅr QpÅr

rm (L : QD] d'apr5s [2g) et [22jt On obza'ent ]'isomo.-.• phisme
        .
che-rche. On dispo$e cionc diun mo.,•-ph)srne

(3•10) K2rn.Fi(OL ; Zp)-L rm ;.År 1

crui est un isornorphtsrme rnodulo iorston.

Reraargue 3.ii. Ce re" suitat figure de ment&re pas ;' -ve-s expiicite

dans [2i] et uR re$uitat uR peu pius i• in Åqgue nous poux;ogs aussx

obtenirÅr de manidre tout a fait exphcite dans C26). La const-

xucti' on est tres diffe-yente et s'apparente piute:' aux techn;ques

                           -'as4 -
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ae

vska

4.

F sw

Y ---

un

{4.

oli

.-

On

(4.

Borel. Il serait int6ra$sant de

 un argurnent die d6formation des

Vaieurs de fonctions L p-adiQue

comparer le

ciasses de

 de$ corps

 cteeux construcacxons

Cherrn (cf [l)).

cvctotomigues.

     ce paragruphe a 6t6 inspir6 par ie travaU dma coiernan (cf

[4)). soient F ie corp$ des racines rn-iEmes de X'unit6 sur Q,
                                                t    Q(2ftraÅr et G= Gai{F/QÅr soR gyoupe de Ga2ois. PesoRs
    ZCHom'(Ft Cp)), c'est un Aut(F)-Modiuie. D'apr&s Borei, on a

   tsornorphisrne de Q[G)•-Modiu)es (* didi$ignant le Z--dual)

   iÅr J7C , Åqyde Q QÅr (i-iÅr -"N" Kk .-"AÅr Q Q = K2iww"FÅr @ Q

    A d6signe X'anneau des entiers de F. (1'exposant (i-1)

                           "haesigne le sou$ I,s:pace de Y (g) Q ou Xa conjugaison cornplexe

opere par Åq-M •
   di&f2'nit (cf [4] pour ie Åëas i = 2) un rnor:hi$rne

                                   *   2) /1p : K2i-l(F)QCp --'--`År Y QCp

   pa.- a@se (IEi} aep Åë .--`År eZ aoRp ÅqÅë#{ed)

aVeÅë tp ; : K2ia (1 ) e Keswz (Cp) in diuit par Åë et Rp
con$:-ruit corme $uk' : on consi'

deS
re x2y"cp) ---"År k'1{i sÅqxxÅr

@Cp avec x me Spec zp (Åëf Rem.3.9 diu chapitre pr6c6dent). on

a vu au paragraphe precedenc'  que F'(Å~, s(i)x)QQpN Qpt di'ou

Rp : K2i."CpÅr'ri.\ Cp dE"int Åëoi?j"e chi,2i-i Åqcaracte'-re de Chern

assocriE) ; c'e$t un C [G)-rmorDhisrne.
                     P`
       .-Soit 7(v un cancactere de Diinyichlet de conduc'L'o..ur rn,vu comme

ca,r ac ".. e-  re de G . posons w -- (y"  ÅqgÅr cp)(i'1) et $oit ;"zL xe

                             - es5 r
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sous-espace propre pour X de rAT. Notons entin w le
ÅëaractEre de Teichrntixxer sur z3 •

             '
S2Etma2.sl!i3!}IEI:slnlecture 4•3- Soit Å}& N', LpÅqi,Z, op coYS = dp(Z, k)

DGt{Ap ÅqJifOiÅrlwxÅr o" dp{Z,kÅre FÅqTtiÅr nm extens2on dans cp

de F par :,es vaieurs die 2,. De plus, pour chaque racine

ptinttive'  m-i6rne de i'untt6 } c•- cp, on peut choisir un isornor-

gehisrne X comme dan$ (4.X) tei gue dp(X,X) me g(Ztg')

                do6 g( c, s) = .Z., z (n)g-"

Rereargue 4.4. Cette conjec'Luye est une vartance p-adigue un peu

piu$ expiicite que $on anaiogue non p-adigue (Åëf. 4.i de [23])

(crui est en fait un th6ordirne d'aprEs Beilinsont Xe cas i=2 avait

dwe" trait6 par Blochr Giross et Wigner). La Åëonjecture 4.3 seraitc

.vrcuv6 pou.r- i'=2 si nous savions compare-y Rp avec le morphisrne
 eeD de [4]. p
                   '
Remargue 4.5. 9ans ie cas d'une exteRsioft ab6kenne totaiemeRt

reeile F'i Souie a donne dans [22] (Thm. 3År un resuitat sur
          .n,pa, co,1-;) pour to' un caract6re partticuMe-y- die Ga)(F'(2e(p)/Q)

en utuisant un morpnt$me ' r6guzateur .ID i : K2itsi(Fb ; zp) e zpd

(d ur [F : b)). La cons"--ruc".;'on de cett6 di&che peut s`interpre'ter

die rRaniere syntomigue et canduYL i une ftEche gui pervaet probabie-

nent ÅqR6us R'avons pa$ vG-v.`.fie les d6ta#$År en utS2isaRt [193

d'6Mminer ia iactoriekXe (i-l)! dans l'6Åë:"uure de !a constante

C die [22].

- as6-
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S. valeurs de ioncza'ons L - adiques de$ courbes eXiSpti' crues.

     Sx E ast une couerbe elxxptique definie ssur Q teUee qu'il

extste uRe theorie de ionction L p-adigue attackee a E ,{par

exernpla, E comme ci-des$ous), on paut risquer des conjectures sur

ies vaieurs die ces fonct ions esnaiogues a creiies de BeeAinson

              - •" (Cl]). Cela necessite•des conjectures preUminairesr sur Xe
" proiongernent" de ces fonction$ L F)-adique, bornon$ nous donc

&u cas quS sembie ie piu$ accessible.

     Soit donc, comme dans [5], E une courbe eXliptique ddifinie

sur Q avec bonne xEduction ordinaire en pÅr3 et rnukiptica--

tion cornplexan par X'antheau des entie-ys d`un corps quadratique

imaginaire k'. Sous cette hypothS$e, CoXernan et de ShaUtc ont

raontr6(cf [s]År que ia valeur en g de la d5.v.2'v6e de ia fonction

L p-adique (die Katz ou die Manin-vi$hik) dig E 6tait lÅ}6e a la

vaieur prise par un rEguiaieur

(5•XÅr rp : K2ÅqXÅqEÅr} - Hora(XO  Åq:, nS), KÅr, K= 'Qww]?

en un 6i6meRt {i,g} e K2ÅqK{S}År•

(voir [S) pou.w un esnonc6 pr5ci$)

pius g6zaeraiereent, on peut :•'atre ia Åëonjecture $uivante. $oient

e une courbe lis$e propmae su-v J'anneau dies entiers Ok, d'un

eo-v p. s p-adi que k'• Notons C = a Qok ,k'

9Stltl ISEGi}IEÅígMecture 5-2• Le diagrrame ssuivant co:ntrnute

  IK2(CÅr -Kal(-k'(C)År ".c Horn(H"(ci Ag/•k-,), -k,)

   K2(C) cn2,'2 H2(St $(2s) )Q-k' : HSR(c/k't)

---  257 -
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a'isornorphisme r6sultant de ia d6finition de s(2)e ).

(rc d6signe 1'appiication (38) de [s)).

Une reponse aftirmative a Åëette conjecture permettrait de donner

un r6sultat sur L'(E,O) et de prouver une autre conjecture de
                  P
Schneider (cf [21]) en liaison avec le Th6ordme p37 de [5).

Remarque 5.3. Dans [24], Soul6 construit un r6gulateur ri :

K2i-2(Ej)Zp) - Z; pour E une courbe eliiptique compe

ci-dessus et donne un r6sultat (Thrn. 4.6) sur des vaieurs de la

ionction L p-adique attach6e a E. Il est apparaTnent rnoins

                                       -•t -difficile (nous n'avons cependant pas ven'fie Les details) de

prouver que ri est reli6 aux r'ea.ulateurs que nous avons

construit que de r6soudre la conjecture 5.2. Nous esp6rons

revenir sur ces Doints dans un prochain travaU.                -. -
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