
Mumfbrdの擬射影平面に関連した欝m・・thingの問題

東北大学理学部　石田正典

散
　　もう10年以上前になるが、マンフォードは｛6］において射影平面と同じベッチ数を持っ一般

型代数曲面を構成した。いわゆるマンフォードの擬射影平面（MumfoΣd’s　fake　p王ojective　pl徽∋

である。この性質を持っ一般型代数曲面はいまだにこれ以外に知られていない。またマンフォー

ドの曲面自体、2進整数環上の形式スキームの代数イヒという方法で構成された為、その複素解析

的構造を知ることが困難で、ヤウの定理により普遍被覆空間が単位球になること以外ほとんど何

もわかっていない。

　［4］ではマンフォードの曲面Mの8次の不分岐被覆γへの位数168の単純群Gの作用にっ

いて調べ、γ／Gが楕円曲面になること等がわかったが、その楕円曲面もまだ確定できていない。

　　ここではマンフォードの曲面の標数2の素体F2上のファイバーについての組み合わせ的問

題の計算結果と、それから生じるF2上定義された正規交叉のみを特異点として持っ曲面の標数

0への非特異持ち上げの問題にっいて考えたことを述べる。

1マンフォードの曲面の閉ファイバ」の姐み換え

　　マンフォードの曲面は正確には3次元正則かっZ2上の相対2次元射影スキームMとして与

えられ・Spec　Z2の生成点での幾何学的ファイバー・MQ、が擬射影平面となる。マンフォードはそ

の構成において栗原及びマスタ～フィンによるp進単位球体の理論を用いた。つまり2次元2進

単位球体κをGL（3，Q2）のある離散部分群rの自由な作用で割って出来たz2上の形式スキー

ム卍／rを考え、それをグロタンディエックの理論固により代数化したものがそのMである。

　Z2スキームMの閉点Spec　F2（：Spec　Z2上のファイバー．Moは、正規交叉のみを特異点とし

て持つ2次元既約F2スキームである。　M◎の正規化泣oはF2上の射影平面P2F，をその上の7っの

恥有理点でプローアップしてできた有理曲面8と同一視出来る。ρ：8－→P㌔，を自然な正則写

像とする。7っのF2有理点のρによる引き戻しを五1，…，昂とする。これらは第一種例外曲線で
あり以後（－1）曲線と呼ぶ．銑P2F、｛・は7本のF、上定義さ批疏が存在するが、それら鋤

による引き戻しの主要成分を（フ1，…，07とする。これらは自己交点数が一2の非特異有理曲線で、

以後（－2）曲線と呼ぶことにする。各E，はPIF、と同型であり丁度3っのF2有理点を持つ。従って

β上のF2有理点は21個でこれを乃，…，亙1とおく。またλ＝EIU…UE7UOIU…UO7C溜

とおく。Aは14本の既約因子からなり乃，…，乃1で通常2重点を持つ。
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図1：醒oの展開図

　F2スキーム1陥はその正規化Bの適当な7組の（－1）曲線と（－2）曲線との対をそれぞれ同型

により1つの有理曲線に同一視する事により回復される。その7っの組と同一視の仕方を具体的

に示したのが図1である。ここでC（陽6，C）とあるのは1》㌔2の直線α♪陥＋6×1＋εX2＝◎の引

き戻しであるC↓のことで、E（α，5，c）はP2F2の点（α：5：c）のρによる引き戻しである易のこ

とである。

　図の各交点にAからGまでの記号がっけられているが、各0、に対しその上にある3つの記

号と同じ記号を持っ易が必ず唯1っあり、そのC輌と隅が同じ記号のある点がそれぞれ1つの

点になるように同一視される。そしてそれぞれが曲面妬の正規交叉している部分の2重曲線と

なる。但しC（1，1，◎）とE（◎，◎，1）との同～視ははA→パ，ズ→A，B→Bとなるようにす

る。したがってこれから得られた2重曲線は2重点を持っ。AからGの各記号にっいて、その記

号のっけられた3っの点はMoでは同一視されて正規交叉の3重点となる。

　M◎が3からこのようにして作られることはλ1に対応するティッツどルディングへの離散群r

の作用を見ること｝こより確認出来る。

　このようにマンフォ～ドの擬射影平面の標数2への退化であるMoの構造は完全にわかった

ことになる。

　ここで多分にパズル的な興味から考えたことであるが、逆に8の上の曲線C1，…，C7及び

昂，…，薪から1っずっ7組の対を作りそれぞれを同一視して出来た曲面がいつ正規交叉のみ

を特異点として持っかを考えてみる。なお、この様な同一視は一般にはスキームのカテゴジーで

はなく更に広い代数的空間（algebraic　space）の範囲で考えなくてはならない。

　まず7組の対の作り方は7！とおりである。また各組について同一視の仕方は、P1恥の自己
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同型群PGL（2，F2）の位数と同じ6とおりだから、全体としてγ！×（6の7乗）（約14億）

とおりの同一視の仕方が考えられる。これらの内どれが正規交叉のみを特異点として持っ曲面を

与えるかは8の21個のF2有理点が同一視により3つずつ7組の同値類に分かれることが必要

かっ十分な判定条件となる。

　これをパソコンを使って調べてみた。実際に14億回ループを回すと大変だが再帰性を使っ

たプログラムで行なうと以外に簡単で、数分で408とおりの同一視だけが正規交叉のみの曲面

を与えることがわかり、実際にその408とおりの組み合わせを書き出すことが出来た。

　さてP2F、には位数168の単純群G＝PGL（3，F・）が作胤て劫P2F、の7つ醒耐理

点の集合がGの作用で不変であることによりこれはBへの作用に持ち上げられる。この作用に

より、先の408とおりの組み合わせ方は7っの軌道に分解される。その類等式は

4⑪8＝168→－56十56－←56十56十8十8

となる。このうち最初の168は先に図1に書いたマンフォードの1レfoを与える組み合わせの

同値類である。

　つまり正規交叉を与える組み合わせが本質的に7とおり存在し、その内マンフォードの曲面

から得られるものだけが全く対称性を持っていないことがわかる◇

　新しい6とおりの組み合わせ方の各代表を表1に示した。＠）からく6）の各縦列にあるAか

らGの記号を図1の各2重点に書き込めばそれぞれの展開図となる。但し、図1で入れた星印は

ここでは省略してあるので1っの曲線上に同じ記号が2っっいている時はその対と固定点の無い

ように同一視する。（0）には図1と同一ではないが共役な組み合わせを1っ書いた。
　表1の（1）から（6）の各組み合わせ方により得られた曲面をそれぞれ．Ml　1）からMl6）とする。

これらはまずは代数的空間と考える。

命題1．L各克＝ユ，…，6についてM！k）はF2上射影的である。頁を∧fl夫）の標準束とすると

鳶＝1，2のとき玄顕、またと＝3，4，5，6のとき茸Φ3が非常に豊富（ve董y　a⊇le）である。

　証明　翌＝亙1÷…÷薪とおき乙を刀上の可逆層〆Op2（勾㊦08（－E《）とする。この可逆

届ま非常に豊富であり，H°（刀，£）はF2｛X。，X、，X、1の斉次4次式でP2F、の7つのF・有理点で

⑪となるもの全体と自然に1対1に対応している。
　さてM6＝λflk）とおき、必要ならE1，…，E6の番号を付け替えることにより．M6はB上の曲

線の同型φ，：亙→0｛，言＝1，…，7による同一視から得られると仮定する。α’：、B－→』％を霞

然な正規化の写像とする。

　まずた＝1，2の場合を考える。表2から得られた展開図からわかるように、このときすべて

の二重曲線玖が非特異である。

　ベクトル空間HO（8，£⑧2）は自然にHO（P2，0p2（8））の部分空間と考えられる。後者は多項式

環恥［X。，X1，X2］の斉次8次式全体に等しく45次元である。完全列

0→C°2－〆OP・（8）一㊥纂102玖→0

を考える。ここで2亙はイデアル0β（－2Ei）で定義された刀の閉部分スキームである。容易に

わかるようにdi皿HO（028∂＝3，《＝玉，…，7であるからHO（ぴ乙⑳2）は少なくとも24次元と

なる。さらに、曲面Bの2i個のF2有理点｛乃，…，乃1｝で零となるHO（B，乙②2）の元全体は3
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2重点 （◎） （1） （2） （3） （4） （5） （6）

玖1，0，0）∩C（0，1，0） A C C A A A A
玖1，◎，◎）∩c（◎，◎，1） C A A B B C C
五（1，◎，◎）∩o（◎，1，1） B B B C C 8 B
」9（⑪，1，0）∩（フ（1，0，0） B B B B B B B
E（o，1，◎）∩c（◎，◎，1） D F E D D D D
餌田，§）∩α1，◎，1） A D G A A G G
E（0，0，1）∩C（1，0，0） A A A A A A A
餌0，0，ユ）∩C（0，ユ，0） D D D D D A A
8（o，o，1）∩c（1，1，0） F G G G G D D
E（1，1，0）∩0（0，0，ユ） E E F E E E E
E（1，ユ，o）∩c（ユ，1，0） G C B C F G B
忍（茎，1，0）∩c（1，1，董） G D D F E E F

E（1，0，1）∩0（0，1，0） B E E B B D D
万（1，0，1）∩0（ユ，0，1） F G F D D C E
五（1，0，］）∩c但，1，コ） E B A 霊 Σ E C
E（0，1，1）∩C（1，0，0） C C C C C C C
E（0，1，1）∩0（0，1，1） F G F F C F F

司o，三，1）∩c（パパ） G F G G F G F

E（1，1，1）∩q1，1，0） C F E F G B G
E（1，1，1）∩α1，0，1） D A C G G F G
2（1，コパ）∩α◎，1，1） E E D E F F E

共役類の大きさ 168 8 8 56 56 56 56

2重点を持っ2重曲線 1 0 0 0 3 3 3

表1・」∬！％編

次元以上あることがわかる。しかし、これをHO（P2F2（8），OP・）の部分空間として見ると、各元

が7つのF2有理直線上で零となることがわかり7次式

⊂XoXIX2（Xo十X1）（Xo＋X2）（X1＋X2）（X・＋X1＋X2）

を因子として持っことになり、丁度3次元のベクトル空間

Z。＝｛（α．Yo十6XI十cX2）田；α，6，　CεF2｝

に等しいことがわかる。

　　このことからHO（3，£⑧2）は丁度24次元であり、　AからGまでの7っの各記号にっいて、そ

の記号のっいている点で1（つまり零でない）となり、その他の記号の点で零となるHO（、8，£）

の元が存在することがわかる。ここで可逆層乙斑の玖やぼへの制限の次数は2であり各切断は

3点での値で決まる。従って、110（B，£㊤2）の部分空間

　　　　　　　　　　£1ニ｛3∈HO（8，£⑧2）；3桓，ニφ‘傘（3i己5），∠＝1，…，？｝
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は1◎次禿で固定点を持たずBからP量，への正則写像を与えることがわかる。但しここで使っ

ているφ↓＊はF2スキーム亙上の可逆層の自己同型が恒等写像のみであることから一意的に定ま

る引き戻しであることに注意する。¢をM6の点、っまりある体是にっいてのえ有理点、3を勾

の元とするとき石の定義より3は♂－1（司上で恒等的に零かまたはどの点でも零でない。そこ

で、それに応じて3はエで零とか零でないと云うことにする。

　L1から得られた写像をα”：召一P勢。とおき．M8＝α”（刀）とおく。8上の曲線亙とC↓が

すべてのパこっいてルf8で同一視されていることから自然な写像β：M6一醒9が得られるが、

これが同型であることを示す。

　まず同型φi：E｛→qから得られるM6の2重曲線をD↓とし．0＝DIU…U1）7とおく。ま

たρ1，…，Q7をM6の3重点とし5ニ｛Q1，…，Q7｝とおく。

　βが同型であるこというには次を示せば良い。

（i）β（磁＼．D），β（．0＼5），β（5）はいずれも互いに交わらない。

（11）βのM6＼1）への制限は埋め込みである。

（iii）βのDへの制限は単射である。

（iv）βはSの各点の近傍で同型である。

（v）βはD＼5の各点の近傍で同型である。

　以下これらを示す。

　（i）β（M6＼D）∩β（D）＝φであることは部分一次系Loの固定部分がAであり、α’（A）＝D

であることから従う。β（1）＼5）∩β（5）＝ψであることはQ‘∈5，露∈刀＼5に対し、¢を含むD

の既約因子D元が9‘を含めば砧で零でるで零でない克1の元があり、さもなければ軌で1で隅

で恒等的に零となる玩の元が存在することからいえる。

　（亘）五f6＼刀＝、8＼AはP2F，の開部分スキームと同型であり部分一次系Loはそこで直線の完

備一次系と同じであるので正しい。

　（m）まず5の各点にっいて、その点だけで1となり他の5の点で零となるL1の元が存在する

のでβの5への制限は単射である。1％の2つの2重曲線で3点を共有するものはない。従って任

意の2っの2重曲線について一方で恒等的に零で他の一方では2つのF2有理点でのみ零となる

Z1の元が存在する。従ってD↓，．03が相異なるM6の2重曲線であればβ（1）パ5）∩β（力」＼5）＝》

である。βのD、への制限は2次曲線としての埋め込みになっているので単射である。（i）を考え

合わせれば（滋）がいえる。

　（iv）M6＝」囑1）又はMl2）の場合、表1からわかるように5の任意の点〔2に対しQを含む2

重曲線は3本で、それらはQ以外では交わらない。従って、そのうち任意の2本の上で恒等的

に零で残りの1本ではQと5の別の1点だけで1位の零をとるちの元が存在する。このことか

らβの3重点Qでの接空間の写像は単射となり（iv）がいえる。

　（v）D‘をM6の2重曲線エを刀バ5の点とし〆＝β＠）とおく。すでにβの単射性は示され

ているので星の点タとCξの点2でα”（の＝α’ξ（z）Cエ’を満たすものがいずれも一意的に存在

する。このとき接空間の写像dα”（の：Ty，β一→丁批pgとdα”（2）：T。β一→Tエ，，pgにっいて

〃1＝dα”（の（Tyβ），∬2＝dα”（z）（T。β）とおく。βが¢の近傍で同型であることを示すには

磁m∬1＝逝m∬＝2かっ∬1≠五2を示せば良い。まずdα”ω（Ty轟）＝dα”（づ（T。冷）＝
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T畝β（Dδであるので、いずれも1次元部分空間丁エ・，β似）を含む。また島の元で玖またはCξで

1位の零しかとらないものがそれぞれ存在するので∬1，∬2はいずれも2次元である。また直線

αX奪十5×1十cX2＝◎がC‘のP2ちへの像と異なり、かっ盈の像である点を含むようにα，6，c

をとれば（α戊（0十bX1十C戊（2）μ∈Loは0↓で1位の零瓦で2位の零を持っので」τ1≠五2である。

　これでんニ1，2にっいてM6が射影ス・トームであることはいえた。　M6の特異点は正規交叉の

みでゴーレンスタイン特異点であるから標準可逆層（双対化層＞1ζが存在する。匂を8の標準

層とするとα’牢頁＝ω∂（A）であり、｛4，p．383］よりα’＊κ＝£である。従ってα’右KΦ2竺乙鋤で、

一方蝿⊂埠，鵡してOM：（1）を考えると・勿鳩ω＝乙⑧2であり拶21露φ：（酬の銅

型が各‘にっいて唯1っしかないことを考えるとκΦ2＝OM；（1）を得る。従ってん＝1，2の場

合』ζ⑧2は非常に豊富となる。

　た＝3，4，5，6の場合の証明も方針は同じでκ⑳2でうまくいかない部分をκ㊤3に上げて示すだ

けである。証明が長くなっているのであとは省略するが、違いはん＝4，5，6の場合～％の2重曲

線で2重点鶴つものが励乙e2で作・た写像はその2軸線で単射でなく鴫の直輪微

2重被覆となる。またた＝3のときは表1のFに対応する五f6の3重点の接空間の像が2次元に

退化しそこで埋め込みにならない。これらの問題は乙㊦3では起こらない。これξまちを同様に定

義したとき、任意の亙に対し他の2重曲線上では恒等的に零でDiだけでは零でない口1の元が

存在することによる。これらの場合は完備一次系により1喝はP亮に埋め込まれる。

注意　　マンフォードの曲面Mの場合Moは2重点を持つ2重曲線が1っあるので上のたニ4，5，6

の場合と同じでω穿から作った写像M－→P2Z、はMo上では埋め込みにならないがSpecZ2の

生成点上で、っまりマンフォードの擬射影平面への制限は埋め込みになっていることが確かめら

れる。

2d半安定性と問題点

　マンフォードの擬射影平面の標数2への退化がMoと考えられるので逆に」囑k）について次の

ことが問題となる。

問題　克＝1，…，6についてルf！勾はZ2上、標数0に非特異に持ち上げられるか。具体的には、

正則なZ、平坦射影スキームM（夫）カ・存乱てM（％Z、F、⊇1夫）となるか。

　命題Hより埋め込まれたP9またはP27の中でのMl旬の変形を考えるべきなのであろうが

データが複雑になりすぎて、まだ無限小変形にっいても可能かどうか確認できていない。可能性

のための弱い条件である次は成立する。

命題2．1．た＝1，…，6についてAflk）はフリードマンの意味でd半安定である。

　フリードマン圖のd半安定性は変形による大域的非特異化のための必要条件で、そこでは

複素数体上の単純正規交叉型の多様体に対して定義されているが、標数正の体上の正規交叉型の

多様体でも同様に定義出来る。以下少し説明を行なう。

　Xを体た上定義された既約とは限らない代数多様体でんをたの代数的閉包とする時X⑧パが

特異点として正規交叉しか持たないと仮定する。そのとき｛71によるXの余接複体£壬から得ら

れる

　　　　　　　　　　　　　　　牙1＝εがもズ（夜，Ox）
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は［51に局所的な形が与えられている様にXの特異部分D上の可逆層となる。

　たを剰余体とする離散付値環上の正則固有スキームγが存在して閉点上のファイバーがXと

同型になる場合τ1はODと同型になる。従ってτ1竺ODであることはXが大域的に変形で非

特異化出来るための必要条件となりこれをXのd半安定性という。

　命題2ユの証明　X＝M！旬とおきDニDIU…UZ）7上の可逆層ア1を考える。ゑを2重

曲線玖の正規化としλξ：亙一一2）を自然な写像とする。またぴは万，と己の同一視から得られ

たものとしξぶ玖一→星，δぶ力、一〇をそれぞれ自然な同型とする。［5，The◎∫em　2．3］また

は｛2，Pmpos垣on　2．3］からわかるように同型

λ：τ1ごぐ梅／万⑧δ：礼・．／・⑧OD、（瑞＋P1＋鬼）

を得る。ここで几，君，P。。は玖の3っのF2有理点である。

　E‘は（－1）曲線Gは（－2）曲線だからλ：（74）の次数は0であり、ぴ＝PIF、であることから

λぎ（γ1）竺OD、を得る・

　　　　　　　　　　　　　H°σ1）一・Φ⊆、H°（OD♪＝F・Φ7

であるがD1，…，D7の2重点や互いに交わっている点はすべて恥有理点であるから（コジ・㍉1）蔓

恥寧はHOσ1）の元であることがわかる。よって可逆層丁1はいたるところ零でない切断を持ち

γ1竺ODとなる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終わり

　問題で述べたM㈲は、その存在も一意性も不明であるが、存在すると仮定してその無限小

変形を考えてみる。

　nを自然数とし
　　　　　　　　　　　　　叫夫）＝M㈹⑧Z、（Z、／2”＋1Z、）

とおく．」顧勾はZμ…Zスキームとなる．ぬ勾の展開鮒）を次のよう｛碇義する。

　正規交叉型の曲面Ml萄のエタ～ル被覆W－→Ml勾で％の各既約成分が非特異となるよう

にとるぷ；烏）＝（M㌣）），ぷあるのでMき㌔エター・噸覆佐で（m，。、＝％となるも餌・一意

的に存在する。鞠の各被約な既約成分Xに対しXの版での定義イデアルを1xとし、役＋1で定

義される陥の閉部分スキームをX九とおく。またX以外の鞠の被約な既約成分の和のXπへの

制限をA（x『π）とおく。そして陽すべての既約成分XにっいてのXnの直和をとったものをWと

する。作り方から自然な写像φ：脇→陥が存在しφ．0▽．：）OM．となる。陥のエタールな関係

（φ×φ）榊1（陥×M撃）陥）⊂硫x藍

か粥ら柄代鋤空雛嵐梶おく。（灘））．。、はMl夫）の醐化と伺じで8に乳くスキ弘
であることから凪㌧｛・，III，c。，．3．6］に劫スキームとなる磁烈・謂紛ス手一ムA（轟紛）

が存在して各X呑への引き戻しがA（X露）となる。

　存在のわかっているマンフォードのスキームMにっいてM⑧Z2（Z2／2抱÷1Z2）の同様に定義

された展開をβnと書くことにする。βπはMの2進単位球体を用いた構成法から次のように具

体的に表わすことができる。

　3次元正則スキーム1）2Z、を閉部分スキームP2F、の7っの恥有理点でブローアップしたも

のをWとし、さらにP2F、のγ本のF2有理直線のWへの引き戻しの主要成分である互いに交わ
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らない7本の非特異有理曲線でWをプローアップしたものをγとおく。このときP㌔2のγへ

の引き戻しの主要成分が8と同一視される。γの余次元1の閉部分スキームである8のイデアル

を∫8とおけばβ．はγの場＋1で定義された閉部分スキームに同型である。14回のブローアッ

プによるyでの例外因子の和の5πへの制限を．4πとする。．4パまMに対して定義された、4（8抱）

に等しい。なお2次元2進単位球体謬はこのγの中の8の近傍をGぴ3，Q2）の作用で動かして

和をとったものである。

命題2．2．任意のた＝ユ，…，6にっいて、もしM㈲が存在したとすると各自然数πにっいて扱£k）

は玩と同型である。

　略証　広＝1麟旬及び．4；＝A（縦））とおく。まず広と．輻の組がそれらの構造層として

局所的には自然な写像

z由詞／（聯一2ピ＋1）－F2畑，・］／（・y，・時1）

と同型であることをπに関する帰納法で証明する。これで（β；，4）が（8π，Aπ）と局所的には

同型であることがわかる。

　っぎに完全列

　　　　　　　　　　　　◎→08（崩）一→0βL－→0β；．1－0

が存在するが密（8，◎鼠πA））＝◎，π〉◎を示すことにより広が尻＿1から一意的に定まること

がわかる。よって帰納的に叫竺8πを得る。

注意　上の略証の中の礼とメπが同型であることも容易に示せるが、組（万；，4）として（βn，．4π）

と同型であるかどうかはわからない。実際A・→、8の拡張である埋め込み輌：．4π一→Bnで
（5獅輌（＆））と（β抱，．鬼）が同型でない場合は存在する。これは亙コ（3，◎8）が6次元あることに

よる。

　この命題よりM㈲が存在すれば有限写像

φn：8n－Mた）

が擁しφ・ρ・⊃・M～・・が成り立っ・っまり娠㌔8・からその部分許一ム触輪随

傍を適当に同一視することにより得られることになるが、まだ同一視のためのデータがコント

ロールできていない。それができれば非常に具体的な問題であるから変形が可能かどうか判定で

きると思われる。

　もし標数Oに非特異持ち上げ可能であれば弓二3c2＝9を満たす一般型代数曲面が得られる

ことになるが擬射影平面であるためには更に不正則数が0でなければならない。また、もし擬射

影平面であったとしてもマンフォードのものと異なるかどうかの判定も困難そうである。
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