
discrete　valuation　ringの上のgroup　scheme

の拡大について

東京電機大学工学部諏訪紀幸

　　　本稿では関ロカ氏との共同研究からdiscrete　vduati。n　ringの上の

group　schemeの拡大の一例にっいて述べる。
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、4をdiscrete　valuation　ring，κをAの分数体、夫をAの剰余体とする。

5ニSρec・4のうえのsm◎◎徳a伍ne　c◎mmu垣tive　5－gr◎upびλ）を

ζ7（λ）＝Spec／4｛叉o，1／（λX◎→－1）1

1）乗法

Xo⇔入Xo⑧Xo＋Xo⑧1＋1ΦXo；

2）単位元

XoHO；

3）逆元

　　　　　　　　　　　　　　　為⇔－x。／（λx§＋1）

で定義する。さらに3－homomorphismα｛λ）：ρ（λ）一→Gm，5を

　　　　　　　　丁見λX。＋1・蠣τ一1】一→AIX。，1／（λXo十1）】

によって定義する。
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このとき、α留：ρ劉一→Gwκは同型。一方、　olλ）はG。，とに同型。これ

は上林達治氏と宮西正宣氏によるGm一舳rationからG。－6brat三〇nへの変

形の研究に際して現われている（On　Hat　6brations　by　the　afHne　Iine．

ロ薮n◎i§J．Mat｝L　22，1978）oさらに、　gene滋c餐berが難群Gmに同型、

closed　6berが加法群G。に同型であるような5の上のgmup　schemeは

ρ（λ）の形をしている（Waterhouse，Weis勧er－On←dimensional　afHne

group　schemes，　J．　of　Alg．66，1980；［1］）◎

　今、是の標数がp＞0，Aが1のρ乗根ζを含んでいると仮定する。λ＝ζ一1

，駅勾；（λ¢＋1）ハタとすると5－gr◎uρのexact　sequ頭ce

　　　　　　　　　O→（Z／カZ）。→9（λ）鞠（λ’）→0　　　（1）

を得る。このとき、g頭eric　6berは

1→μP→Gm」㌧G仇一→1，

また、closed貧berは

O→Z／ρZ　→G。ヱG。→O

となる。すなわち、（1）はKummer　theoryとArtin－Schr像ier　theoryの

変形を与えている。このような変形は本質的にこれに限る（［1］）。

　さてこの議論をより一般化することは興味深いことであろうし、また意義の

あることであろう。手始めに2次元の場合が問題になるが、それにはgeneric

6berがG三、　closed　6berが脆であるような5の上のg加up　schemeが

どれだけあるのかということをはっきりしておかなければならない。［2］での

試みのあと、関ロ氏は［3］でρωのρωによる拡大が

ε〈礼μ；F）・＝SpecA【X◎，X1，1／（λ叉o÷1），1／（μX1÷F（X◎））］，

ここで、群の演算は

1）乗法層

　　　　　　　　Xoき→λx◎㊦x◎÷x8⑳1十1⑧Xo，

　XI　HμX・⑤X・＋X1ΦF（Xo）＋F（X⑪）⑧Xl

　　　　　　　1
　　　　　　十一［F（Xo）㊦F（Xo）－F（λXo㊦♪（o十Xo⑭1十1⑧Xo）1；
　　　　　　　μ

2）単位元

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　Xo⇔0，　X1－一【1－F（0）］；

　　　　　　　　　　　　　　　　　μ
3）逆元

　　　　　　　　　　　x◎8・－Xo／（λ石十1），
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　　　　　X1→1【1／（μX1－十∫（XO））－F（－X。／（λX。＋・））」．

　　　　　　　　μ

で定義され、また、．F（r）は関数等式

F（r）≡1m・dm；F（X）F（Y）≡F（λXγ＋X＋y）m・d尻m

を満たすA閉の多項式、の形をしていることを示された。さらに、左の標数

がo、あるいはたの標数がρ＞oでμがρを割るわるときに完全に決定され

た。これを足場に、［4］で上の関数等式を満たす多項式がすべて与えられた。

　まず、‘（λ）のロωによる拡大が上の形で与えられることを｛3］とは異なっ

た方法で説明し、次に国の主結果の一っである関数等式

F（T）…蓬1mod　m二F（x）F（y）≡i　F（λxy十x十y）m◇d批m

を満たすλ岡の多項式F（T）について略述する。

以下、たの標数はク＞0と仮定する。また、λ，μはmの元≠0とし、m＝ψ（μ）

とする。

1．Ext｝（ρ（λ），0ω）の計算

θを5のgroup　scheme、HをGが作用する3の上のc◎mmuぬtive　grouρ

schemeと　する。　GのHによる拡大の同値類のなす群をExtム（o，H）で表わ

す。θが5の上に翻neのとき、　Ext§（G，日）とH◎chsch三1d　cohomology

亙δ（G，艮）を結び付けるspec☆㎡sequence

　　　　　　　　E；」計；＋1（o，究」（1了））⇒E・t∵」（G，H）

が存在する。ここで、冗」（H）はX⇔Hj（X，1r）によって定義される5の上

のfpp仁presheaf。特に、最初の項を見ると、　exact　sequence

　　　o→万3（G，H）→E・t§（G，司→∬；（G，磁1㈹）→H8（G，君）

を得る。　今、G＝ρ（λ）、　H＝ρ（μ）とすると、9（λ）のρ（μ）の上への作用は

自明なものに限り、exact　sequence

0→∬ぎ（ρ（λ），9（μ））→Ext5（9（A），ρ（μ））→

　　司（ジ｛久），庇1（ρ｛μ）））→焉（ジ〈λ），ρ〈戸））

を得る。ここで、

補題1・‘．＞1なら璃（9（λ），ρ（μり＝0のしたがって、Ext§（ρ（λ），ρ（μ））は

∬3（σ（λ），万｝（σ（μ）））に同型。
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　補題1はH6（Gm，5，Gm，5）あるいはH6（G。，s，Gm，s）の計算に帰着して

証明する。

補題1から、ρ（λ）の9（ρの上への作用は自明なものに限るので、現（C（λ），宜1（9（μ）））

はH1（σ（λ），C（μ））のprimitive　elementのなす部分群に同型であることが

従う。次に、

補題2．H1（9（λ），0（μ））は　1＋Σ輌＞oc輌丁‘mod　mm、c↓はmの元、のなす

乗法群の1＋λ欽の生成する部分群による乗除群に同型。

　補題2は、5の上の6tale　sheafのexact　sequence

　　　　　　　　　O→‘（λ）→Gm，5→｛．Gm，，。→0，

｛：5m＝Spec（A／仇m）→5＝Spec（A）は自然な埋め込み、を用いて示され

る。

　補題2から、H1（ρ（λ），ρ（μ））のprimitive　elementは関数等式

　　　F（T）≡1皿od　m；F（X）F（γ）≡F（λXγ十X十γ）modπ↓m

を満たすA田の多項式に他ならないことが分かる。

F（T）に対応する5－groupは乗法が

　　　　　　　　　Xo声λXo⑧Xo十Xo⑧1十1⑧Xo，

　X1　｝→　μX1⑧X1十X1⑧F（XO）十F（XO）⑧Xl

　　　　　　　　1
　　　　　　十一【F（Xo）⑧F（Xo）－F（λXo⑭Xo十Xo⑧1十1⑧Xo）］；
　　　　　　　μ

によって定義される5－group

　　　　ε（λ，・・F）＝SpecA【X。，X、，1／（λX。＋1），1／（μX、＋F（X。））】

によって与えられる。また、closed盒berε｛λ’μ；F）は2－cocycle

　　　　　、（x，γ）＝！【F（X）F（γ）－F（λXγ＋X＋γ乃m・dm

　　　　　　　　　　μ

によって定義されるG．，夫のG。，夫による拡大。

2．F（T）の決定

補題3．　F（T）ニ1＋Σ輌＞oc輌丁‘を川τ】の多項式とする。このとき、次

の条件は同値。

（a）F（欽）は関数等式

　　　　　　　　F（X）F（γ）≡…F（λXγ十X十y）modπLm
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を満たす。

（b）ordpj＝γ，」≠〆のとき、

ら臼
追（」一〆＋輌∫－2〆◇万）（5－2ζ＋2輌）ら一叫過バ

が成立し、」繊ガ＞1のとき、

　C〆－1C元一〆械≡

　　　ず　エ
　　　妄傷：1亮）℃2〆：1＋2りらザ」“仁1一

が成立する。

補題3は、次のLazardのcomparison　lem㎜aを用いて示される：

　9（x，γ）＝日σ7x）；9（x十｝～z）十9（x，γ）＝9（x，γ十z）十9（｝7z）

を満たすえの上のπ次同次多項式はπがρ巾のとき、

　　　　　　　　　ρ（x，y）＝£｛x・＋γ・一（x＋γ）・｝，

　　　　　　　　　　　　　　P

πがρ巾でないとき、

　　　　　　　　　9（x，y）＝c｛xπ十y蔦一（x十y）露｝，

¢はたの元、の形のものに限る。

　・4口］の多項式F（λ，αo，α1，…，αど；T）＝1＋Σ輌＞oc《丁輌を初期条件

　　　　　　　　　　　　c1＝句ヲcタ＝α1ジ…，C〆＝成

　および、漸化式

　
古｛～一害（ト〆÷‘ノー2ガ・÷2i）ピ2ζ÷2　一〆一｝

によって定義する。

　定義からただちに次のことが分かる。

系4．F（T）＝F（λ，句，哨，…，妬丁）＝1＋Σ◎碕τ輌，ζ．はmの元、とす

る。

（a）F（T）は関数等式

　　　　　　　　F（x）F（y）≡F（λxy÷x十Y）m◎d妬仇
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を満たす。

（b）元二〆＞1のとき、とき、

　Cヂー1ら一〆－1＝

　　　　アゾル

　　　妄傷二蒜）（ゴ　2〆：1＋2り一ピー1－dぴ

が成立する。

補題5．αo，α1，…，αz∈mでろo，6b…，6‘∈7π’なら

　　　　　F（λ，（墓◎÷ξ）◎，α1－←61，…　　，α／十6z；コr）

　　　　　　　≡F（λ，αo，αい…，αz；T）＋Σみ・τ〆m・d仇s＋1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　白≦輌≦ξ

が成立する。

定理6．F（r）を関数等式

　　　F（r）≡1modη1，F（X）F（γ）≡…F（λXY十X十γ〕mod　mm

を満たすA閉の多項式とする。このとき、mの元旬，軌，…，碕が存在して

　　　　　　　　F（T）≡F（λ，αo，則，…，ぴz；T）m◎dm脇・

となる。

定理6は、G。鴻の自己準同型はΣ、〉。ε輌丁〆の形の多項式で与えられる事実と

補題5を用いて、F（T）をF（λ，αo，α、，…，αど；τ）の形の多項式で順次近似し

ていくことによって証明される。

μ1狽，μ1λのとき、

　　　　　　　　　　F（T）＝F（λ，α。，・b…，・z；η≡

　　　　　　　　　　　　薩‡＠T〆）・m・d肌・

　　　　　　　　　　　　w＝o鵬＝二◎

が成立する。さらに、F（T）＝F（λ，αo，α1，…，α《；r）が関数等式

　　　F（㌘）≡1m◎dπ喜～F（X）F（γ）≡F（λxy十X十ηlnod　mm

を満たすためには、ヰ≡◎m磁織mが成立することが必要十分。

F（τ）ニF（λ，αo，α1，…，賭丁）を（αo，α1，…，αz，0，…）に対応させることに

よって、同型
　　　　　　　　　E・t↓（θ（λ），ρω）二（仇・／m・）蘭，

　　　　　　　　　　　　　　－216一
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　　　　　　　　　・ニ｛伝／pl十1（P，m吋P　　クlm）＝1

を得る。

またこのとき、C1◎sed　Hbeτε1入病F）は2－C◎cycle

　　　　　蔦江＋告（x＋γザ，c÷L・－d鵬

によって定義されるG。，是のG。パこよる拡大。したがって、自然な写像

　　　　　　　　E・t＞（9（λ），ρω）→E・t；（GψG。，、）

は（P，7π）ニ1なら零射、また、川mで左が完全なら全射であることが分かる。
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