
場の量子論の最近の発展

名古屋大学理学部　浪川　幸彦

　§0．序

　　　量子論物理学とは、古典物理が「関数」の微分方程式を扱うのに対し、　（値域が数でな

い、従って非可換な）　「作用素」の解析学であり、さらに場の量子論ではこの作用素が連続パ

ラメーターを持って現われる、という位の知識しかない筆者が、その理論の最近の発展を云々

するというのは何ともおこがましいが、近年この場の量子論が我々の代数幾何学へと異常接近

し、しかもその結果我々の今まで全く気付かなかった新しい様相が見えてきたと思われ、この

様子を代数幾何学の側から観測したレポートとして本稿を草することとした。

　　　この異常接近はr量子物理学の幾何化（geo鵬trization）」として特徴付けられる。すな

わち、量子物理学を局所理論ではなく、多様体上の大域的理論として、その多様体の幾何的諸

性質を本質的に用いっっ理論を展開しようという方向である。この方向の第一波は量子ゲージ

理論の分野で70年代後半に生じ、80年代に入ってその第二波としての紐の理論（2次元重

力場の理論）で一層顕著なものとなった。しかも前者の数学への影響範囲が高々微分幾何学

　（および一部の代数幾何学）という限定されたものであったのに対し、今回のそれは数論から

確率論までを含む純粋数学の殆どあらゆる分野にわたっており、そこに全く新しい幾何学の誕

生することさえ予感される。それらについてはいくらでも妄想をたくましくすることができる

が、ここはHan　inの論考（（1の）を引用して、閑話休題。

　　　現在の中心的研究は2次元共形場の理論（confomal　field　theory）という枠組みの上で

行なわれている。元来この理論が注目を引くようになったのは、統計力学の可解モデルの理論

において、その臨界点での漸近挙動として（離散モデルの極限として連続パラメーターを持っ

た）共形場の理論が出現することが見出されたためである。この理論はBelavin，　Po　lyakov，

Zam。lodchik。v（BPZ〕によって定式化された（1984）．そこではprimary　fieldあるいは

vertex　operatorという概念が基本的で（後述）、それを基礎に。perator　f。malismと呼ばれ

る方法論によって理論が構築される。またそこではVirasor。　algebraという無限次元リー環の

表現が重要な役割を果たす。しかしこの．verteX　operat。rの概念は数学者には非常に分かりに

くいもので、それは土屋昭博等の仕事〔TK〕によって初めて数学的に明確なものになった（1

988）。

　　　一方Po　lyak。vの1981年の論文（P〕に始まった弦模型理論（紐の理論）の復活は、

Belavin，　Knizhnik（BKIによってリーマン面のモデュラス理論との密接な関係が指摘され（1

．986）、さらにいわゆる期待値関数として保型形式が現われること、代数幾何でのMumford

の定理（本質的にRiemann－Rochの定理）を用いると26次元の平坦な空間への紐の埋め込みを
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考えればいわゆるan。ma　lyのない理論ができること等が指摘されて、一挙に注目されるに至っ

た。（ここでいわゆる超弦理論への発展があるが、最近は著しい進展がないので省く。）

　　　しかし物理学者の方法は径路積分を用いるもので、彼らの結果を数学的に正当化するこ

とは殆ど不可能である。そこへFr　iedan－Shenker（FS）が普遍モデュラス空間上の2次元共形場

の理論として弦模型理論を構築するという卓抜なアイデアを提出した（1987）。

　　　この構想を数学的に厳密なものとするためにはoperat。r　fomlismを一般種数のリーマ

ン面の族上で展開する必要がある。その基礎はViras。ro　a正gebraがリーマン面のモデュラス空

間上の運動を引き起こすという事実である（（EO〕，〔別S〕）（実は対応する古典レヴェルのリー環

Witt　algebraの作用に落ちる一§1c））。一方いわゆるfem。nう020n対応によって相関関

数の異なる表示が得られるが、これがFayの一般化されたtrisecant　identityに他ならないこ

とが注意された（1986）。後者はリーマン面のヤコビ多様体に対応するテータ関数のみが

満たす等式で、Schottky問題と深い関わりを持つ（〔MumD，（vdG〕）．そしてSchottky問題はNovi－

kov予想としてKP方程式論と関連する（Novik。v予想は塩田隆比呂によって解かれた（S〕，

偶u1〕）。確かに伊達一神保一柏原一三翰（DJIOのはKP方程式論をfermiorbozon対応の枠組

みを用いて展開した（1983）。この対応でKP方程式の解の時間発展はヤコピ多様体上の

線形カレントに他ならない。従ってこれをVirasoro　algebraの作用を含む、つまりリーマン面

のモデュラスをも動かす形に理論を一般化すれば可換ゲージ群（自由フェルミ粒子）の場合の

共形場の理論が得られる。実際1987年無限次元グラスマン多様体を中心概念とする佐藤幹

夫のKP方程式論とKricheverの幾何的KP方程式論を総合すれば、その枠組みの中で見事に

理論を構築できることが示された（（IMO〕，〔W　1），〔K㎜，（K㎏，（ACKP），（BS），〔A－GGMV〕）。

　　　次いで1988年土屋昭博は可換ゲージでの経験を踏まえ、彼の｛P工上での仕事を拡張

する形で非可換ゲージ群に対する一般リーマン面上のoperator　fomalism（Wess－Zumino理論）

を展開することに成功する（c【Y），（刊め）。ここで構成されたモデルは後述するようにリーマ

ン面のモデュラス空間上の射影接続を持っベクトル束（FriedarShenkerのいうゲージ系）な

のだが、その「モノドロミー」表現に由来する組み合わせ的構造を持っている。E．　Verlindeに

よって指摘されたそうした構造の研究が昨年から今年にかけての共形場の理論の話題の中心の

一
っとなっている（〔V◎）〔MS〕，（Va））。またこのベクトル束のより幾何学的な構成も試みられ

ている（Hitcbin一未発表、（H）参照）。さらにWittenによる3次元トポロジーとの関連も現在

非常に注目されている（〔W2〕）。

　　　しかしこうした最もホットな話題にっいての詳細は専門の紹介（例えば（G〕）に委ね、

本稿では代数幾何学との関連を明確にすることと、土屋理論の簡単な紹介を目標としたい．
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　§1．リーマン面上のモヂュラス空間の一意化

　　a）リーマン面のモデュうス空間の新しい見方

　　　では場の量子論によってもたらされた新しい幾何学の方法論とは何か？　それは一〔コに

言えば、無限次元多様体の幾何学の導入である。そこに働く群（物理では「シンメトリー」の

用語を好む）も無限次元の群である。しかし無限次元群を直接扱うのは困難が伴うので（微分

幾何学ではその方向で研究が遣展しているが、今ここでは触れない）、理論を鞠as輪alg㌍

bra，　aff▲ne　Lie　algeb∫aといった無限次元り一環の作用とそのモノドロミー表現を調べる形

に変える。また無限次元になったことに伴う発散を繰り込む必要があって、そこに方法論的困

難が生じる。ここで注意しておきたいのは、この無限次元化が、微分方程式論で無限次元線形

空間を導入したそれとは全く違うということである。後者の場合各々の関数は無限次元空間の

中で性格のないただの点になってしまった。しかし今の場合には、関数はあくまで関数であっ

て、ただしそれは無限次禿多様体上の関数なのである。それが無限次元多様体上に働くシンメ

トリーによって不変であるとき、その関数は軌道空間である有限次元多様体上の関数と同一視

されるという仕組みになっている。

　　　さてこの結果共形場の理論はいかなる幾何学として見えてきたか？　その答えを標題的

に言えばリーマン面の写像類群に伴う保型形式論となる。（ただしこの保型形式はベクトル値、

あるいは多価を許す。）　これを例えばジーゲル・モデュラ形式との対応で見よう。

　　　　モデュラス空間　　　偏極アーベル多様体　　　リーマン面

　　　　普遍被覆空間　　　　ジーゲル上半平面　　　　真空（基底状態）全体のなす空間

　　　　作用群　　　　　　　Sp（g，侭）　　　　　妬tt　algebra（リー環）

　　　　離散部分群　　　　　Sp（g，Z）と　　　　り一マン面の写像類群

　　　　　　　　　　　　　　　通約的な部分群

　　　　保型因子　　　　　　ヤコビ行列式（の巾）　　写像類群のモノドロミー表現

　　　　保型形式　　　　　　ジーゲル保型形式　　　　τ関数、N点相関関数

　　　　それらのなす束　　　（特に名前はない）　　　det訂minant束、ゲージ系

耳慣れぬ言葉が並んでいるが、本質的には知られているものが殆どで、代数幾何学を知ってい

る者がこれらを理解することは難しくない。ここで新しいことはただ一つ、リーマン面のモデ

ュラス空間がこのように（無限次禿ではあるが）等質空間として表わされ、その故に一般の保

型形式と類似の取り扱いができるようになったという点にある。しかし土屋理論はこの幾何学

にとって画期的な進展になっだ。なぜならこの見方からするとそれは非可換ゲージ群に対応す

る保型関数論だからである。しangrandsプログラムとの対応で言えば、氏の理論は非可換類体

論の古典幾何版を提出する筈であるが、それがどのようなものかは未だ全く見えていない。
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　　b）可換ゲージ群

　　　Virasoro　algebfaの幾何学的意味について述べる前に、その仕組みを読者に理解してい

ただくため、より簡単な可換ゲージ場の場合をまず説明しよう。つまりゲージ群が可換乗法群

C止の場合である。

　　　今リーマン面Rとその上の点Qが所与とする。R上の直線東之に対し集合

　　　　　　　　　　　篭＝｛t：XQ→（9Q，Qでの自明化｝

を考える・0。への積により（～芸が唆に作用し・しかもその作用離移的かつ忠実である・

っまり基点toをとれば、

　　　　　　　　　　　θ：告覧

　　　　　　　　　　　f　　｝→　　ft
　　　　　　　　　　　　　　　　　　め
この作用はゲージ変換と呼ばれる．これを無・j…すれば、（監＝…（磋）が大域的ペク

ト鵬として吃の接束に作肌・しかもそれは積分できてば・6い・対する・パラメー

ター部分群は・xp・・f・∈儂である・

　　　今Rのヤコビ多様体J＝J（R）を考える。これはR上の直線束のモデュラス空間（ピ

カール多様体）と見られる。そこでJ上にファイバー空間
　　　　　ウ　　　　　　　　　　　の

　　　　　J＝J（R）＝UZ篭＝｛（之・t）；［£］ξJ・t∈覧｝
　　　　　　んを考えれば・JはJ上の儂一主フ・イパー束になる・

　　　ここで次の事実に着目することが以下の理論の出発点である。

　　　主張G・鬼＝…（儂）の隻への（無限小）作用はK（艦）の㌫のぞ
　　　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

れへと拡張され、その作用はJの接東上推移的である。すなわちJは（無限次元）可換リー環

K（（㌔）による無限小等質空間になっている。より詳しく言えば、上に定義された大域的ベ

クトル場

　　　　　θ・σa－→r（ハノ　　　　　　　　　　　ハノJ，　（9（T（J／J）））

　　　ひ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん

（T（J／J）はJのファイバーに沿うベクトル場のなすT（J）の部分束）が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ
　　　　　θ：K（鬼）一→r（J・θ（T（J）））
に拡張され、IP（～J）　＝　了／C池とすれば、　（之，　t）∈　了に対し、

　　　　　　　　　びク　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　

0→ 五幻IP（J）／J→王鋤P（J）　→T之J　→O
　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（完全）

　　　　　　～1　　　　　　　　　　∫1　　　　　　　　　▲l

O→　帆ρ　　→＿亘」旦＿＿→H（R・θ）→O
　　　　　　　　　　　　　　tHO（R，（S＞（⑨Q））　　　　　　　（完全）

ただしHO（R，（〉（硲Q））　＝UHO（R，（ナ（nQ））＝｛たかだかQにのみ極を持っR

上の有理型関数｝。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　証明は無限小n次までのQでの自明化を与えた直線束の変形空間の接空間がH（R，
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σ（一（n＋1）Q））で与えられることに注意すればHゑの6echコホモロジーの計算から簡

単に出る（ただし以下のように形式的級数で考えないと収束性の証明が要る）。しかしこれを

もっと直接的に見ることができる。

　　　Qを中心とする座標近傍φ：u→D＝｛ζ；1ζ1＜竃｝をとる。さてヱの自明化t

ξτ』が与えられているとする。このtにっいての考え方を次のように変える。すなわちR

はR，＝R－｛Q｝とDとがφによって貼り合わさってできているものと考えると、同様にt

は工を作るための足㌧＝之lR’と自明束DX¢との貼り合わせを与えているものと見ら

れる．この離姶わせ硫る紛は笥u・（u㌧uパQDとD・×¢ω・⇒

一 ｛0｝）であることに醜しよう・従ってf∈K（儀）をとってもどとD・¢とを

像xp（εf）tとずらして貼り合わせた直線東之（ε）を作ることができる。これはもはや

元の老と同型であるとは限らない。しかしf∈6もならば白xp（εf）は同型之lU→

DXCへ延びるから、この貼りかえはZの自明化にゲージ変換を施しただけのものである。

一
方f∈HO（R、　G（．Q））ならば、　exp（一εf）によるゲージ変換をよ3’に施せる

ので、やはり之（パ完之になる。そして変形理論によれば、すべての老に近い直線束は

上のような変換によって得られるというあけである。

　　c）Witt　algebraによるモデュラス空間の一意化

　　　リーマン面の1点での鹿標変換の全体G＝Aut（σ）　（（㌢＝C｛ζ｝：収束巾級数環）

は無限次元の群をなす．集合としてはψ→《汽ζ）という対応によってAut（σ）は

　　　　　　わ催㍉｛胆）一㌔ζ＋・。ζ2＋…呼・｝
（徹＝ζ（！〉はθの極大イデアル）に同型である。これに対応するリー環Der（θ）は

θζ但／dζ）と書ける．以下では一一々収束を考えないためにσの代わ杜に形式的巾級数環

∂＝¢［こζ］】を考えよう。

　　　ここでテマン面の野ユ六空間上の髄強紘・・ら→吟を考える・そ縦り

wン面＋1点のモデュラス獺（㌃＝｛R・Q；QεR｝ともみなせる・（Rの自己唖

群が自明でないとき両者に違いが幽るが、その場合には議論に適当な修正を施す。）　さて前

項の手法に倣って、ご上に無限次元ファイバー空間を構成する：

　　　　　ε＝｛X－（R，Q，・）…亀→8、QでのRの（形式的）局醜標｝．

　　　　　パするとこのε　には有限次元複素多様体の（可算）射影極限としての複素構造が入り（ただし

　　　　　　　　　　ハ無限次元）、射影π：ε→εは正買自になる。さらにただちに分かるように、πは　G＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パAut（θ）を構造群とする主ファイバー束になっている。逆に言えばく三はごのGによる

軌道空閥なのである。

　　　すると次のような、前項の主張に対応する命題が成り立っ。この命題が共形場の理論か

ら見たリーマン面のモデュラスの理論の基本である。これは〔BHS）において初めて指摘された

（1986）。
　　　主張Ml　D6・（合）のεへの作用はWitセa1・eb「aβ＝D‥（K（∂））
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
＝¢（（ζ））ζ（d／dζ）のそれへと拡張され、後者の作用はεの接束に推移的に作用する。

すなわち
　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　ノ、　　　　　　　　　ノ、

　　　　　θ：Der　（O）一→　r（ε，　（〉（T（ε／己）））

は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　ハ
　　　　　θ：　σ　　　　一→　r（ご，　θ（T（ε　）））

に拡張され、X＝（R，　Q，　u）に対し

　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　へ

0→TxC／己→　T．ε　　→　T、忠Q）ε　→0

　　　　　　　日　　　　　　　　　　∫1　　　　　　　　　　∫1　　　　　（完全）

　　　　・→D。．（ρθ）→＿＿」L→Hゴ（R，θ（T（－Q）））→・

　　　　　　　　　l　　　　uHθ（R，（う（T（＊Q）））　　　　　　　　　　（完全）

　　　　　　θζ　（d／dζ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（g≧2）．

　　　　　　　　ハ　　　ここで空間乙が無限次元ではあるが、本質的に有限次元的であることを注意しておこ

う・すなわち・、r・A・・（6）・ψ（ζ）＝ζ＋・ぷ＋…｝とし・ど；’－

C8／G。とすれば・ご〉’はT㌔一ら（解内は・一切断による埋め込み）と同一視

　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノへ

∈OはGエの元を定める。しかもこの対応は明らかに単射的だから、ファイバー空間ら→

ε」は（無限次元）アフィン空間をファイ’〈一としており・両者はホモトピー同値である・

　　d）量子化

　　　Witt　algebraの作用は物理的に言えばまだ量子化されていない作用である。序で述べた

Virasoro　algebraはWitt　algebraの作用の量子化として自然に現われる。「量子化」という概

念を（数学的に）完全に理解することは非常に難しいが、ここでのその意味は幾何学的に明瞭

に言うことができる。すなわちリーマン面上の場の量子論での量子化とはモデュラス多様体の

直線束あるいはベクトル東上へのWitt　algebraの作用の持ち上げに他ならない。

　　　躰的に例をとって説明しよう・リーマン面の髄族・喝→・6上には欄余鯨
T㌧Tも（ε⇒）がある・今騨のため・≧・とする・正整数jに対し・・（合（Tメ可））

は階数r＝（g－D（2j－D　（J＞1）、g　（」＝1）の局所自由層になる。直線束

　　　　　　　　　D（」）＝入。．（θ（Tw））

はcharge　jのdeterminant束と呼ばれる。　Mumfordの定理は

　　　　　　　　　　　　　　　　べ
　　　　　　・4（D（」））＝（6」－6」＋1）・・（D（1））

を言う。さて一切の議論を省いて結論のみ言えば（詳しくは例えば（KNTY〕参照）、Witt　algeb－

raの中心拡大

　　　　　　　　5び）㍉チΦCe
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ただしム」、C♪に対し
　　　　　［ム・上・］σ・∫・＝［2・・2」一・（（6」礼・」・1・…R・㌔．。ぬ・

。は輪を考えると、友烏への㈱ま、D（」）鴫への引き戻し6（」）への鋼

　　　　　　　　　　　　　　　　へ
の作用へと持ち上がる。ここでeはD（ののファイバーへのスカラー作用素くオイラー作用
素）として働く。この3ζ」》は、e川，、W。聯一2〈6」～－6掲のVi，。s砲、1，。已と呼融る。

　　　中心拡大の所になぜこのような因子が出て来るかはり一環のコホモロジー♂（3）が1

次元でそれが2一コサイクル（Of，上ら）→R・・W（ム”2、）によって生成されるとい

う事実による（詳しくは〔ACKP〕参照）。

　　　ちなみにb）で述べたゲージ群の場合、ヤコビ多様体」上の主偏極を与える直線束があ

　　　　　バるが、そのJへの引き戻しに¢（（ζ））の中心拡大である無限次元Heisenberg　algebraが作用す

る。その作用はり一マン面の」への埋め込みを用いて具体的に書ける（（KNTY｝参照）。

　　e）モノドξ1ミー表現
　　　　　　　　　　　　　　　バ
　　　上に見たようにD（5）はζ上に行っても自明にならない。これを自明化するために

は理論をTeich頑11e∫空間にまで持ち上げなければならない。すなわち

　　　　　　μ：T7　→し勺

をTeich頑11er空間Tgによるモデュラス空間の被覆とする。これは分岐ガロア被覆で、その

被覆群が写像類群M∂に他ならない。ファイバー積を芸ることですべての概念をT3上に引き

上げる。対応する概念は添え字Tを付けて表わそう：～グTet◎。するとdete面naパ束
ハ
t）（」）丁等はここでは自明になり、Vi臼s釘。　alge恒aの作用はそこでの平坦接続を与える。

胞譜え臨Σ上の指標酌跳・・。・1・翻の鴇のモノパミー親として定義できて・

£）（」）はその商となっている。図式で書けば
　　　　　　　　　　　　　　　く　　　　　　　　　　〆へ
　　　　　　　　D（」）＝M3＼D（」）T／θ（d／dζ）

　　　　　　　　　↓　　　　　　　↓

〈　　　鞠＝Mハε了／8（d／dζ）
（θ（d／dζ）は定義から自然にViras。r。　algebraのsubalg⑧braともみなせる）。

　　　序で述べた自由フェルミ粒子に対応する場の量子論は3驚1／2の場合に当たり、この

場合法’…’2髄の入っ剤一マン⑭モデュラス醐（鞠のS・〈・・汐／2Z漣
覆）上に6パe∫面na爪束が構成でき、そこにce鯖∫al　eぬ巧パのViぎas。筏alg由raが作用する

ことになる。ここで注意すべきはこのモノドロミー表現がSp（g，Z）に簡約できないこと

で、ホモロジーでは捉えられないリーマン面のホモトピー的性質がdeterminant束のD一加群

としての構造に関係してくることを示している。
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　§2．一般リーマン面上の共形場の理論（土屋理論）

　　　本節では最近の土屋氏による一般リーマン面上の輪ss－Zumino理論（非可換ゲージ対称

性の下の共形場の理論）を紹介する。非常に広大な理論なので．ここではごく入門的な扱いし

かできない。詳細は原論文〔WWを参照されたい。

　　a）基本的作用素とその作用素展開

　　　まず始めに注意しておくが、ここで展開される共彩場の理論では、向きを保つ共形変換

のみを考え、作用素のパラメーターも、本来は正則、反正則（u，蚕）と2変数であるのを片

方の正則部分にのみ（正則に）依存するように簡約されている。（従って出てくる作用素の数

も半分。）　こうした理論はchira1とよばれる。本来の共形場の理論はchiralなものとその

（複素）共役との和になる。

　　　さて共形場の理論（以下ではCFTと略記する）とは、コンパクト・リーマン面Rにパ

ラメーターを持っ以下のような作用素の系を構成することである。（なぜこのような系を考え

るかという理由を説明する｝こは様々の物理的背景に立ち戻らねばならず、筆者のあずかり知ら

ぬところなので、ここは土屋氏の受け売婆のままにしておく。）

　　　1）重力場。これはR上の一般座標変換に対応するゲージ場である。ここでの場の作用

素　T（z）d♂はenergy一㎜mentumテンソルと呼ばれ、　R上のねじれた2次微分形式であ

る。すなわちw＝w（z）という座標変換を施すと

　　　　　　　T（w）dwよ熔T（z）dzユ　ー（C／12）｛w，z｝dz2
と変換される。ここで｛w，z｝＝（w“1／wI）一（3／2）　（wI｛／w‘）ユ　はSch臓rz

微分。ここに出てくるcξ　¢（後にはQ）は理論の重要な不変量である。

　　　口）ゲージ場。ここではある複素単純り一環晋を選んで固定する。これは理論の噛

数」が数ではなく対応するり一群に値を持っているものと考えられる。ゲージ場の作用素はカ

レント・テンソル

　　　　　　　X（・）d・・X6晋・・ξR
と呼ばれ、Xについて線形に依存して、正則形式の変換性を持つ。

　　　皿）物質場。これが現実のr粒子」の作る場であるわけだが、それは多の有限次元表現

の和にパラメーターを持つ。ここでは全体としても有限次元であることを要請し、従ってそれ

は既約表現の和

　　　　　　　V　＝　ΣVλ・λ　∈　∧（有限集合）

になっている。物質場での作用素（veパ顧作用素）は、これをパラメーターとして

　　　　　　　Ψ。（・，・）〈d・ρ，・6M

と書かれ、物理的には（R，Q）における「真空」（基底状態）に対応する。ただしこの真空

は一意的とは限らない。これはUについて線形に依存する。また△λは非負有理数で、従って

一般にzにっいて正則多価になr）ている。この多価性が理論の把握を困難にするが、その一一方

でその解析を通して多様体の大域的構造が知られる。この△あもやはり理論の不変量である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－180一
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　　　さてこれらの作用素の作用は真空期待値くあるいは相関関数、振幅関数）と呼ばれるも

のを通して調べられる。それは作用素を（無限）行列とみたときの行列成分をとりだすことに

他ならない・さて真空期待値と｛ま・雑素の系Ψ“・有）…”・x、（澱）一“㍉

T（慨），…　　を考えた時、これらに対して定まるR×…　　XR上の多価正則関数

　　　　く現・、・・～’　x画）’　T（ち）’　〉貸

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d㌦）△1…dwゴ…d壷一

で、対角線部分に特異性を持つもののことである。ただしその特異性は期待値の中で次のよう

な形に見える（作用素積展開）：

　　　1）ZニWの近くで（以下では一々こう断わらない）

　　　　　　　爪（…　）Ψμ（v・w）

　　　　　　　　　＝苓（・－w↑ゾぬバム伐Ψ。（C㌫（・・v）・w）＋・（・－w）｝・

　　　　レここでC・〆VλXV替→V・はナ共変な双一次顎；

　　　2）X（・）爪（㍉v）＝（1／（・－w））取（Xu・w）＋○（・－w）；

　　　3）T（・）㌣（・，w）＝（ムM（・－w）之）Ψλ（・，w）

　　　　　　　　　　　＋（1／（・－w））（∂／∂w）㌣（・・w）＋O（・－w）・

ここで△λ∈Q；

　　　4）X（z）Y（z）＝（ア（X，Y）／（。wテ）ld

　　　　　　　　　　　十（1／（z－w））　［X，Y］　（w）十〇（z－w），

ここで∬eIN、　（，）はグ上のg不変な内積で、極大ルートθに対して（θ、の＝2と正規化

されている；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　5）T（z）X（w）＝（1／（z－w））X（w）

　　　　　　　　　　　十（1／（z－w））（∂／∂w）X（w）十〇（z－w）；

　　　6）T（。）T（w）＝（。／2（、－w）ち＋（2／（。－w）2）T（w）

　　　　　　　　　　　＋〈1／（z－w））（9／白w）T（w）＋O〈z－w）．

　　　ここで2…A烏叫は理翻持っパラメーターであるが・そ越は互い・・独

立とは限らない。以下に行う幾っかの要請から、これらのパラメーターは順次定まる．作用素

積展開を見るとΨ、X、　T各々の（左からの）作用は同じ形の特異性を持っている。ただしX

Y、TTに｛まそれぞれ2次および4次のより高い特異性があらわれ、脚ge顧。癒aly，　c。n匡。抽一

alan㈱a｝yと呼ばれる。これはこれらの作用素が関数の上にではなく、自明でない直線束の上

のそれになっている効果である（厳密には振れ微分作用素というもの）。

　　b）ゲージ場とアフィン・り一環

　　　前項で与えた作用素積展開の条件より、パラメーターがコンパクト・り一マン面にある

ことから場の作用素が次々に定まってゆく。土屋理論ではゲージ場の作用素から出発して他の

それを構成してゆく。ゲージ場ではその作用のgauge　an。malyから自然にアフィン・リー環の

表現が生じ、それが理論の基礎になる。
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　　　リーマン面R上の点Qを考え、Qを中心にする局所座標ζをとる。　Qを可変パラメータ

ー として動かすときはzで表わす。さてXξ召を定めるとリーマン面上の有理型関数fに対

　　　　　　し、作用素X［f］が次のように定義される：

　　　　　　　　　　　　　　　X［f］Ψ・（…）＝Res．．，、。，f（ζ）X（ζ）払（u・z）dζ・

もしfがQで正則なら前項の2）から

　　　　　　　へ　　　　　　　X［f］Ψ♪（…　）＝f（・）ぬ（X…　）

である。っまりヌ［f］はf（z）Xという無限小ゲージ変換である。

　　　ところがこれらの作用素の交換関係を見ると、4）から
　　　　　　　ノシ　　　　　　　　　ピ　　　　　　　　　　　ノヤ　　　　　　　　ノロ

　　　　　　　X［f］Y［g］－Y［g］X［f］
　　　　　　　　　　　　ン　　　　　　　　　＝［X，Y］　（fg）一上（X，Y）Resて。て（恥df（ζ）g（ζ）Id

となる。っまりこれらはアフィン・リー環の交換関係に従っている。言い換えればQでの局所

座標による展開を用いて定義した埋め込み

　　　　　　　9⑲K（θQ）㊥¢Id
　　　　　　　　　　　　　　∩

　　　　　　　5⑤¢（（ζ））●¢e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　はリー環としての埋め込みになっている。しかも5斗＝gのζ（じ［［ζ］］とすれば、

宝［f］∈6，となるのは・（Q）一・と同値だから・

　　　　　　　　ハ　　　　　　　　9デリ（…　）＝o

となる。っまりこの表現はhigbest　ueight表現になっている。

　　　ここで我々は重要な要請を置く。

　　　仮定。この獺は可積分（integrable）表現である。すなわち2は正鋤であり、

しかもすべての作用は局所巾零である。この2はレヴェルと呼ばれる。レヴェル2の可積分既

約表現は5の有限次既約表現啄から生成される：

　　　　　　　κλ＝｛｛v＝Xi［f、］…　X“［U・；・∈Vλ｝｝・

ただし表現が可積分になるためには0≦（θ，λ）≦疋という条件が要る（（，　）、θは

前項4）を参照）。ここでさらに

　　　　　　　爪（…）＝完。［毛］…足［○Ψ。（…）

がweU－definedであると仮定しよう。っまり爪のパラメーターが㌶に拡張されるとするの

である。すると真空期待値から爪は7ら上の線形汎関数とみなせる：

　　　　　　　＜㌣1：認λ　→　　¢

　　　　　　　　　　　　ψ　　　　　　　　　V／

　　　　　　　　　　　　vH＜爪（v・・）≧・
㌶上の連撒形汎関数微上には自然な位相が入る）の空間醐すと記せば、＜㌣1∈

慰になる．
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　　c）ゲージ条件

　　　前項で述べたように、（R、Q）を固定すると、・e・…作用素に対しく爪1・ぢが

定まるが、この像はどのように決定されるのであろうか。それがゲージ条件と呼ばれるもので

ある。それは本質的に代数関数論の留数定理と双対性からの帰結である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　問題を少しく一般化して、N個の点Ql，・・㍉Q！∨をとり、各点で5の既約表現ノ～λ、

　，…　　，ぬダを考える。各λジは条件◎≦（λ元，θ）≦εを満たしているとする。簡単

　　　　　ゴ
のため記号λニ（λジ’　・λρを用いる・瀬と全く熊に婿素の積㌣’　㌦

は期髄〈㌣1　〉によ ㍗牛究λρ…戎上の連続鰯
　　　　　　　くΨ犬1ξμx

旋める・この像鞭二（R・Q・・∵・Q〃）でのN鯛数の空間弦α）と呼ぴ・そ

れを決定する問題を考えよう。

　　　そのための基礎になるのは、古典的代数関数論で知られた次の定理である。

　　　定理・雑Q戊鯛所麟ζ」をとる・こ肪を用い壌開によって埋め込み
　　　　　　　u－H°（R・6（Σ・Q5））こ¢¢〈（ζノ））　＝A・

　　　　　　　♂＝H°（R・Ω（Σ・Q」））⊂㊧¢＜＜ζ」・）⇒＝ピ

（Ω＝㊦（丁由））を定義する。Aと㎡との間の自然な双線形形式

によってUとU篭；1、；、二識：；ξ三esち調

　　　すると自明な表現によって点を増やしても解が増えないこと（真空の伝播）と留数定理

を用いれば、この定理から先の問題の答えが与えられる。すなわち

　　　命題壬＝（R・QJ・幻耐し
　　　　　　　　夜㈲謡］1｝ズ、テ＜w雰ξ《］）一・，㌦・5，

　　　　一　　　　∀fξH°（R・號寧Q」）’｝
（・」はx［f］噸分 筍への燐現）・

　　d）Virasoro　algebraと運動方程式

　　　ゲージ場の作用からアフィン・リー環の表現が現われたように、重力場の作用からVira－

soro　a茎gebraの表現が導かれる。

　　　再びR上の点Qを固定し、Qを中心とする局所座標ζをとろう。　Qの近くで有理型なベ

クトル場皇＝ノξ（ζ）〈d／dζ）に対し、作用素宇己幻を

　　　　　　　短］㌣（…）：R・・ぷ）・ζ疋（ζ・（d／dζ）ち（…）と

して定義する。えがQで正則ならばa）の3）から

　　　　　　　寄［幻爪（・㌧・）＝（2（・）（d／d・）＋4（・））Ψλ（…）と

　　　　　　みなる。つまりTは‘△x次’微分形式への作用になっている。

　　　すると6）からこれらはcentral　charge　cのVirasor。　algebraの交換関係に従う：
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　　　　　　　　パリ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん

　　　　　　　［T［21］・T［えよ］］＝－T［［£1・」乙〕］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷（・／12）Re・∫。丁，も（ζ）2・〈ζ）dζ・

　　　一方5）からゲージ場との交換関係は
　　　　　　　　ひ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　　　　こT即，X田］＝－Xし2（f）］

となる．そこで次のような要請を置く。T［2］の作用はintertwineされる。すなわち連続線

　　　　へ形鴇素丁（ガ：Xλ→鬼棚って
　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ

　　　　　　　T〔又］Ψλ（…）ニΨλ（Tω…）・

　　　実際にこの要請の満たされることはCasimir作用素をアフィン化した菅原形式の存在に

よって保証される。

　　　さて今度はり一マン面とN個の点を動かしてみる。その全体は（一般に）3g－3十N

次元のモデュラス蝋伽をなし、魏理論からその酷間はH4（R、⑧。（－Q，一…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
一 Qノ》））で与えられる（θ＝5（T））。§1、c）と同様、柘雛algeいaN個の直和　㊥

”が擁的に蜘に欄する・先程のゲージ耕の解鯛肝・似上の翫して定義

する・するとリペン更への縦a滅「aの鰯は耳へ酬・s°「°al・eb劒舗に持蛙

がる。それは上の作用T（叉）と簡立する（ぬrd一高橋恒等式）。それは夜上に射影接続が

定義されていることで、これが真空の満たす運動方程式である。

　　e）主定理

　　　我々は発見的考察をするため作用素と真空期特値を所与のものとして出発したのである

が、実際の理論の構成は上記と逆の道をたどる。ここでその議論の粗筋を述べよう。

　　　出発点はアフィン・リー環の1eve1疋の可積分既約表現である。これによりカレント・

テンソルを定義し、菅原形式によってenergy一祠o脆ntu面テンソルを定義する。これらは関係式

4）－6）を満たす。っいでゲージ条件によって真空を定義し、その上でN点関数の存在を示

すことになる。さらにN点付きり一マン面のモデュラス空簡を考えてその上に層咋を定義し、

Virasor。　algebraが作用することを示すのであるが、その手続きは非常に込み入っている。一

っ糊な・とは、欣姓で蟻されていた隅は、．鼠ωにまで（競を含めて）・esce・・

することである。

　　　さて土屋理論の主定理は次のように述べられる。数学的に厳密に定式化するには煩項な

記号を準備する必要があるので、一部暖昧な形で述べる。

　　　主定理L咋髄接的で、しかも扉舳である。特に塀径）の次元緯
によらず一定である。

　　　主定理2．咋上の飾は、人〃の錠曲線によるコンパクト化を考えたとき、

そのふちで碇骸鯖構・その特異酷記述できる・特にUズはコンパ外化蛎への

自然な延長を持っ．

　　　主定理3伊ac・・…a…曜・・…y・・コンパ外化φwのふちに｛ま4－⌒

等が現われるが、それらとの関連が明確に記述できる。最も退化した曲線（既約成分がすべて
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射影直線で・双対グラフが3点グラフであるもの）に対応するところでは～占㈲の自然な

基底が書ける。

　　　証明にっいては何も言う余裕がないが、主定理1にはGabberの定理〔Ga〕が用いられるこ

とだけ注意しておこう。

　§今後の問題

　　］）真空束咋の幾何的構成。

　　　つ詳ベハル勲しては娠上に・esce心るバ挺齢耀式と・・う超越嚇

法で定義されたものであるが、実際は有理的なものに違いない。土屋氏は次の予想を提出して

いる：

　　　予想．∪芳は1の巾根の体上定義される。すなわちQに1の巾根を付加した体をKとす

れば、構造群がGL（K）に簡約される（しかも実はKは有限拡大でよいと思われる）。

　　　さらに興味あるのは、このベクトル束を純幾何学的に構成する問題である。Hitchinの

髄領案よ雄・フ〉刻々ン面R上磯安定主錬（L▲・○ニヨ）砿すモデュラ

ス空閲とすると、

　　　　　　　　「びφ（R）－H°〈兄　 （det）θえ）

（N＝0，φ：自明な表現）となるらしい。（一般のN点の場合も定式化できるが、ここでは

省略する。）

　　H）真空束払の組み合わせ的構造。

　　　前節できちんと述べられなかったが・しの安定曲線によるコンパクト化一4“は薗

然な…a・if・・a・…を描その・次元…a・・の上でぢ㈲頗然な基底㈱つ（主趨3）。

　これらは1次元st’ataでつながっており、そこでの貼り合わせの関係式がまu§i頒甜1eとし

て与えられる。2次元str滅aを見ればそれらの間の両立条件が書ける。　Ve垣n由（￥e），輪◇捷

一S的berg（HS｝，　Vafa（Va）らはこれらの関係式を具体的に書き（その多くは（τK｝に既に出てい

る）、それらによって刀芳は大域的に構成可能であるとした。彼らの議論は大筋で正しいと思

われるが、数学的にはまだ完全に厳密なものと言い難い。これはこの束の写像類群のモノドロ

ミー表現をどう記述するかという問題と同等である。

　　田）ユニタリ性。

　　　§2冒頭に述べたが、土屋理論はch三∫a1であるので、本来の共彩場の理論（CFT）を

得るにはこのモデルの二っのコピーをと？て、その上にユニタリな内積を経む必要がある。先

の砥の幾何的構成の問題に麗して言えば、力｛鋤が何か自然なH。dge構造としてとらえられ

るかどうかも興味ある問題である。

　　W）普遍モデュラス空間’

　　　F「’eda『品・nke「『S’は・・Nをすべ働かした十錨の和を考え・その上にCF

Tを構成しようと，している。確かに本来CFTはそのように構成されねばならない。定理3に

よって土屋理論では、この構成を厳密にできる可能性がある。しかしこれはH）の問題と関連

一 185一

13



していて、どう定式化するかがなかなか難しい。

　　V）算術的構成

　　　さらに進んで、このWess－Zumino　C　F　TをSpec（Z）上構成することは数論的に非常に興

味ある問題である。可換ゲージの場合にはSpec（Z）上での構成の試みがある。特にこのCFT

　　　　　　　　　　ゴはガ◎ア群Ga1（Q／Q）による対称性があるはずで、これは非可換類体論を構成する問題

と麗連する。世in《e品のelliパi¢恥如leの理論が両者の関連を解明するてがか蓼になるかも

しれない（●，（臨羅2）も参照）。またζ鯨畑nぶeckの研究計画（G7）中にある’レゴ」も何

やらve∫tex作用素と関連がありそうにみえる。
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