
永田さんの環論における業績とその影響

名古屋大学理学部　松村英之（Hideyuki　Matsumura）

EmmyN◎etherがイデアルの昇鎖律を導入して，ネーター環の理論が

始まったのが1921年である．それを可換環論の歴史の始まりとすれ
ば，今年までに70年が流れたわけであるが，永田さんがこの方面に精

力を注C、だのは1950年から60年にかけてであるから，丁度70年
の真ん中の10年と思ってよい．一方，1955本頃から可換環論はホ
モロジー代数の手法の導入やスキーム理論の影響によって，新しい時代

に入った．永田さんは新旧の両時代の接点〔こ現われて，どちらの面でも

大きな業績を残したが，どちらかといえば前期の（つま9イデアル論的

手法の〉理論の完成者としての姿がよく知られている．

　　永田さんの環論における主な論文，本を挙げてみると，

｛110n　the　structure◎fc◎mplete　local　rings，

　　NMJ（∋Nagoya　Math．Journal）1（1950），63－70．

｛2］On　thetheory　ofHenselian　rings，

　　　ibid．5（1953），45－57、

一一一 ll，ibid．7（1954），1－19，

一一 川，Mem．Co‖．Sci．Univ．　Kyotoβ2（1959－6◎〉，93－101．

｛3］S◎meremarks◎n　bcalτir｜gs．　NMJ6目953），53－58．

｛410付he　derived　n◎mal　7iひgs◎fN◎etherian衙穆gral　domai百S，　Mem．

　C◎縫．Sci．Ur目v、　Ky◎t◎，291董955），293－303．

［5］An　example　of　normal　local　ring　which　b　analytically　rami行ed，NMJ

9（1955），111－113，

［61The　theory　of　multip‖city　in　genera目ocal　rings．　Proc」ntern’l

Symp．Tokyo－Nikko　1955，pp．191－226．

［7］Onthe　chain　problem　ofprimeideals，　NMJ10（1956），51－64、

18］　Alac◎bian　cri垣rion◎f　siπ巾ieρ◎i戊s，川mois　J．　Math．］　（195η，

427－432．

【9］Ageneraパheory◎f別gebraic　geαT】etry◎ver　Oedek栢d　domairls．　ll，

　Amer，」，　M　ath，80（1958），382－420，
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｛10】On　the　closedne＄50f5ingular　loci，　PubUHE三S，2（1959），29－36，

U1］Local　Rings，　lnterscience，　New　York，1962．書き終えたのは1960．

そのほか，代数幾何学の分野でも，射影空間に入らないアブストラクト
蓼様体の構成とか，ヒルペルト箪14問題の否定的解決く1958）
とかの大きな業績がこの間に得られているが，ここでは環論に限って，

いくつかのトピックを取9上げて解説しよう．

1．Hensel局所環．

ネーター局所環（A，m，k）がHensel局所環であるとは，

（1）Aに係数を持つモニック多項式f（x）のk｛x］における像が互いに

　　素な二つのモニツク多項式の積に分解するとき，f自体がそれに応
　　じてA｛x］で分解する

ことをいう．この定義は
　東屋：On　maxima目y　cer☆ral　a｛gebras，　NMJ2（］95］）

・によって与えられた．ほかにも幾つかの同値な定義がある．少し挙げれ
ば

（2）Aの任意のmodul昏伽iteな拡大環Bと，　Bの任意のイデアルJと，

　　B／Jの幕等元盲とに対して，Bの箒等元eで蒼の代表元になって
　いるものがある．　〈東屋IOC．cit）

（3）　（Aが湾omal　d◎mainのとき）Aのどんなi賊egral　extentionも

　iocal　ringである・

（4）（Aが一般のとき）Aの任意のintegralな拡六環Bはlocal　ring5の

　直積である．（Raynaud，Anneaux　Locaux　Henseliens，　Springer

　　Lecture　Notes　169（1970）．）

永田さんは［2］において，任意の局所環のHens剖化を定義しその存在を

証明した．完備な局所環はHensel環であるから，局所環の完備化は
H鋤sel環になるが，　Wensel化は最初の環の上に代数的で，完備化よ9
ずっと小さくてすむ．
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Hensel環の理論はGrothendieck，　M　Artin（こよってetale　cohomologyの

理論に用いられたことは良く知られている．

この理論は，後に局所環でなも、場合にも次のように拡張された．

　ring　AとSpec　Aの閉集合Vが与えられた時，　AがVでHenselianで
あるとは，次の条件が成り立つことである．

　　　F｛x）ξA｛xl、　F（◎｝＝◎on　V、　P（◎｝はV上でunit，

　　　　　V上で0になる元aAがあって　F（a）＝◎となる．
これはKurkeが与えた定義である．　Cf　H．　Kurke，G，　P而ster　und　M，

Roczen，　Henselsche　Ringe　und　Algebraische　Geometrie，　VEB
Deu拓cher　Veτlag　derWissenscha登en，］975、P49，

　　この時，V＝V｛1｝なら　⊆rad｛A）となる．なぜなら，　aパに対
して　　F（x｝＝（］＋a）（1＋x）－1を考えれば，（1＋a）がAのunitであること

がわかるから．

．この拡張された意味でのヘンゼル化につも、ては，上記の本の外

　　S．Greco：H朗selizati◎n◎far治g　wit財esρec民o　an　idea｛，

　　　　　　Trams，AMS144（1969），43w65
を挙げておく．　Kurke達の本はところどころあいまいな点がある，

局所環の場合に限れば，永田さんのLocal　Ringsと，　Raynaud　の
Springer　LN］69を併読すれば十分であろう・

2．素イデアル鎖の問題

可換環環Aの素イデアルの列　p。（P1＜．．．⊂P，の長さはnと定義さ

れる．　素イデアルP（Qが与えられたとき，PからQにC、たる飽和さ
れた（つまり，もはや中間に素イデアルを挿入することができない）素

イデアル鎖の長さが，PとQだけによって定まるとき，A（まcatenary

であると言われる．　Aの中の素イデアル鎖の長さの5uρをAのKwll次

元といいdim　Aで表わすことは艮く知られている．ちょっと考えればわ

かるように，2次元までの環はcatenaryである．　AのみならずA上
の多項式環がすぺてcatenaryであるとき，Aは蝋versa‖y　catenary
であるといわれる．
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ネーター環はすべてcatenary　であろうかというのは，多くの有名な

代数学者がアタックして成功しなかった大問題であった．1955年に来

日したEmilArtinは永田さんにこれについて意見を聞いた．永田さん
は，non－noetherianなnon－catenary　rmgの存在は知っているが，ネー

ター環の場合｛ま肯定的であ9そう｛こ思うと答え，それから本気でこの問

題を考え始めた．いったんは証明できたと思ったがタチェシクしてみる

と誤9が見つかった．その箇所を良く調べているうちに何と反例ができ

てしまった．これは永田さんが作った多くの反例（しocal　Ringsの巻末
に，Examples　of　bad　noetherian　ringsとしてまとめてある）の中でも

最も有名なものである．これを説明しよう．

　まず，代数的閉体kを基礎体とするアフィン多様体Vの2点p，qを
くっつけて新しいアフィン多様体を作る技巧について述ぺよう．Vの座

標環をA，ρとqに対応するAの極大イデアルをP，Qとする．　A／P＝kエ

A！QであるからA＝k＋P総k÷Q，このとき　B＃k＋P∧Qとおくと撃8
（まくAの元をVの上の関数とみて）点ρと点qとで同じ値をもつ関数の

全体である．Bを座標環とするアつイン争様体が求めるものである．

（Bがk上に有限生成であることは容易に証明できる．）例：直線上の
点x＝Oとx＝1とをくヵつければ，B＝k［x（x－1｝，x2（x－1）］を座標環と

する，2重点をもつ曲線　y3－z2＋yz＝0がえられる．

永田さん｛ま，k上の2変数有理関数体　klx，z｝の部分環Aで，　A！P

灘A！Q＝k，htp＝1．htQ繍2となるような素イデアルP，Qをもつような

ものを構成もた．　Aはもちろんk上有限生成ではない・SpecAは，
点Pのまわりでは曲線のようで，点Qのまわりでは曲面のようである・

PとQでAを半局所化する．即ちS＝（A－P）∧（A・Q），C＝AsとおくとC

は2次元のネーター半局所誓域になる．Cの極大イデアルPC，QCを上
と同様にしてくっつける，即ちB＝k＋PC∧QCを作れば，　B自身は2次
元ネーター局所整域だからcatenaryであるが，　B【X］はcatenaryでない・

即ちBは槻iversa‖y　ca垣naryで1まないことが証明できる．

　　このB［X］を正規化するとcatenary｛こなる・むりにくっつけたのが

離れるからである．それでは，n◎mal　n◎獣herian　non－catenary
domainが存在するかと言う問題が生ずる．これもむずかしC、問題であ
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ヵたが，20年以上を隔てて小駒（Non－cat朗ary　pseudo－geometric
normal　rings，　Jap．J．　M　ath，，6（1980））においてモのような例が構成ぎれ

た．Heitman：Rocky　mountain　J．　Math，12（1982）は小駒氏の例をす乙し

簡単にした．

　永田さんの2点をくっつける控巧を用いて，S．G佗coは次のような
例を作った．3次元の半局所整域｛A目でタ腱位相で完備であ9，
A／1はexce‖entしたがってuniversa‖y　cat舗aryだが，　A自身は
catenaryでない．　（NMJ87（1982）．）

　素イデアル鎖に関しては，永田さんの研究から出発して，
GrothendieckやRat1市が精密な研究をした．殊（こRat庸の次の2つの定
理は優れたものである．

定理・ネーター局所環（R，m）がcatenapyであるためには，すぺての
素イデアルpについて　出p÷d衙R／p＝dim　Rが成9立つことが必要十
分である．（1971）

定理．ネーター局所環（R，m）がuniversally　catenaryであることは，

次のどの条件とも同値である：

〈1＞すべての素イデアルPにつも、て，A／ρの完備化が等次元である

（即ちタどの極小素イデアルで割うても次元が等しい．）

（2）｛変数多項式環R［X］がcatenaryである．（］972）

Ratli什たちはその後も研究を続け，素イデアル鎖に関するいろいろな予

想を発表しているが，最近西村純一氏が構成した例が正しければこれら

はすべて否定的に解決される．

4・永田環（またはpseud。－ge。metric　rings｝．

ネーター局所警域Aの，商体の中での整閉包をAとする．Aの完備化が
幕零元をもたないならば（即ちAがanalytically　umami侮dならば）Aが有

限A加群である，このことはKru‖がすでに知っていた・Chevalleyは
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geometric　bcal　ringという局所環のクラスを定義し，geometric　local

domainはanalytically　unrami6edであることを証明した．

　永田さんは正規ネーター局所整域Aで完備化が幕零元をもつものを
構成した［5］，一方，すでに［3］で，ネーター局所整域Aに関する次の条

件を考え，これがanalytically　unrami6edのための十分条件であること

を示している：

　（＊）すぺての素イデアルPに対し，A／Pは，整拡大の有限条件をみ

たす．（整域Rが整拡大の有限条件をみたすとは，Rの商体の任意の有
限次拡大体LにおけるRの整閉包が有限R加群であることをいう．）

　さらに，Local　Ringsを書いたとき，その中で（＊）をみたすネータ

ー局所環をpseudo－geometric　ringと名付けて，その一般論を展開した・

この概念はGrothendieckによってはuniversally　Japanese　ringと呼ば

れた．今日ではNagata　ringと言う名が定著しつつある．永田環のクラ

スはいろいろ艮い性質を持っている．たとえば

Aが永田環ならばその剰余環，素イデアルによる商環，A上に有限生成

d）環も永田環である．（LRp．131－133）

完備局所環は永田環である．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムAが永田環で1がモのイデアルならば，Aの1進完備化（A，1）も永田環

である（J．Marot，1973）．

しかし局所環が永田環でかつ正規であっても，その完備化が正規である

とは限らない．そこでGrothendieckは永田環よりさらに狭いクラスで
あるexcellent　ringとC、う概念を定義した・このクラスに属する局所

環においては正規とか被約（幕零元を持たないこと）とかの性質が完備

化に遣伝する．完備局所環や代数幾何学的な環はexcellentである．しか

し極大でないイデアルによる完備化ではexce‖entの性質が保たれるかど

うか，まだ完全にはわかっていない．（半局所環のとき，およぴ有理数

体を含むときにはRotthausによって1980年までに証明された．）

一 149一

6



　　excellent　rhg　の一番大事な性質は，（極大イデアルによる局所化

の）完備化との関係がうまくいっている（formal　Wbresがgeometrically

regular）ことである・永田環であってこの性質を持たないような局所環をは

じめて構成したのがドイツ（現在アメリカ）の女流数学者Cristel　Rotthaus

である．彼女の方法は極めて複雑だが強力なものであり，上記の小駒氏の
反例もこの方法を発展させたものである．

5．ネーター環の望閉包

　　　Aをネーター整域，　A★をその商体の中での整閉包とする．

　dim　A＝1ならばAと商体の間の任意の環はネーターである（秋月，コ
ーエン）．

　dim　A＝2ならば　A★はネーター環である（局所環のとき森ぎ四郎，一
般のとき永田）が，Aと　A★との問の環は必ずしも相でない（永田）．

　dim　A＝3以上のときは，　A★がネーター環でない例がある（永田）．

　しかし，A★はつねにクルル環である（局所環のとき森誉四郎，一般のと

・き永田）．クルル環は離散的付値環の交わりとして表わせるから，これは

重要な定理であり，証明も難しい．

6．重複度

局所環の重複度はChevalleyによって導入されたが，彼の定義はわかり
にくいものであった．　P．Samue1：La　notion　de　multiplicite　en　algebre

eten　geometrie　algebrique（1951）によってヒルペルト関数を使う現代的

な定義が与えられた．これは永田さんが研究を始めた頃のことであり，永

田さんは重複度の理論をさらに整備しながら，主要な武器の一つとして使

うようになる．今日極めて重要になっているCohen－Macaulay環の理論

は，1955年頃に，一方ではSamueトや永田さんによって重複度を用い
て定義され，他方ではAuslander，　Buchsbaum，　Northcott，　Rees，　Serreな

どによって正則列の概念を使って定義された．ネーター局所環Rのバラメ

ー ター系で生成されたイデアルqに対し，一般に
　　　e（q）≦2（R／q）

が成9立つ．ここにe（q）はqの重複度であり，2（）は長さを表わす．

ここで等号が成り立つとき，RをCohen－Macaulay環と呼ぷ．一つのq
について等号が成り立てばどんなqに対しても成り立つ．また，このこと
と，C、わゆる　マコーしイの純性定理（unmixedness　theorem）が成り

一 150一

7



立つこととは同値である．永田さんはこれらのことを証明した（［6］）．

のちに，Buchsbaumは
　rネーター局所環Rに対して，差f（R！q）－e（q）はqのとり方によらないだ

ろうか」！

という問題を提出した・　Vogelはこれに対する反例をつくったが，そこ

にとどまらず，さらに，この差がqのと9方によらないようなネーター局

所環Rを8uchsbaum　ringと呼んで，その性質を研究した．この試みは大
いに成功し，　Vogel，StUckrad，後藤などの手によ。て美しい理論に成長し

た．　Buchsbaum局所環Rの，極大でない素イデアルpによる局所化はす

べてCohen－Macaulay環になるから，Buchsbaum環　はCohen－
Macaulay環にかなり近いことがわかる．

Cf　StUckrad－Vogel：Buchsbaum　Rings　and　Applications，　VEB
De破scher　Ver｛ag　d．Wissenscha音en，8er目川986

7・　　αosedness　of　Sing纏lar　Locus

論文［8］では，体k上の箒級数環A＝k［［x1，＿，xJ］の素イデアルpCq
〔こ対し，　Ar／pA¶が正則局所環になる（すなわち，　‘algebroid　variety’

Spec（A／P）において‘点’q／Pが‘特異点’でない）ための‘ヤコビアン

判定法’が次の形で与えられ証明されている．

　ρの生成系㌔．．．，もを取る．ヤコピアン行列」｛ち．玉）は行列

ωV∂刈を表わす・kが標靹のとき・k★をkの部分捧で［k酒く・。
をみたすものならば，kのk★上のde’ivationsの加ζ羊Derぼk）の基底を

○、，＿，，Dsとし，もの係数に0ソを施したものをf汐　として，行列

〈∂‘1∂〉曾，細）を　J（㌧、方；kつで表わすことにする．これは所謂

mixed　Jacobian　matrixである．

定理．

　（1）A／qがk上5eparably　generatedなら（即ちA！qのパラメータ

ー 糸　y¶，＿＿，y4が存在してA／qがk｛［yl］上に分離的なら〉，

　A♀pA％が正則　⇔　pa故｛」（㌔，……，留mod　q）熔「翻kρ・

〈2＞kが標数1）〉◎なら，

％PA¶が正則⇔kの部分体k★で［k・k★】・。・をみたすものがあ・て

　　　　　　　　　rankJ（W。．．．，隼；k★）＝rankpが成り立つ．
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この定理はザリスキーが代数亨様体に対して与えたもの（上のAが幕級
数環でなく多項式環）の拡張であるが，証明は（標数Pで［k：kり⇒。のと

き〉きわめて難しい．　［8］でもなお分かりにくい所があ9，　G了◎紺e汗

dieckはEGA　で永田さんの証明の細部を自分の流儀で補った，私の可換
環論く共立）でもGromendieckの方法（こ従。たが，相当大掛かりな証明

であり，簡単化が望まれる．とにかく，これから次の定理が容易に得られ
る．

定理．を完備ネーター局所環としpをの素イデアル，R＝A／pとする．

　このとき，Reg（R）c｛QξSpec（R）lR⑱が正則｝はSpec（R）の開集合で
ある．

　［期では，任意の有蹟生成A代数Rに対してReg（R）がSρec（R）の開集
合になるようなネー・夕一環Aのクラスを考えその性質を調べる．この研
究はGr◎mendieckによってexcellent　7ing‘の理論の中に取9入れられた．

また，Grothendieckやそのほか争くの人によって，正則性以外のいろいろ

な環論的性質につも、ても，それらに対応するbciが開集合になるかとい
う問題が研究された．

まだ小さな業績は沢山あり，ヒルペルト14問題のように環論的にも重
要なものもあるが，一応これで終わりにする．最後にもう一度強調してお
きたいのは，上記の研究がなされた当時，可換環論の本はほとんどなかっ

たごと，正則局所環の局所化が正則かどうかすら1955年頃までは知ら
れていなかったことである．
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